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ايران دوم مرحله راه حل های و سوالات
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جمع خود اول مقسوم عليه های از يک هر با اگر که دارد وجود n > ۲ طبيعی عددی آيا .۱
آيد؟ بدست کامل مربع عددی شود

را آن و باشد داشته وجود عددی چنين کنيد فرض است. خير پاسخ می دهيم نشان پاسخ:
۲ جز به اولی عدد هيچ برابر دو که چرا باشد اول نمی تواند n که کنيد مشاهده ابتدا بناميد. n
عامل توان pα + p تجزيه در صورت اين در .n = pα, α ≥ ۲ کنيد فرض حال نمی شود. کامل مربع

باشد. کامل مربع نمی تواند عدد اين بنابراين و است يک برابر p اول
باشيم: داشته بايد حال دارد. p, q همچون متمايز اول عامل دو n کنيم فرض می توانيم بنابراين

n+ p = p۲x۲, n+ q = q۲y۲

داشت خواهيم يکديگر از رابطه دو اين کردن کم با

p− q = (px− qy)(px+ qy)

به صورت هر در پس است. ناممکن چيزی چنين p− q ̸= ۰ و |px+ qy| > |p− q| که جا آن از اما
رسيديم. تناقض

۲
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خانه ها تمام ابتدا در می كنند. بازي نوبتي شكل به بی نهايت جدول يك روي شايان و علي .۲
سياه را صفحه واحد مربع هاي از يكي اول نوبت در و می كند شروع را بازي علي هستند. سفيد
سياه خانه ي يك حداقـل ضلعي مجاور كه سفيد خانه ي يك بايد نفر هر بعد نوبت هاي در می كند.
مجموعه ي می شود. تمام كند بازي نوبت ۱۴۰۴ دقيقـا نفر هر اينكه از پس بازي كند. سياه را باشد
A شكل محيط می خواهند ترتيب به شايان و علي می ناميم. A را بازي انتهاي در سياه خانه هاي
چه برابر A شكل محيط دهند انجام را خود بازي بهترين دونفر هر اگر كنند. بيشينه و كمينه را
خانه يک مرز که است پاره خط هايی طول جمع A شکل محيط از منظور ) بود؟ خواهد مقداري

هستند.) سفيد خانه يک و سياه

است. ۲۸۰۸ + ۶ = ۲۸۱۴ برابر پاسخ پاسخ:
پوش مستطيل را است سياه خانه  های همه شامل که مستطيلی کوچکترين : شايان استراتژی
سطر يک در همواره او توسط سياه شده خانه های که می کند بازی طوری شايان می ناميم. شکل
در که صورت اين به شود. اضافه واحد يک A شکل مستطيل پوش ابعاد نوبت هر در باشند
در خودش که می کند رنگ را مستطيل پوش مرزی خانه های از يکی با مجاور خانه ای گام هر
محيط و می شود اضافه واحد دو حداقـل مستطيل پوش محيط گام هر در نيست. پوش مستطيل
را شکل محيط موضوع اين ديدن برای است( بيشتر متناظر مستطيل پوش محيط از شکلی هر
بنابراين شود.) پوشيده باشد مستطيل پوش محيط کل کنيد، تصوير مستطيل پوش محيط روی

بود. خواهد ۶ + ۲۸۰۸ حداقـل محيط
به بتواند اگر و می شود ۱ × ۳ مستطيل يک تشکيل مانع علی دوم نوبت در علی: استراتژی
قبل از آن ضلع ۲ حداقـل که می کند انتخاب را مربعی ها نوبت بقيه در دوم و اول های نوبت جز
باقی در اول لم بنابر دهد. انجام را کار اين بتواند گام T در علی کنيد فرض باشند. شده سياه
يک به را سياه خانه های قبلی گام در بايد شايان دهد، انجام را کار اين نمی تواند علی که گام ها
سياه که خانه ای می دهد انجام را کار اين شايان که زمانی است. کرده تبديل کامل مستطيل
گام کند، اضافه را محيط علی که گامی هر پس باشد. مجاور سياه خانه دو با حداقـل بايد می کند
محيط به واحد دو حداکثر علی ديگر گام هر در و است نکرده اضافه محيط به شايان آن از قبل

می شود. ۶ + ۲۸۰۸ حداکثر سياه خانه های تعداد بنابراين است، کرده اضافه
باشد داشته بيرونی خانه های با مرز يک حداکثر سياه خانه هر که همبندی شکل تنها .۱ لم

است. مستطيل
باالترين که کنيد توجه ابتدا بگيريد. نظر در را شکل مستطيل پوش می کنيم، خلف فرض اثبات.
خانه باالاترين x کنيد فرض صورت اين غير در باشد، سياه کاملا نمی تواند محدب پوش سطر
يک سطر اين در بنابراين باشد سفيد کاملا نمی تواند x سطر باشد، مستطيل پوش درون سفيد
تناقض که است سياه هم سفيد خانه آن بالايی خانه و دارند وجود مجاور سياه و سفيد خانه

است.

۳
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وجود سياه خانه يک بايد سطر اين در بگيريد، نظر در سطر بالاترين در سفيد خانه يک حال
سفيد خانه راست سمت در خانه اين کنيد فرض مساله کليت از شدن کم بدون باشد، داشته
خانه بنابرفرض کنيد. برخورد سياه مرز يک به تا کنيد حرکت راست سمت به سفيد خانه از باشد.
پوش مرز يا سياه خانه يک به تا برويد پايين و برويد خانه اين به است سفيد خانه، اين پايينی
مرز يا سياه خانه اولين به تا کنيد حرکت راست سمت به نخورديد مرز به اگر بخوريد. مستطيل
مستطيل پوش مرزهای از يکی به نهايت در تا دهيد ادامه را کار اين و کنيد برخورد مستطيل پوش
تقسيم ناحيه دو به را مستطيل که کرديم پيدا سفيد خانه های از مسيری حالت اين در برسيد.
سفيد خانه های صورت اين غير در دارند( وجود سياه خانه های هم قسمت دو هر در و می کند
تناقض در سياه خانه های يکپارچگی با موضوع اين باشند). پوش مستطيل درون نمی توانستند

است.
درباره که ادعاهايی و خود اثبات استراتژی است نياز مسائلی، چنين در که کنيد توجه .۱ توجه
است فـلان بازيکن اين حرکت بهترين که اين مثل کلماتی بيان صرف کنيد. ثابت را می کنيد آن
نمی شود. محسوب اثبات می شود بدتر موقعيتش نکند را حرکت اين بازيکن فـلان اگر که اين يا
شروع است ممکن است بهينه آينده گام دو يا يک در که حرکتی که بگيريد نظر در هم چنين
مدت کوتاه در که بدهد ديگر حرکت يک از بدتری نتيجه نهايت در که باشد حرکات از مسيری

دارد. بدتری نتيجه

۴
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: که دارد قرار گونه ای به I محاطی دايره مرکز با ABC الاضلاع مختلف مثلث درون P .۳

۲∠ABP = ∠BCA,۲∠ACP = ∠CBA

موازی و B′ از گذرا خط می کنند. قطع C ′ و B′ در ترتيب به را AI خط PC و PB کنيد فرض
کنيد: ثابت می کند. قطع Y در را CI خط AC با موازی و C ′ از گذرا خط و X در را BI خط AB

پاسخ: . متشابه اند ABC و PXY مثلث های

AAA

BBB CCC

III

PPP

C'C'C'

B'B'B'

XXX

YYY

FFF

DDD

EEE

ثابت باشند. BI,CP و CI,BP و C ′Y,B′X خطوط برخورد محل ترتيب به F,E,D کنيد فرض
ميکنيم ثابت ابتدا . دارند قرار دايره يک روی P,X, Y,D,E, F نقطه ۶ تمامی کرد خواهيم

داريم: آن اثبات برای اند. دايره هم B,P, I, C

∠BPC = ∠A+ ∠ABP + ∠PCA = ∠A+
∠B

۲ +
∠C

۲ = ∠A+ ∠ABI + ∠ICA = ∠BIC

جهت است. PB′C ′ مثلث محيطی دايره مرکز F ميکنيم ثابت حال ميشود. ثابت بودن محاطی و
داريم: آن اثبات

∠FB′C ′ = ∠BAI = ∠IAC = ∠FC ′B′ =
∠A

۲ = ۹۰◦ − (۹۰◦ − ∠A

۲ ) = ۹۰◦ − (۱۸۰◦ − ∠BIC)

= ۹۰◦ − (۱۸۰◦ − ∠BPC) = ۹۰◦ − ∠B′PC ′

. ميشود ثابت هم گزاره اين و

۵
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: داريم آن اثبات برای . دارد قرار PI خط روی F ميکنيم ثابت حال

∠C ′PF = ۹۰◦−∠PB′C ′ = ∠PB′A−۹۰◦ = ∠BB′A−۹۰◦ = (۱۸۰◦−∠C

۲ −
∠A

۲ )−۹۰◦ = ۹۰◦−∠C

۲ −
∠A

۲

=
∠B

۲ = ∠CBI = ∠CPI = ∠C ′PI

ميشود. اثبات همخطی پس
هستند. دايره هم P,D,X, F نقـاط ميکنيم ثابت اول مرحله در نقطه ۶ بودن دايره هم جهت

داريم: اين اثبات جهت

∠PDX = ∠PDI = ۱۸۰◦ − (∠DPI + ∠DIP ) = ۱۸۰◦ − (
∠B

۲ + (∠C −
∠B

۲ )) = ۱۸۰◦ − ∠C

∠PFX = ۱۸۰◦−∠PFB′ = ۱۸۰◦−۲∠PC ′B′ = ۱۸۰◦−۲(∠A۲ +
∠B

۲ ) = ۱۸۰◦−∠B−∠A = ∠C

مشابه کاملا طريق ميشود.به ثابت P,D,X, F نقـاط بودن دايره هم و اند مکمل زاويه دو اين پس
۶ بودن دايره هم شدن ثابت برای اکنون ، هستند دايره هم نيز P, Y,E, F نقـاط ميشود ثابت
ثابت ابتدا کار اين برای . کنيم ثابت را PDFE چهارضلعی بودن محاطی کافيست فقط نقطه

داريم: گزاره اين اثبات برای DC ′ = DI,EB′ = EI ميکنيم

∠DC ′I =
∠A

۲ +
∠B

۲ = ∠DIC ′

ثابت انتها در که ۱ لم وسيله به ميشود. ثابت مشابه طور به هم ديگر مثلث بودن ساقين و
ميدانيم را نقطه ۶ آن بودن دايره هم اکنون پس ، ميشود ثابت بودن محاطی اين ، است شده
تشابه زاويه سه حالت کمک به و راحتی به داديم انجام بالاتر در که هايی بازی زاويه کمک به ،

. ميشود ثابت حکم و ميگردد ثابت سوال خواست

لم۱:
باشند داشته قرار ای گونه به BC روی R و AC روی Q و AB روی P نقـاط ABC مثلث در اگر
روی A,P,O,Q نقـاط آنگاه ، باشد ABC مثلث محيطی دايره مرکز O و PB = PR,QR = QC که

. دارند قرار دايره يک

: لم۱ اثبات

است زير صورت به مساله شکل

دايره مرکز O′ کنيد فرض همچنين و دهيد قرار PQ خط به نسبت R نقطه قرينه را R′ نقطه

۶
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: داريم که زيرا ، اند دايره هم A,P,Q,R′ نقـاط ميکنيم ثابت . باشد APQ مثلث محيطی

∠PR′Q = ∠PRQ = ۱۸۰◦ − ∠BRP − ∠CRQ = ۱۸۰◦ − ∠B − ∠C = ∠A = ∠PAQ

. شد ثابت بودن دايره هم پس
که داريم حال

∠R′PB = ۱۸۰◦ − ∠APR′ = ۱۸۰◦ − ∠AQR′ = ∠R′QC

راسشان زاويه و هستند ساقين دو هر R′PB,R′QC مثلث دو سوال فروض طبق اينکه به توجه با و
پس: ، هستند متشابه پس ، يکيست هم

∠PBR′ = ∠QCR′

قطری روبرو ترتيب به R′۲ و R′۱ نقـاط . دارد قرار هم ABC مثلث محيطی دايره روی R′ نقطه پس
روی همگی A,R′۱, R′۲ نقـاط ، هستند APQ و ABC های مثلث محيطی دايره در R′ نقطه های

داريم: حال . اند خط هم پس هستند A در R′A بر عمود خط

∠AR′۲R′ = ∠APR′ = ۲∠R′BA = ۲∠R′R′۱A

پس ، هستند R′R′۲, R′R′۱ وسط ترتيب به O′, O چون پس . است ساقين R′R′۲R′۱ مثلث پس
ميشود. ثابت لم حکم پس O′R′ = O′O پس است ساقين هم R′O′O مثلث

۷
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CO و BO است. مفروض O محيطی دايره مرکز با ABC مختلف الاضلاع و حاده مثلث .۴
O′ و OPQ محيطی دايره مرکز X می کنند. قطع Q و P در ترتيب به را BC به A از وارد ارتفـاع
نشان است. CXQ و BXP مثلث های محيطی دواير دوم تقـاطع Y است. BC به نسبت O قرينهٔ

هم خطند. X,Y,O′ نقـاط دهيد

: است زير مانند مساله شکل پاسخ:

OOO

BBB

CCC

AAA

QQQ

PPP

O'O'O'

XXX

YYY

FFF

GGG

خط برخورد محل F نقطه همچنين و است AXC محيطی دايره با O′C برخورد محل G نقطه
داريم: . است BC خط موازی OX خط ميکنيم ثابت ابتدا . است BPX محيطی دايره با O′B

∠POX = ۹۰◦ − ∠OQP = ∠OCB = ∠OBC

: داريم . اند BC با موازی GX و FX ميکنيم ثابت حال . ميشود ثابت توازی و

∠BFX = ∠XPO = ∠XOP = ... = ∠CBO = ∠O′BC

دارند قرار BC موازی خطی روی F,X,O,G همگی پس موازيست. BC با هم XG مشابه طور به و
: داريم اکنون .

O′B = O′C,O′F = O′G → O′B.O′F = O′C.O′G

ميشود ثابت حکم و دارد قرار BPX,QXC دواير اصلی محور روی O′ پس

۸
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داشته x, y, z > ۰ هر برای که طوری به کنيد پيدا را f : R+ → R مانند تابع ها همه ی .۵
باشيم

(x+ y + z)(xy + yz + zx) ≤ f(x+ y + z) · f(xy + yz + xz) ≤ ۳(x۳ + y۳ + z۳).

داشت: خواهيم x = y = z = a دادن قرار با ابتدا پاسخ:

f(۳a)f(۳a۲) = ۹a۳ (۱)

برقراری در تاثيری يک منفی در تابع ضرب که جا آن از f(۳) = ±۳ داريم a = ۱ دادن قرار با
.f(۳) = ۳ کرد فرض می توان ندارد مساله شرط

استفـاده با بنابراين .f(xy + yz + zx) ≤ l باشيم داشته بايد x + y + z = ۳ دهيد قرار حال
داريم ۱ در a = l

۳ دادن قرار دادن قرار با طرفی از .f(l) ≤ l ، ۰ < l ≤ ۳ هر برای داريم لم از
.f(l) = l ، ۰ < l ≤ ۳ هر برای می شود نتيجه بنابراين f(l) ≤ l, f( l

۲
۳ ) ≤

l
۲
۳ اما f(l)f( l۲۳ ) = l

۳
۳

کند، اتخاذ را l ای > ۳ مقدار هر می تواند x+ y+ z لم بر بنا xy+ yz+ zx = ۳ دهيد قرار حال
.f(l) = l دهند می نتيجه بالا مشابه ۱ رابطه و موضوع اين .f(l) ≤ l داريم l > ۳ هر برای بنابراين

.f(x) = x, f(x) = −x از عبارتند معادله جواب های بنابراين
(۰,۳] بازه مقـادير تمام می تواند xy+ yz+ zx عبارت x+ y+ z = ۳ که باشند x, y, z > ۰ اگر .۲ لم

کند. اتخاذ را
دهيد قرار اثبات.

x = a, ۰ < y ≤ ۳ − a, z = ۳ − a− y

در می شوند. داده پوشش مقـاديری چه y تغيير با ببينيم می خواهيم است. ثابت عددی a که
تابع برد بايد واقع

−y۲ + (۳ − a)y + a(۳ − a)

مربوطه دو درجه معادله حل با دوست. درجه عبارت يک که کنيم بررسی را (۰,۳ − a) بازه در
کل يک، تا صفر بين a تغيير با است. (a(۳− a), (۳−a)۲

۴ + a(۳− a)] برابر برد اين که می شود نتيجه
بگيرند. قرار برد درون بايد (۰,۳] بازه اعداد

سه ای از بزرگ تر مقدار هر می تواند x+ y+ z عبارت xy+ yz+ zx = ۳ باشند x, y, z > ۰ اگر .۳ لم
کند. اتخاذ را

بازه در عددی هر می تواند xy+ yz + zx آن گاه x+ y+ z = ۳t اگر می شود نتيجه بالا لم از اثبات.
باشد. (۰,۳t۲)

۹
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دايره ای ميز يک دور دوستانش از نفر n−۱ همراه و داده است ترتيب بزرگ ميهمانی يک علی .۶
را آن می خواهد و است داده قرار خودش مقـابل در سيب n پذيرايی برای علی نشسته اند؛ n-نفره
سيب همه به تا و ندارند دوست را تک خوری دوستانش و علی که آنجا از کند. توزيع همه ميان
هم زمان، طور به دارد سيب يک حداقـل که کسی هر گام هر در نمی کنند، خوردن به شروع نرسد

پادساعت گرد). جهت (در می دهد راستش سمت از سيب بدون نفر اولين به را سيبش يک
سيب ۱ دقيقـا نفر هر که می رسيم وضعيتی به گام، تعدادی از پس ،n از مقـاديری چه ازای به

باشد؟ داشته
چپ سمت وضعيت باشد، نفر هر سيب های تعداد نمايانگر عدد هر زير شکل در اگر مثال برای

می شود. تبديل راست سمت وضعيت به گام يک از بعد

۳
۰

۱۱

۰
۲

۲

۰۰

۱

در می کنيم، ثابت استقرا به را موضوع اين دوست. توان های برابر پاسخ می کنيم ادعا پاسخ:
می رسيم. يک همه وضعيت به گام n−۱ از بعد می دهيم نشان استقرا به ،n = ۲i کنيد فرض واقع
که می رسيم وضعيتی به گام ۲i−۱ − ۱ از بعد بنابراين باشد، درست ۲i−۱ برای حکم کنيد فرض
روبروييش نفر و اول نفر بعد مرحله در دارند، سکه يک بقيه نفر ۲i−۱ −۱ و سکه ۲i−۱ +۱ اول نفر
همه ديگر گام ۲i−۱ − ۱ از بعد استقرا فرض طبق بنابراين و دارند سکه ۲i−۱ کدام هر دايره دور

می شود. ثابت حکم و داشت خواهند سکه يک
هيچ آخر به مرحله يک در کنيد توجه ابتدا نيست. جواب ديگری n هيچ می کنيم ادعا حال
سکه دو خانه يک به صورت اين غير در که چرا باشند داشته سکه نبايد همی سر پشت خانه دو
سکه تعداد پس باشد. دو ديگر نيم و خالی خانه ها از نيمی بايد قبلی وضعيت بنابراين می رسد.
همه و خالی فرد جايگاه های تمام ۲k نوبت های در حالت اين در می کنيم ادعا است. زوج ها
پايه می کنيم، ثابت استقرا با را مساله اين می شود. سکه n

۲ برای k گام مشابه زوج جايگاه های
می گيرد سکه يک پر زوج خانه هر بعدی خانه گام يک از بعد باشد درست پايه اگر است. بديهی
بعدی زوج خالی خانه اولين به زوج خانه های از تعداد همين بعلاوه سکه ها اين همه بعد گام و
می شود. نتيجه حقيقت اين از استقرا به سوال حکم حال می کند. ثابت را حکم که می شوند منتقـل

۱۰
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لحظه هر در و نمی کند کار درست ساعت اين شمار ثانيه عقربه دارد. عجيبی ساعت کيميا .۱
ساعت لحظه يک در اگر مثلا می شود. جابجا ثانيه ۴۷ يا ۳۴ تصادفی طور به ثانيه يک جای به

زمان های ترتيب به بعدی لحظات در است ممکن دهد نشان را ۱۲:۲۳:۰۵ زمان

۱۲:۲۳:۳۹, ۱۲:۲۴:۱۳, ۱۲:۲۵:۰۰, ۱۲:۲۵:۳۴, ۱۲:۲۶:۲۱, . . .

را کاملی مربع عدد ثانيه شمار عقربه که دارد وجود لحظه ای همواره کنيد ثابت دهد. نشان را
می دهد. نشان

۱
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باشيم: داشته n ≥ ۳ هر برای که بيابيد را طبيعی اعداد از (an)n∈N دنباله های ۲.همه ی

۱
a۱a۳

+
۱

a۲a۴
+

۱
a۳a۵

+ · · ·+
۱

a
n−۲an

= ۱ −
۱

a۲۱ + a۲۲ + · · ·+ a۲
n−۱

۲

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



محاطی و B راس نظير خارجی محاطی داخلی، محاطی دايره های مرکز ABC مثلث در .۳
ترتيب به B,C در BC بر عمود خطوط می ناميم. L و K ، I ترتيب به را C راس نظير خارجی

هستند. همرس EIK,FIL,AEF دواير کنيد ثابت می کنند. قطع E,F در را AC,AB

۳
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بار برای را BC خط CB′M دايره است. B ارتفـاع پای B′ و AB وسط M ،ABC ۴.درمثلث
موازی خط هستند. متقـاطع K در دوم بار برای ABD,CB′M دايره های می کند. قطع D در دوم
پاره خط KL کنيد ثابت می کند. قطع L در دوم بار برای را CB′M دايره می گذرد، C از که AB

می کند. نصف را CM
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هستند سفيد آن خانه های ی همه ابتدا در که ۱۴۰۳ × ۱۴۰۳ جدولی روی غلام و سهند .۵
از شروع با دکمه). ۲۸۰۶ (مجموعا داريم دکمه يک ستون هر و سطر هر ازای به می کنند. بازی
نوبت سپس و می دهد، فشار را نشده داده فشار قبلاً که دکمه يک خود نوبت در کس هر سهند
يک يا سطر يک دکمه دادن فشار با شوند. داده فشار دکمه ها تمام که زمانی تا می شود ديگر نفر
شدن فشرده از قبل رنگشان از مستقـل ستون، يا سطر آن خانه های تمام سهند توسط ستون
توسط ستون يک يا سطر يک دکمه دادن فشار با می شوند. تبديل مشکی رنگ به کاملا دکمه،
به  کاملا دکمه، شدن فشرده از قبل رنگشان از مستقـل ستون، يا سطر آن خانه های تمام غلام

می شوند. تبديل قرمز رنگ
منهای قرمز خانه های تعداد اندازه به غلام شدند فشرده دکمه  ها همه که اين از پس انتها در
امتياز قرمز خانه های تعداد منهای سياه خانه های تعداد اندازه به سهند و سياه خانه های تعداد
کسب امتياز چند حداقـل غلام دهند، انجام را خود بازی بهترين دو هر سهند و غلام اگر می گيرند
سهند بازی از مستقـل خود خوب بازی با غلام که امتيازی بيشترين ديگر بيان به ) کرد. خواهد

بيابيد.) را باشد مطمئن آن کسب از می تواند
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داشته که بيابيد را x, y يک از بزرگ تر طبيعی اعداد همه است. اول عدد يک p کنيد فرض .۶
باشيم

x۲
− ۱

y۲
− ۱ = (p+ ۱)۲
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لحظه هر در و نمی کند کار درست ساعت این شمار ثانیه عقربه دارد. عجیبی ساعت کیمیا .۱ سوال
زمان ساعت لحظه یک در اگر مثلا می شود. جابجا ثانیه ۴۷ یا ۳۴ تصادفی طور به ثانیه یک جای به

زمان های ترتیب به بعدی لحظات در است ممکن دهد نشان را ۱۲:۲۳:۰۵
۱۲:۲۳:۳۹, ۱۲:۲۴:۱۳, ۱۲:۲۵:۰۰, ۱۲:۲۵:۳۴, ۱۲:۲۶:۲۱, . . .

می دهد. نشان را کاملی مربع عدد ثانیه شمار عقربه که دارد وجود لحظه ای همواره کنید ثابت دهد. نشان را
بگیرد قرار ۴۹ یا ۳۶ روی شمار ثانیه عقربه لحظه ای در اگر که کنید مشاهده ابتدا حل: راه
که چرا می رسیم خواسته مان به بگیرد قرار ۲ روی عقربه اگر بعدی مرحله در می رسیم، خواسته مان به
اعداد دنباله بازگشتی طور به گیرد. قرار ۲ + ۳۴ = ۳۶,۲+ ۴۷ = ۴۹ از یکی روی باید بعدی گام در
y + ۳۴, y + ۴۷ ، y عدد برای اگر مرحله هر در و خوبند ۳۶,۴۹ که می کنیم تعریف طور این را خوب
ما خوب عدد هر روی ساعت گرفتن قرار می کنیم. اضافه خوب اعداد به را y بودند خوب دو هر
می رسد. ۴۹ یا ۳۶ به حتما خوب عدد هر مرحله تعدادی از بعد که چرا می رساند خواسته مان به را
یعنی می دهیم انجام ۶۰ پیمانه به را است.(جمع ها هم خوب y + ۱۳ باشد خوب y اگر می کنیم ادعا

داریم می گیریم). نظر در را ۶۰ بر آن ها باقی مانده
(y + ۱۳) + ۳۴ = y + ۴۷

و
(y + ۱۳) + ۴۷ = y + ۶۰ ۶۰

≡ y

خوب ۶۰ بر ۳۶ + ۱۳k فرم به اعداد تمام باقی مانده بنابراین هستند. خوب دو هر فرض طبق که
اعداد باقی مانده ۳۶هستند. + ۱۳k,۰ ≤ k ≤ ۵۹

که چرا است، متفاوت ۶۰ بر دوبدو
۶۰ ∤ (۳۶ + ۱۳k)− (۳۶ + ۱۳k′) = ۱۳(k − k′),۰ ≤ k, k′ ≤ ۵۹

و هستند خوب اعداد تمامی  بنابراین کنید) استفاده اقلیدس لم از می توانید موضوع این دیدن (برای
می رسد. ۴۹ یا ۳۶ اعداد از یکی به حتما آن ها از شروع با ساعت

۱
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باشیم: داشته n ≥ ۳ هر برای که بیابید را طبیعی اعداد از (an)n∈N دنباله های همه ی .۲ سوال
۱

a۱a۳ +
۱

a۲a۴ +
۱

a۳a۵ + · · ·+
۱

an−۲an = ۱ −
۱

a۲۱ + a۲۲ + · · ·+ a۲
n−۱

پاسخ:
داریم n = ۳ برای ابتدا

۱
a۱a۳ = ۱ −

۱
a۲۱ + a۲۲

(۱)
بنابراین و a۱ ≥ ۲ داشت خواهیم صورت این غیر در که چرا a۱ = ۱ می دهد نتیجه رابطه این

۱
a۱a۳ ≤

۱
۲ <

۴
۵ ≤ ۱ −

۱
a۲۱ + a۲۲

(۲)
که می شود یک برابر ۱ تساوی چپ طرف صورت این غیر در که چرا a۳ ̸= ۱ که است واضح هم چنین

.a۲ = ۱ می گیریم نتیجه ۲ نامساوی مشابه بنابراین است. بزرگ تر راست طرف از اکید طور به
رابطه طرف دو و a۳ = ۲, a۴ = ۳, a۵ = ۵, . . . می آید بدست بازگشتی رابطه در دادن قرار با حال
دو و فیبوناچی) معروف (دنباله an = an−۱ + an−۲ می زنیم حدس بنابراین . ۱۲ , ۵۶ , ۱۴۱۵ , . . . با برابرند

با برابرند n برای رابطه طرف
anan−۱ − ۱
anan−۱ .

برقرار n−۱ برای حکم کنید فرض است برقرار استقرا پایه کرد، ثابت استفرا به می توان را موضوع این
کنیم چک است کافی پس می کند مشخص یکتا طور به را an بازگشتی رابطه که است واضح باشد،

an = an−۱ + an−۲
کنیم بررسی باید رابطه در دادن قرار با می کند. صدق بازگشتی رابطه در

۱
a۱a۳ +

۱
a۲a۴ + · · ·+

۱
an−۱an−۳ +

۱
anan−۲ = ۱ −

۱
a۲۱ + a۲۲ + · · ·+ a۲

n−۱
= ۱ −

۱
anan−۱

داریم: استقرا فرض از استفاده با
۱

a۱a۳ +
۱

a۲a۴ + · · ·+
۱

an−۱an−۳ +
۱

anan−۲ = ۱ −
۱

an−۱an−۲ +
۱

anan−۲

= ۱ −
۱

an − ۲ × (
۱
an

−
۱

an−۱ ) = ۱ −
۱

an−۲ ×
an − ۲
an−۱an = ۱ −

۱
an−۱an

داریم، استقرا فرض به بنا همین طور
a۲۱ + a۲۲ + · · ·+ a۲

n−۲ + a۲
n−۱ = an−۲an−۱ + a۲

n−۱ = an−۱(an−۲ + an−۱) = an−۱an
است. تمام کار و

۲
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محاطی و B راس نظیر خارجی محاطی داخلی، محاطی دایره های مرکز ABC مثلث در سوال۳.
ترتیب به B,C در BC بر عمود خطوط می نامیم. L و K ، I ترتیب به را C راس نظیر خارجی

هستند. همرس EIK,FIL,AEF دوایر کنید ثابت می کنند. قطع E,F در را AC,AB

راه حل:
داریم: پس می نامیم. D را FIL و EIK مثلث های محیطی دوایر دوم تقاطع

∠EDI = ∠EKI

∠FDI = ∠FLI

∠ACL = که آنجایی از هستند. همخط K,A,L می دانیم .∠FDE = ۱۸۰◦−∠A دهیم نشان کافیست
داریم: و بوده متشابه AKB و ACL مثلث دو ،∠LAC = ∠BAK = ∠A۲ و ∠AKB = ۹۰◦ − ∠C۲

AC

AK
=

AL

AB

می شود: نتیجه ،CE ∥ BF که آنجایی از همچنین
AB

AE
=

AF

AC
⇒ AF ×AE = AB ×AC = AL×AK ⇒

AF

AL
=

AE

AK

داریم: و ALE ∼ AFK → ALF ∼ AEK پس
∠EKI + ∠FLI = ∠EKL+ ∠LKI + ∠FLK + ∠KLI

= ∠EKL+ ∠FLK + ۱۸۰◦ − ∠LIK

= ∠EKL+ ∠AEK + ۹۰◦ − ∠A۲
= ۹۰◦ − ∠A۲ + ۹۰◦ − ∠A۲ = ۱۸۰◦ − ∠A

می شود. اثبات حکم و است محاطی AEDF چهارضلعی پس

۳
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۴ سوال
D در دوم بار برای را BC خط CB′M دایره است. B ارتفاع پای B′ و AB وسط M ،ABC

C از که AB موازی خط هستند. متقاطع K در دوم بار برای ABD,CB′M دایره های می کند. قطع
می کند. نصف را CM پاره خط KL کنید ثابت می کند. قطع L در دوم بار برای را CB′M دایره می گذرد،

راه حل:
۱۸۰◦ − ∠AKD = ∠ABD = ∠BCL = داریم است محاطی ABDK و CL ∥ AB که آنجایی از

هستند. همخط A,K,L پس ،∠DKL

داریم است محاطی CB′ML و است وتر بر وارد میانۀ B′M که آنجایی از همچنین
حکم و بوده متوازی الاضلاع AMLC چهارضلعی پس ،∠MLC = ∠MB′A = ∠MAB′

می شود. اثبات

۴
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بازی هستند سفید آن خانه های ی همه ابتدا در که ۱۴۰۳×۱۴۰۳ جدولی روی غلام و سهند ۵ سوال
هر سهند از شروع با دکمه). ۲۸۰۶ (مجموعا داریم دکمه یک ستون هر و سطر هر ازای به می کنند.
می شود دیگر نفر نوبت سپس و می دهد، فشار را نشده داده فشار قبلا که دکمه یک خود نوبت در کس
تمام سهند توسط ستون یک یا سطر یک دکمه دادن فشار با شوند. داده فشار دکمه ها تمام که زمانی تا
تبدیل مشکی رنگ به کاملا دکمه، شدن فشرده از قبل رنگشان از مستقل ستون، یا سطر آن خانه های
ستون، یا سطر آن خانه های تمام غلام توسط ستون یک یا سطر یک دکمه دادن فشار با می شوند.

می شوند. تبدیل قرمز رنگ به  کاملا دکمه، شدن فشرده از قبل رنگشان از مستقل
تعداد منهای قرمز خانه های تعداد اندازه به غلام شدند فشرده دکمه  ها همه که این از پس انتها در
اگر می گیرند امتیاز قرمز خانه های تعداد منهای سیاه خانه های تعداد اندازه به سهند و سیاه خانه های
به ) کرد. خواهد کسب امتیاز چند حداقل غلام دهند، انجام را خود بازی بهترین دو هر سهند و غلام
آن کسب از می تواند سهند بازی از مستقل خود خوب بازی با غلام که امتیازی بیشترین دیگر بیان

بیابید.) را باشد مطمئن
راه حل:

است. n پاسخ می کنیم ادعا
فشار را سطر یک دکمه سهند گاه هر می کنیم. بیان را امتیاز این به رسیدن برای غلام استراتژی ابتدا
فشار را ستون یک دکمه سهند گاه هر و می دهد فشار را ستون یک دکمه بعد نوبت در غلام می دهد،
ستون n − k و سطر k مجموع در سهند کنید فرض می دهد. فشار را سطر یک دکمه غلام می دهد
حداقل می کند انتخاب سهند ام i سطر با متناظر غلام که ستونی از صورت این در کند، انتخاب را
می کند رنگ انتخاب این از بعد سهند که سطرهایی تنها که چرا می مانند باقی قرمز خانه n − k + i

مجموع در که کند انتخاب سطری غلام اگر طرفی از کند. سیاه را ستون این از خانه  یک رنگ می تواند
هر که باقی مانده ستون n − j که چرا می گیریم جدید قرمز خانه j حداقل باشد انتخاب شده ام j سطر

حداقل مجموع در بنابراین باشند شده شمرده قبلا که خانه ای یا سیاه می توانند آن ها از کدام
(۱ + ۲ + · · ·+ n− k) + (n− k + ۱ + n− k + ۲ + · · ·+ n) =

n۲ + n

۲
است. بیشتر سیاه خانه های از تا n حداقل که می گیریم قرمز خانه

امتیازش که دارد راهبردی سهند دهیم نشان باید بکند نمی تواند بهتری کار غلام دهیم نشان که این برای
انتخاب را سطری غلام گاه هر بعد به این از و کند سیاه را اول سطر سهند کنید فرض بماند. −n حداقل
انتخابش آخرین و کند انتخاب ستون k غلام اگر قبل مشابه برعکس. و کند انتخاب را ستونی کرد

حداقل باشد ستون یک
(۱ + ۲ + · · ·+ n− k) + (n− k + ۱ + n− k + ۲ + · · ·+ n− ۱)

حداقل باشد سطر یک انخابش آخرین اگر و
(۱ + ۲ + · · ·+ (n− k − ۱)) + (n− k + ۱ + n− k + ۲ + · · ·+ n− ۱ + n)

بیشترمساوی اند. n۲
−n۲ از دو هر که می شوند سیاه خانه

غلام. اول حرکت از بعد تحلیل و استقرا مثلا دارد، وجود قسمت این اثبات برای هم دیگری راه های

۵
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داشته که بیابید را x, y یک از بزرگ تر طبیعی اعداد همه است. اول عدد یک p کنید فرض ۶ باشیمسوال
x۲ − ۱
y۲ − ۱ = (p+ ۱)۲

راه حل:
داریم سوال رابطه طرفین وسطین با

x۲−۱ = ((p+۱)y)۲−(p+۱)۲ ⇒ (p+۱)۲−۱ = ((p+۱)y)۲−x۲ ⇒ p(p+۲) = ((p+۱)y−x)((p+۱)y+x)

کند عاد را اول پرانتز p اگر . p|(p+ ۱)y + x یا p|(p+ ۱)y − x باید است اول عددی p که آن جا از
داریم

(p+ ۱)y + x|p+ ۲
که این به توجه با

(p+ ۱)y + x

می خوریم. نامساوی مشکل به است بزرگتر ۲p+ ۳ از
داریم x = pk − y دادن قرار با . y p

≡ −x می دهد نتیجه که p|(p+ ۱)y + x بنابراین
p(p+ ۲) = (p(y − k) + ۲y)(py + pk) ⇒ p+ ۲ = (p(y − k) + ۲y)(k + y)

k+y ≤ p+۲ که آن جا از y ≤ k اگر است. تناقض که می شود بزرگتر ۳(p+۴) از راست طرف y > k اگر
باشد y − k ≤ −۲ اگر حال .۲y ≤ p+ ۲ داریم

(p(y − k) + ۲y)(k + y) < (k + y)(−۲p+ ۲y)(k + y) ≤ ۰
داریم جایگذاری با .k = y + ۱ بنابراین است. تناقض که

(۲y − p)(۲y + ۱) = p+ ۲ ⇒ ۴y۲ + (۱ − p)y − ۲p− ۲ = ۰
می کنیم مشاهده و y = p−۱۲ می دهد نتیجه مربع اتحاد با که

y =
p− ۱

۲ , x =
p(p+ ۳)

۲ −
p− ۱

۲
باشد. فرد باید p و هستند مساله جواب های تنها

۶
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خدا نام به

۱۴۰۲ رياضي المپياد دوم مرحله سوالات

BC روي P تصوير است. ABC درون دلخواه اي Pنقطه .∠A = 90◦ دانيم، مي ABC مثلث در (۱
APE هاي دايره همچنين مي كند. قطع F, E در ترتيب به را AC, AB خطوط ،PD مي ناميم. D را
همرس CX, BY, PD كنيد ثابت مي كنند. قطع Y در را CP و X در در را BP ترتيب به APF و

هستند.

دو طبيعي اعداد از (a1, a2, · · · , an) مرتب n-تايي يك ،2 ≤ n ∈ N هر ازاي به كنيد ثابت (۲
باشد. برقرار زير تساوي و باشند بزرگ تر ۱۴۰۲ از همگي كه دارد وجود اول يك ديگر به نسبت دو به

[
a1

a2

] + [
a2

a3

] + · · · + [
an

a1

] = [
a2

a1

] + [
a3

a2

] + · · · + [
a1

an

]

باشد) x مساوي يا كوچك تر كه است صحيح عدد بزرگ ترين [x] از (منظور

با را j-ام ستون و i-ام سطر خانه ي ،1 ≤ i, j ≤ n هر ازاي به داريم. n × n جدول يك (۳
مي كنيم: رنگ زير قاعده ي

سياه ،i = j اگر .۱
قرمز ،i < j اگر .۲
سبز ،j < i اگر .۳

مرتب n-تايي و مي كنيم عوض يكديگر با را سطر دو جاي بار هر ناميم. مي ai,j را خانه آن رنگ و
مي توانيم مختلف مرتب n-تايي چند به كار اين تكرار با مي كنيم. يادداشت را (a1,1, a2,2, · · · , an,n)

هستند) مهم اعداد ترتيب مرتب n-تايي يك (در برسيم؟
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هاي خانه بتوان كه بيابيد را k طبيعي عدد كوچك ترين است. شده داده n فرد طبيعي عدد (۴
باشند: برقرار زير شرط دو كه كرد پر گونه اي به نامنفي صحيح اعداد با را 3 × k جدول يك

باشد. n برابر ستون هر اعداد جمع .۱
باشند. شده ظاهر بار يك كم دست 0, 1, · · · , n اعداد از يك هر سطر هر در و .۲

گاه هر مي گوييم Q(x) نسبت قدر با حسابي تصاعد را چندجمله اي ها از (Pn)n∈N دنباله يك (۵
.Pn+1 = Pn + Q ،n هر براي

به داريم P (x) اول جمله ي و Q(x) نسبت قدر با چندجمله اي ها از حسابي تصاعد يك كنيد فرض
صحيحي مشترك ريشه ي هيچ كه هستند صحيح ضرايب با تكين چندجمله اي هايي Q و P كه طوري

كنيد ثابت دارد. صحيح ريشه ي يك حداقل تصاعد عضو هر همچنين ندارند.
است. پذير بخش Q(x) بر P (x) آ-

است. يك درجه P (x)
Q(x)

چندجمله اي ب-

هاي دايره روي C و B نقطه هاي دارند. تقاطع P, Q در يكسان هاي شعاع با W1, W2 دايره دو (۶
Y و X نقطه هاي همچنين هستند. W1 و W2 هاي دايره داخل ترتيب به كه دارند قرار طوري W2 و W1

.∠CPQ = ∠CXQ BPQ∠و = ∠BY Q كه دارند قرار طوري W2 و W1 ترتيب به روي P از متمايز
XY, BC, QS كنيد ثابت ناميم. مي S را Y PB و XPC هاي مثلث محيطي دايره هاي برخورد محل

هستند. همرس
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خدا نام به

۱۴۰۲ رياضي المپياد دوم مرحله سوالات حل راه

BC روي P تصوير است. ABC درون دلخواه اي Pنقطه .∠A = 90◦ دانيم، مي ABC مثلث در (۱
APE هاي دايره همچنين مي كند. قطع F, E در ترتيب به را AC, AB خطوط ،PD مي ناميم. D را
همرس CX, BY, PD كنيد ثابت مي كنند. قطع Y در را CP و X در در را BP ترتيب به APF و

هستند.

حل: راه

داريم: دايره اين به نسبت C قوت نوشتن با است. محاطي AFY P چهارضلعي
CA.CF = CP.CY

نقطه ي قوت است. محاطي نيز FADB چهارضلعي ،∠FAB = ∠FDB = 90◦ چون ديگر طرفي از
دهد. مي را زير برابري دايره اين به نسبت C

CA.CF = CD.CB =⇒ CD.CB = CP.CY

است. محاطي Y PDB چهارضلعي نتيجه در
∠PY B + ∠PDB = 180◦ =⇒ CY B = 90◦

گرفت نتيجه توان مي آخر رابطه ي دو اين از .BXC = 90◦ كرد ثابت توان مي مشابه طور به
مركز در خط سه اين پس هستند. BCP مثلث در B, C, P راس هاي ارتفاع هاي BY, CX, PD

هستند. همرس BPC ارتفاعي
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دو طبيعي اعداد از (a1, a2, · · · , an) مرتب n-تايي يك ،2 ≤ n ∈ N هر ازاي به كنيد ثابت (۲
باشد. برقرار زير تساوي و باشند بزرگ تر ۱۴۰۲ از همگي كه دارد وجود اول يك ديگر به نسبت دو به

[
a1

a2

] + [
a2

a3

] + · · · + [
an

a1

] = [
a2

a1

] + [
a3

a2

] + · · · + [
a1

an

]

باشد) x مساوي يا كوچك تر كه است صحيح عدد بزرگ ترين [x] از (منظور

حل: راه

و a1 < a2 < · · · < an كه باشند طبيعي اعدادي a1, a2, a3, · · · , an اگر كنيد دقت ابتدا
a2

a1

< 2,
a3

a2

< 2, · · · ,
an

an−1

< 2

مي كنند. صدق سوال رابطه در a1, · · · , an اعداد آن گاه ، n < an

a1

< n + 1 باشيم داشته هم چنين و
زير لم از اعداد اين يافتن براي باشند. اول هم به نسبت كه بيابيم اعدادي چنين است كافي پس

مي كنيم: استفاده
بزرگ كافي اندازه به اعداد براي گاه آن باشند، متفاوت و اول اعدادي p, p′ و گويا اعدادي c, c′ اگر لم.

هستند. اول هم به نسبت c × N ! + p, c′ × N ! + p′ اعداد N مانند
قرار اگر صورت اين در N > 2max(u′vp, uv′p′) كنيد فرض و c = u

v
, c′ = u′

v′
كنيد فرض

داريم: d = (cN ! + p, c′N ! + p′) دهيم
d|(u′v(cN ! + p), uv′(c′N ! + p′)) = (uu′N ! + u′vp, uv′N ! + uv′p′)|u′vp − uv′p

نتيجه در d < max(u′vp, uv′p′) داريم بنابراين
d|cN !, c′N !

طرفي از
d|cN ! + p, cN ! + p′

. d = 1 بنابراين d|p, p′ داريم روابط اين كردن كم با
ابتداي در شده گفته نامساوي هاي در كه مي پردازيم اول هم به نسبت اعدادي ساختن به اكنون
اعدادي c1, c2, · · · , cn و باشند ابتدايي اول عدد n ، p1, p2, · · · , pn كنيد فرض كنند. صدق حل راه

كه باشند ودلخواه گويا
1 < c1, c2, · · · , cn < 2, n < c1c2 · · · cn < n + 1

.ai = ci × N ! + pi دهيم: قرار بزرگ كافي اندازه به N براي است كافي آنگاه
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با را j-ام ستون و i-ام سطر خانه ي ،1 ≤ i, j ≤ n هر ازاي به داريم. n × n جدول يك (۳
مي كنيم: رنگ زير قاعده ي

سياه ،i = j اگر .۱
قرمز ،i < j اگر .۲
سبز ،j < i اگر .۳

مرتب n-تايي و مي كنيم عوض يكديگر با را سطر دو جاي بار هر ناميم. مي ai,j را خانه آن رنگ و
مي توانيم مختلف مرتب n-تايي چند به كار اين تكرار با مي كنيم. يادداشت را (a1,1, a2,2, · · · , an,n)

هستند) مهم اعداد ترتيب مرتب n-تايي يك (در برسيم؟

حل: راه

حركت با مي توان مي كنيم ادعا مي گوييم. رنگي خانه هاي اصلي قطر روي سياه غير خانه هاي به
رنگي خانه اولين رنگ آميزي، اين در اگر فقط و اگر رسيد اصلي قطر رنگ آميزي يك به مساله مجاز
توجه ابتدا ادعا اين اثبات براي باشد. سبز اصلي قطر روي رنگي خانه آخرين و قرمز اصلي قطر روي
تشكيل n از كوچكتر طبيعي اعداد از جايگشت يك جابجايي عمل انجام از بعد سطر ها شماره كه كنيد
مي كنيم مشاهده دربياوريم متناظر اصلي قطر خانه رنگ به را جايشگت اين جايگاه هر اگر دهند، مي

است: معادل زير مساله با ما مساله كه
سبز، را ام i جايگاه ai < i اگر است، شده داده ai مانند n از كوچكتر طبيعي اعداد از جايگشتي
رنگ آميزي هاي تعداد كنيم. مي قرمز را جايگاه اين ai > i اگر و سياه را جايگاه اين ai = i اگر

بيابيد. را شود ايجاد مي تواند متفاوت جايگشت n! ازاي به كه مختلفي
شرايط بايد مجاز رنگ آميزي هر كه است واضح مي پردازيم: معادل مساله براي ادعا اثبات به حال
آخرين و قرمز آن رنگي جايگاه اولين كه داريم رنگ آميزي يك كنيد فرض باشد، داشته را شده گفته
سبز و قرمز و سياه متوالي بلوك تعداي به مي توان را آميزي رنگ اين باشد. سبز آن رنگي جايگاه
جايگشتي مي خواهيم حال است. سبز رنگي بلوك آخرين و قرمز رنگي بلوك اولين كه كرد تقسيم
با دهيد. قرار جايگاه اين در را i عدد باشد سياه ام i جايگاه اگر بسازيم: رنگ آميزي اين با متناظر
وجود رنگ آميزي در سياهي خانه كه كنيم حل حالتي براي را مساله است كافي جايگاه ها اين  حذف
باشد بعدي سبز بلوك j + 1, j + 2, · · · , j + t قرمز بلوك يك i, i + 1, · · · , j كنيد فرض ندارد.
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دهيد قرار
ai = i + 1, ai+1 = i + 2, · · · , aj−1 = j

aj = j + t, aj+1 = i دهيد قرار هم چنين aj+2 = j + 1, aj+3 = j + 2, · · · aj+t = j + t − 1 و
مي كند. توليد را خواسته شده رنگ آميزي جايگشت اين كه است روشن

مورد رنگ آميزي هاي تعداد كنيد دقت ابتدا بشماريم. را رنگ آميزي ها اين تعداد مي خواهيم حال
مطلوب رنگ آميزي هاي كل تعداد بنابراين است

(

k

n

)

2n−k−2 با است برابر سياه خانه k < n − 2 با نظر
با است برابر

n−2
∑

k=0

(

k

n

)

2n−k−2 =
(2 + 1)n − 2n − 1

4
+ 1 =

3n − 2n − 1

4
+ 1

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره



هاي خانه بتوان كه بيابيد را k طبيعي عدد كوچك ترين است. شده داده n فرد طبيعي عدد (۴
باشند: برقرار زير شرط دو كه كرد پر گونه اي به نامنفي صحيح اعداد با را 3 × k جدول يك

باشد. n برابر ستون هر اعداد جمع .۱
باشند. شده ظاهر بار يك كم دست 0, 1, · · · , n اعداد از يك هر سطر هر در و .۲

حل: راه
n = كنيد فرض مي كنيم، ارايه جدولي چنين از مثالي ابتدا است. 3(n+1)

2
جواب كنيم مي ادعا

بگيريد نظر در را زير 3 × (t + 1) جدول سه 2t + 1

۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ · · · t − 1 t

2t + 1 2t · · · t + 2 t + 1

۰ ۱ · · · t − 1 t

2t + 1 2t · · · t + 2 t + 1
۰ ۰ · · · ۰ ۰

2t + 1 2t · · · t + 2 t + 1
۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ · · · t − 1 t

مي دهيم نشان حال دارد. را نظر مورد خواص مي آيد دست به جدول سه اين چسباندن از كه جدولي
ندارد: وجود مطلوب خواص با كوچكتري جدول كه

اول: روش
جمع پس دارد وجود 1, 2, · · · , n اعداد سطر هر باشد،در داشته وجود 3 × k جدولي كنيد فرض
دقيقا جدول خانه هاي جمع ستوني محاسبه با طرفي از است. 3n(n+1)

2
با برابر حداقل جدول خانه هاي

.k ≥ 3(n+1)
2

داريم بنابراين .kn با است برابر
دوم: روش

{t + 1, t + 2, · · · , 2t + 1} مجموعه از عددي دو هيچ است، 2t + 1 ستون هر جمع كه جا آن از
حداقل پس بيايند سطر سه هر در بايد اعداد اين كه جا آن از گيرند. قرار ستون يك در نمي توانند

داريم. نياز ستون 3t + 3
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گاه هر مي گوييم Q(x) نسبت قدر با حسابي تصاعد را چندجمله اي ها از (Pn)n∈N دنباله يك (۵
.Pn+1 = Pn + Q ،n هر براي

به داريم P (x) اول جمله ي و Q(x) نسبت قدر با چندجمله اي ها از حسابي تصاعد يك كنيد فرض
صحيحي مشترك ريشه ي هيچ كه هستند صحيح ضرايب با تكين چندجمله اي هايي Q و P كه طوري

كنيد ثابت دارد. صحيح ريشه ي يك حداقل تصاعد عضو هر همچنين ندارند.
است. پذير بخش Q(x) بر P (x) آ-

است. يك درجه P (x)
Q(x)

چندجمله اي ب-
حل: راه

شروط در Q نسبت قدر و P اول جمله با تصاعد كه هستند چندجمله اي دو P, Q كنيد فرض
كران بي {P + nQ|n ∈ N} صحيح ريشه هاي مجموعه دهيم مي نشان  ابتدا مي كند. صدق مساله
ريشه P + nQ, P + mQ چندجمله اي هاي m ̸= n براي كنيد توجه موضوع اين اثبات براي است.

داريم باشند چندجمله اي دو اين مشترك ريشه x اگر كه چرا ندارند مشتركي
0 = P + mQ(x) − P + nQ(x) = (m − n)Q(x) = 0 → Q(x) = 0 → P (x) = 0

است. تناقض كه
است اين معادل موضوع اين باشد، داشته صحيح ريشه P + nQ(x) = 0 معادله كنيد فرض حال

باشد. داشته صحيح ريشه P
Q

(x) = −n معادله كه
تقسيم امتحان بر بنا

P = TQ + R

Q كه آن جا از است. كمتر Q درجه ي از R درجه ي و است باقي مانده R و تقسيم قسمت خارج T كه
بنابراين P

Q
(x) = −n كنيد فرض حال هستند صحيح T ضرايب تمام كه است روشن است تكين

T (x) +
R

Q
(x) = −n

مي تواند x ديديم طرفي از است. صحيح عددي هم R
Q

(x) پس است صحيح عددي T (x) كه آن جا از
داريم بزرگ كافي اندازه به x براي است كمتر Q درجه از R درجه چون بنابراين باشد بزرگ دلخواه به

است. بخش پذير Q بر P و R
Q

= 0 مي دهد نتيجه كه |R
Q

(x)| < 1

در هم تصاعد اين مي كنيم ادعا بگيريد. نظر در 1 نسبت قدر و P ′ = P
Q

اول جمله با تصاعدي حال
هست(چون هم P ′ + n صحيح ريشه P + nQ صحيح ريشه هر كه چرا مي كند صدق مساله خولص

ندارند.) مشتركي صحيح ريشه P + nQ و Q

P ′ درجه اگر باشد. داشته صحيح ريشه يك بايد P ′(x) = n معادله صحيح n هر براي بنابراين
معادله باشد P ′(x) = n اگر بنابراين P ′(x + 1) > P ′(x) + 1 بعد به جايي از باشد، ۲ از بزرگتر

است. ۱ برابر P ′ درجه بنابراين باشد. داشته صحيح ريشه نمي تواند P ′(x) = n + 1
ديد مي توان راحتي به مثلا داد، انجام مي توان هم ديگري روش هاي به را استدلال آخر قسمت
براي كه |P ′(n

2
)| < n بعد به جايي از بنابراين باشد داشته n

2
از بزرگتر صحيحي ريشه بايد P ′ + n

است. ممكن غير بالا به دو درجه هاي چندجمله اي
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هاي دايره روي C و B نقطه هاي دارند. تقاطع P, Q در يكسان هاي شعاع با W1, W2 دايره دو (۶
Y و X نقطه هاي همچنين هستند. W1 و W2 هاي دايره داخل ترتيب به كه دارند قرار طوري W2 و W1

.∠CPQ = ∠CXQ BPQ∠و = ∠BY Q كه دارند قرار طوري W2 و W1 ترتيب به روي P از متمايز
XY, BC, QS كنيد ثابت ناميم. مي S را Y PB و XPC هاي مثلث محيطي دايره هاي برخورد محل

هستند. همرس
حل: راه

مي دانيم هستند، يكسان ها دايره شعاع چون
∠PY Q = ∠PXQ, ∠PCQ = ∠PBQ

است. PCQ ارتفاعي مركز X :۱ گام
∠PX ′Q = 180 − و ∠CX ′Q = ∠CPQ دانيم مي بناميم، X ′ را PCQ ارتفاعي مركز اگر
دارد. را X زاويه اي شرط هم است PBQ دايره ي روي هم X ′ پس .∠PCQ = 180 − ∠PBQ

.X = X ′ داريم ،X تعريف طبق
است. PBQ ارتفاعي مركز Y گفت توان مي مشابه طور به

.CX ∥ BY و CX = BY :۲ گام
داريم: است، PBQ ارتفاعي مركز Y و PCQ ارتفاعي مركز X كه جايي آن از

CX ⊥ PQ, BY ⊥ PQ =⇒ CX ∥ BY

W2 بر توان مي −−−→
O1O2 بردار با انتقال يك با را W1 دايره باشد، W2 مركز O2 و W1 مركز O1 اگر

انتقال بردار همان −−→
XC بردار پس CX ∥ O1O2 شود مي نتيجه ،O1O2 ⊥ PQ چون كرد. منطبق

مي كند. اثبات را ما مطلوب برابري اين .O1O2 = Y B مشابه طور به .CX = O1O2 و است
.SX ∥ QY و SX = QY :۳ گام

متوازي S ′XQY كه بگيريد نظر در اي نقطه را S ′ دهيم. مي حكم تغيير گام اين اثبات براي
زاويه ي و ضلع دو برابري دليل به همچنين .S ′X ∥ QY و S ′X = QY داشت خواهيم شود. الاضلاع
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همنهشت QY B و S ′XC مثلث دو گرفت) نتيجه را آن توان مي ضلع دو توازي از استفاده با (كه بين
هستند.

S ′XC ∼= QY B =⇒ ∠XS ′C = ∠BQY = 90 − ∠PY Q = 90 − ∠PXQ

= ∠XPC

طبق و است محاطي نيز S ′PY B مشابه طور به دهد. مي نتيجه را PS ′CX بودن محاطي برابري اين
.S ′ = S تعريف

هستند. يكي SQ, BC, XY هاي ۴:وسط گام
الاضلاع متوازي SXQY و SCQB هاي چهارضلعي رو به رو ضلع دو توازي و برابري دليل به
پاره سه هاي وسط پس كنند. مي نصف را ديگر يك ها قطر الاضلاع متوازي يك در دانيم مي هستند.

شود. مي نتيجه سوال حكم گام اين از هستند. نقطه يك همگي SQ, BC, XY خط
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۱۴۰۱ ریاضی، المپیاد دورة چهلمین دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

به بگیرید نظر در AB و AC اضلاع روي ترتیب به را E و D نقاط بگیرید. نظر در را ABC مثلث .۱
نسبت را E و D قرینۀ و می کنیم رسم BC با موازي و A از ℓ نام به خطی حال .DE ∥ BC که گونه اي

همرسند. ℓ و E ′C ،D′B کنید ثابت می نامیم. E ′ و D′ ترتیب به آن به

اول. حل راه
خطوط بین دلخواه نقطه اي X کنید فرض می گیریم. نظر در b و a ترتیب به را ℓ و BC از D نقطۀ فاصلۀ
با است برابر D′E ′ و BC از فاصله اش نسبت آنگاه باشد داشته قرار ℓ روي X اگر باشد. D′E ′ و BC

است. کم تر نسبت این ℓ از پایین تر نقاط براي و بیش تر نسبت این ℓ از بالاتر نقاط براي .a+b
b

a

b

ℓ AAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBB CCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDEEEEEEEEEEEEEEEEE

D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′

PPPPPPPPPPPPPPPPP

خطوط از P فاصله ي نسبت تالس قضیۀ طبق آنگاه بنامیم P را E ′C و D′B خطوط برخورد محل اگر حال
با است برابر D′E ′ و BC

BC

D′E ′
=

BC

DE
=

AC

AD
=

a+ b

b
.

می شود. ثابت حکم و باشد ℓ روي باید P دادیم انجام اثبات ابتداي در که استدلالی طبق

ایران۱ ریاضی المپیاد وبگاه
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دوم. حل راه
است. متساوي الساقین ذوزنقۀ ABCK چهارضلعی که باشد ℓ روي نقطه اي K کنید فرض

ℓ AAAAAAAAAAAAAAAAA
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D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′

KKKKKKKKKKKKKKKKK

نوشت می توان پس D′E ′ ∥ ℓ وضوح به

∠E ′D′A = ∠D′AK = ∠KAC = ∠AKB.

و KBC مثلث هاي اضلاع پس CK ∥ AE ′ داد نشان می توان مشابه طور به .AD′ ∥ BK نتیجه در
همرس نقطه یک در کنیم وصل یکدیگر به را نظیر رئوس اگر یعنی این موازي اند. یکدیگر با دوبه دو AD′E ′

هستند. ℓ و E ′C ،D′B خطوط همان که می شوند
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سوم. حل راه
نوشت می توان XY ZT چهارضلعی در لم.

sin∠Y XZ

sin∠TXZ
=

Y Z

TZ
·
sin∠XY Z

sin∠XTZ

می آید دست به XTZ و XY Z مثلث هاي در سینوس ها قضیۀ از که کنید دقت برهان.

Y Z sin∠XY Z

TZ sin∠XTZ
=

XZ sin∠Y XZ

XZ sin∠TXZ
=

sin∠Y XZ

sin∠TXZ

□ است. داده شده رابطۀ همان که

ℓ QQQQQQQQQQQQQQQQQAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBB CCCCCCCCCCCCCCCCC
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D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′D′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′E ′

اثبات براي CD′A مثلث در سینوسی سوا قضیۀ طبق باشد. ℓ خط روي دلخواه نقطه اي Q کنید فرض
دهیم نشان است کافی حکم

۱ =
sin∠D′AQ

sin∠QAC
·
sin∠ACE ′

sin∠E ′CD′
·
sin∠CD′B

sin∠BD′A

دهیم نشان باید پس .∠D′AQ = ∠QAC که است واضح سوال فرض هاي طبق

sin∠ACE ′

sin∠E ′CD′
=

sin∠BD′A

sin∠CD′B
(۱)

کنیم: محاسبه را نسبت دو این می توانیم لم طبق حال

sin∠ACE ′

sin∠E ′CD′
=

AE ′

E ′D′
·
sin∠E ′AC

sin∠E ′D′C
و sin∠BD′A

sin∠CD′B
=

AB

CB
·
sin∠BAD′

sin∠BCD′

هستند) همنهشت AE ′D′ و AED (زیرا متشابه اند یکدیگر با AE ′D′ و ABC مثلث دو که کنید توجه
∠E ′D′C + داریم BC و E ′D′ توازي طبق همچنین .∠E ′AC = ∠D′AB و AE′

E′D′
= AB

CB
پس
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و می دهند نتیجه را (۱) تساوي نتایج این است. برابر نیز زاویه دو این سینوس پس ∠BCD′ = ۱۸۰◦
می شود. ثابت حکم
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چهارم. حل راه
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xxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyy

xها محور روي C و B رئوس و yها محور روي A رأس که می گیریم نظر در گونه اي به را مختصات محور
فرض دهیم. نمایش (c, ۰) و (b, ۰) ،(۰, a) شکل به ترتیب به را آن ها مختصات می توانیم پس باشند.
نقطۀ طول پس y = −a

c
x+ a با است برابر AC خط معادلۀ وضوح به باشد. p ،E و D نقاط عرض کنید

با است برابر آن مختصات است y = a خط به نسبت D قرینۀ D′ نقطۀ که آنجا از . c(a−p)
a

است برابر D
برابر BD′ خط شیب می کنیم. پیدا را ℓ و BD′ خطوط تقاطع محل مختصات حال .

(

c(a−p)
a

, ۲a− p
)

با است

۲a− p
c(a−p)

a
− b

=
a(۲a− p)

c(a− p)− ab
=⇒ y =

a(۲a− p)

c(a− p)− ab
x−

ab(۲a− p)

c(a− p)− ab
:BD′ خط معادلۀ

می آید دست به y = a دهیم قرار اگر

a(۲a− p)

c(a− p)− ab
x = a+

ab(۲a− p)

c(a− p)− ab
=

a(b+ c)(a− p)

c(a− p)− ab
=⇒ x =

(b+ c)(a− p)

۲a− p

همان از نیز CE ′ خط تقارن طبق و است متقارن c و b به نسبت ℓ و BD′ تقاطع نقطۀ مختصات پس
می دهد. نتیجه را حکم که می گذرد نقطه
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،y و x حقیقی عدد دو هر براي که بیابید را f : R → R تابع هاي همۀ .۲

f(xf(y) + f(x) + y) = xy + f(x) + f(y) (۱)

اول. حل راه
و x جایگزینی دادن” ”قرار از منظور حل راه تمام در است. f(x) = x مسئله جواب تنها می دهیم نشان

است. (۱) تساوي در شده گفته مقادیر با y

f(۰) مقدار یافتن اول. مرحلۀ
c حقیقی عدد پس .f(−f(۰)) = ۰ می آوریم دست به صورت این در y = −f(۰) و x = ۰ دهید قرار
صفر و f(۰) = ۰ بنابراین .c۲ = ۰ می گیریم نتیجه y = c ،x = c دادن قرار با .f(c) = ۰ که دارد وجود

است. خاصیت این با عدد تنها

f(y)۲ = y۲ دادن نشان دوم. مرحلۀ
x = − y

f(y)
دادن قرار و تساوي این از استفاده با .f(f(x)) = f(x) می آید دست به y = ۰ دادن قرار با

(f(y) ̸= ۰ زیرا است مجاز کار این y ̸= ۰ (اگر می آید دست به

f

(

−
y

f(y)

)

= −
y۲

f(y)
+ f

(

−
y

f(y)

)

+ f(y)

.f(y)۲ = y۲ می دهد نتیجه کردن ساده از بعد که

f(x) = x دادن نشان سوم. مرحلۀ
دید می توان راحتی به جاي گذاري با .f(x) = −x یا f(x) = x ،x هر براي که دیدیم قبل قسمت در
براي که صورتی در ولی می کند صدق (۱) تساوي در f(x) = x باشیم داشته x ∈ R هر براي اگر که
xها برخی براي که می ماند باقی حالتی تنها نمی کند. صدق مسئله تساوي در f(x) = −x ،x ∈ R هر
و f(a) = a باشیم داشته a, b ̸= ۰ براي کنید فرض باشد. f(x) = −x برخی براي و f(x) = x

دو حال .f(−ab + a + b) = ab + a − b می آید دست به y = b و x = a دادن قرار با ،f(b) = −b

که است این اول حالت داریم. حالت

−(−ab+ a+ b) = ab+ a− b =⇒ a = ۰

داریم دوم حالت در است. تناقض در a ̸= ۰ فرض با که

ab+ a+ b = −ab+ a− b =⇒ a = −۱

نمی کند. صدق دید می توان (۱) تساوي در جاي گذاري با که f(x) = −x داریم x ̸= −۱ هر ازاي به پس
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دوم. حل راه
می پردازیم. بعدي مراحل بیان به تنها دلیل همین به و است قبل حل راه مانند اول مرحلۀ حل راه این در

برد روي f کردن پیدا دوم. مرحلۀ
و است همانی خود برد روي f پس .f(f(x)) = f(x) می آوریم دست به y = ۰ دادن قرار با کنید توجه

است. همانی دامنه کل روي f می شود نتیجه آنگاه است پوشا f دهیم نشان اگر

تابع بودن همانی اثبات سوم. مرحلۀ
با صورت این در .f(c) ̸= c که شود یافت c عدد یعنی باشیم داشته همانی تابع از غیر جوابی کنید فرض

می آید دست به y = c+ f(x) + xf(c) و x = −۱ دادن قرار

f(A) = −c− f(x)− xf(c) + f(−۱) + f(c+ f(x) + xf(c)) (۲)

اینکه به توجه از بعد .A = −f(c+ f(x) + xf(c)) + f(−۱) + c+ f(x) + xf(c) که

f(c+ f(x) + xf(c)) = cx+ f(c) + f(x)

می شود نتیجه (۲) در جاي گذاري و

f(A) = x(c− f(c))− c+ f(c) + f(−۱)

f بنابراین می کند تولید را حقیقی اعداد تمام بالا عبارت راست طرف x تغییر با که کنید توجه حال
مسئله جواب تنها نتیجه در است. c وجود با تناقض در که است همانی دامنه کل روي f پس پوشاست.

است. همانی تابع
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می توان nهایی چه ازاي به شده اند. سفید و سیاه شطرنجی صورت به n × n جدول یک خانه هاي .۳
باشد: برقرار زیر شرط دو هر که کرد پر گونه اي به n ،. . . ،۲ ،۱ اعداد با را جدول خانه هاي

مجموع با سطر آن سیاه خانه هاي اعداد مجموع و باشند آمده n ،. . . ،۲ ،۱ اعداد تمامی سطر هر در -
باشد. برابر سفیدش خانه هاي اعداد

با ستون آن سیاه خانه هاي اعداد مجموع و باشند آمده n ،. . . ،۲ ،۱ اعداد تمامی ستون هر در -
باشد. برابر سفیدش خانه هاي اعداد مجموع

حل. راه
دارد. وجود جدولی چنین هستند چهار مضرب که n اعداد براي فقط می کنیم ادعا

عددي باید که است ۱+۲+···+n
۲ برابر زیرجدول این از ستون هر و سطر هر خانه هاي جمع سوال فرض طبق

.۴ | n+ ۱ یا ۴ | n یا می دهد نتیجه این که ۴ | n(n+ ۱) باشیم داشته باید پس باشد. طبیعی
نظر در را ۱, ۲, . . . , n از a۱, . . . , an جایگشت ابتدا که می سازیم صورت این به را جدول ۴ | n اگر
با فرد جایگاه هاي و دارند ۱ و ۰ باقی مانده ۴ بر تقسیم در که اعدادي با زوج جایگاه هاي که می گیریم
برابر را Aij عدد جدول ساختن براي سپس باشد. شده پر دارند ۳ و ۲ باقی مانده ۴ بر تقسیم در که اعدادي
یک نیز جدول این ستون هر که کرد چک سادگی به می توان .k ≡ i+ j−۱ (mod n) که می گیریم ak
است. برقرار ستون و سطر هر در سیاه و سفید خانه هاي اعداد جمع برابري شرط علاوه به و است جایشگت
زوج j و فرد i که بگیرید را Aijهایی از متشکل جدول خانه هاي از زیرمجموعه اي ،۴ | n + ۱ اگر حال
است. ۱+۲+···+n

۲ برابر زیرجدول این از ستون هر و سطر هر خانه هاي جمع سوال فرض طبق هم باز است.
مختلف محاسبه دو از آن خانه هاي کل جمع نیستند برابر زیرجدول این خانه هاي و سطرها تعداد چون اما

دقیق تر طور به است. تناقض که می رسد مختلف جواب دو به ستون و سطرها حسب بر
∑

فرد i

∑

زوج j

Aij =
∑

فرد i

(

∑

زوج j

Aij

)

=
n+ ۱
۲ ·

۱+ ۲+ · · ·+ n

۲ ,

∑

فرد i

∑

زوج j

Aij =
∑

زوج j

(

∑

فرد i

Aij

)

=
n− ۱
۲ ·

۱+ ۲+ · · ·+ n

۲ .

براي مساله خواص با جدولی وجود استدلال این واقع (در ندارد وجود جدول هم n اعداد چنین براي پس
مثالی آن براي که است ممکن جدولی چنین وجود ۴ مضرب nهاي براي تنها و می کند) رد را فرد nهاي

کردیم. ارائه
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تهیه جدول این از نسخه دو هستند. سفید بقیه و شده اند سیاه خانه ها از بعضی n× n جدول یک در .۴
براي تلاش در جداگانه، اتاق هاي در علی و امین می دهیم. نسخه یک کدام هر علی و امین به و می کنیم

هستند. خود جدول خانه هاي همۀ کردن قرمز
خود سطر در که می کند پیدا خانه اي وجود) صورت (در مرحله هر در که است صورت این به امین روش

می کند. قرمز کامل طور به را خانه آن به مربوط ستون سپس باشد، سیاه خانۀ تنها
خود ستون در که می کند پیدا خانه اي وجود) صورت (در مرحله هر در که است صورت این به علی روش

می کند. قرمز کامل طور به را خانه آن به مربوط سطر سپس باشد، سیاه خانۀ تنها
موفق هم علی اگر تنها و اگر کند قرمز را جدولش خانه هاي همۀ می شود موفق نهایت در امین کنید ثابت

کند. قرمز را جدولش خانه هاي همۀ شود

حل. راه
قرمز کاملاً را آن ها ستون سپس و هستند سیاه خانۀ تنها خود سطر در که می کند، پیدا امین که خانه هایی
قرمز ستونش نیز آن از بعد که آنجا از می شود، انتخاب ویژه خانۀ یک وقتی بنامید. ویژه خانه هاي را می کند،
سطر یک در ویژه خانۀ یک وقتی دیگر طرف از نمی شود. انتخاب ستون آن از ویژه اي خانۀ دیگر می شود،
انتخاب ویژه اي خانۀ بعدي مراحل در سطر آن در و است سطر آن سیاه خانۀ تنها یعنی می شود، انتخاب
همۀ زمانی تنها و نیستند هم ستون و هم سطر ویژه اي خانۀ دو هیچ پایان، در گفت می توان پس نمی شود.

بدهند. پراکنده قطر یک تشکیل ویژه خانه هاي این که می شود قرمز جدول خانه هاي
نمی کند تغییري مسئله حکم شوند، جابجا هم با نیز ستون ها و شوند جابجا هم با سطرها اگر که کنید توجه
توانسته امین کنید فرض حال ستون هاست. و سطرها چینش از مستقل امین و علی رنگ آمیزي روش و
ستون ها و سطرها طوري می دهند. پراکنده قطر یک تشکیل ویژه خانه هاي پس کند. قرمز را خانه ها همۀ
(۲, ۲) مکان در ویژه خانۀ دومین ،(۱, ۱) مکان در می شود انتخاب که ویژه اي خانۀ اولین که کنید جابجا را

.(n, n) در ویژه خانۀ آخرین تا ... و

۱

۲

n

۱ ۲ n

· · ·

· · ·

· · ·

......
...

...

قطر بالاي خانه هاي ویژه، خانه هاي تعریف به توجه با و هستند جدول اصلی قطر ویژه خانه هاي اکنون
سپس کند، انتخاب را (n, n) خانۀ ابتدا باید علی یکتا صورت به پس بوده اند. سفید همگی ابتدا در اصلی

می شود. قرمز نیز علی روش در جدول همۀ و کند انتخاب را (۱, ۱) نهایت در تا ... و ،(n− ۱, n− ۱)

ایران۹ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۴۰۱ ریاضی، المپیاد دورة چهلمین دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

مسئله که آنجا از و می شوند قرمز خانه ها همۀ نیز علی روش در کند، قرمز را خانه ها همۀ امین اگر پس
خانه ها همۀ نیز امین روش در کند، قرمز را خانه ها همۀ علی اگر است، متقارن امین و علی روش به نسبت

است. برقرار مسئله حکم نتیجه در و می شوند قرمز

ایران۱۰ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۴۰۱ ریاضی، المپیاد دورة چهلمین دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

داریم n ≥ ۱ هر براي و a۱ = ۲ که می شود تعریف صورت این به حقیقی اعداد از (an)n∈N دنبالۀ .۵

an+۱ =
(

۱+ ۱
n

)n

an

است. کامل مربع و طبیعی عددي ۱
n+۱anan−۱ . . . a۱ که دارد وجود n طبیعی عدد بی نهایت کنید ثابت

اول. حل راه
درست n براي اگر است. واضح حکم که استقرا پایه براي .an = ۲ · nn

n!
می دهیم، نشان n روي استقرا با

آنگاه باشد

an+۱ =
(

۱+ ۱
n

)n

an = ۲
(

n+ ۱
n

)n
nn

n!
= ۲ · (n+ ۱)n

n!
= ۲ · (n+ ۱)n+۱

(n+ ۱)! .

داشت خواهیم پس

an · · · a۲a۱
n+ ۱ =

۲n
n+ ۱ ·

nn(n− ۱)n−۱ . . . ۲۲۱۱
(n!)((n− ۱)!) . . . ۲!۱!

=
۲n

n+ ۱ ·
n

۱! ·
n(n− ۱)

۲! · · ·
n(n− ۱) · · · (n− k + ۱)

k!
· · ·

n!

n!

=
۲n

n+ ۱
(

n

۰
)(

n

۱
)

· · ·

(

n

n− ۱
)(

n

n

)

باشد، فرد n اگر کنید توجه
(

n

۰
)(

n

۱
)

· · ·

(

n

n− ۱
)(

n

n

)

=

((

n

۰
)(

n

۱
)

· · ·

(

n
n−۱
۲

))۲

است. کامل مربع و صحیح ۱
n+۱an · · · a۱ عبارت n بی نهایت براي می کنیم ثابت ادامه در است. کامل مربع

و صحیح ۲n
n+۱ ضمناً و باشد فرد اولاً که کنیم انتخاب گونه اي به را n است کافی هدف این به رسیدن براي

باشد. کامل مربع
وضوح به باشد فرد k که کنیم انتخاب n = ۲k − ۱ فرم به را n عدد اگر

۲n
n+ ۱ =

۲۲k−۱
۲k = ۲۲k−k−۱

می رسد. پایان به مساله حکم اثبات پس است. کامل مربع و صحیح
باشد فرد k که n = ۲k − ۱ هر براي خلاصه طور به

۱
n+ ۱anan−۱ · · · a۱ =

(

۲۲k−۱
−

k+۱
۲

(

n

۰
)(

n

۱
)

· · ·

(

n
n−۱
۲

))۲

است. کامل مربع و صحیح

ایران۱۱ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۴۰۱ ریاضی، المپیاد دورة چهلمین دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

دوم. حل راه
داد نشان می توان اول حل راه مانند

an · · · a۲a۱
n+ ۱ =

۲n
n+ ۱ ·

nn(n− ۱)n−۱ . . . ۲۲۱۱
(n!)((n− ۱)!) . . . ۲!۱! =

۲n
n+ ۱A

می شود، ظاهر nبار − i + ۱ ،A کسر مخرج در i عدد ،۱ ≤ i ≤ n طبیعی عدد هر براي که کنید دقت
توان وضوح به نیز A کسر صورت در همچنین دارد. وجود i!, (i+ ۱)!, . . . , n! ضرب هاي حاصل در i زیرا

داد نمایش می توان نیز زیر شکل به را A نتیجه در است. i با برابر i

A =
n
∏

i=۱
i۲i−n−۱

عددي A می دهیم نشان ادامه در می شود. زوج ۲i − n − ۱ زیرا است کامل مربع A فرد nهاي براي
آنگاه .pk ≤ n که باشد طبیعی عدد بزرگ ترین k و باشد اول عددي p ≤ n کنید فرض است. نیز صحیح

با است برابر اول عوامل به A تجزیۀ در p توان که کرد مشاهده می توان به سادگی

k
∑

j=۱
۲pj

(

۱+ ۲+ · · ·+

[

n

pj

])

− (n+ ۱)
k

∑

j=۱

[

n

pj

]

(۱)

می دهیم نشان ۱ ≤ j ≤ k هر براي حال است. x صحیح جزء [x] از منظور که

۲pj
(

۱+ ۲+ · · ·+

[

n

pj

])

≥ (n+ ۱)
[

n

pj

]

⇐⇒ pj
[

n

pj

]([

n

pj

]

+ ۱
)

≥ (n+ ۱)
[

n

pj

]

⇐⇒ pj
([

n

pj

]

+ ۱
)

≥ n+ ۱

نشان باید پس .n = pjq+ r که دارد وجود ۰ ≤ r < pj صحیح عدد و q طبیعی عدد تقسیم قضیۀ طبق
دهیم

pj(q + ۱) ≥ pjq + r + ۱ ⇐⇒ pj ≥ r + ۱

است. طبیعی عددي A یعنی این و است نامنفی (۱) مقدار پس است. واضح که
است. فرد t که n = ۲t − ۱ دهیم قرار است کافی تنها و است اول حل راه مانند حل راه ادامۀ

ایران۱۲ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۴۰۱ ریاضی، المپیاد دورة چهلمین دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

انتخاب دلخواه طور به B رأس ارتفاع روي P نقطۀ (BA = BC) ،ABC متساوي الساقین مثلث در .۶
به نسبت M قرینۀ می کند. قطع M در دوم بار براي را AC خط APB دایرة کنید فرض است. شده
در را APN دایرة AB خط و (X ̸= P ) X نقطۀ در را APB دایرة NP خط می نامیم. N را AC وسط
می کند. برخورد BP خط با Z نقطۀ در ،APN دایرة بر A در مماس می کند. قطع (Y ̸= A) Y نقطۀ

است. مماس PXY مثلث محیطی دایره بر CZ که کنید ثابت

حل. راه
است. محاطی PQXY چهارضلعی می دهیم نشان ابتدا می نامیم. Q را AB و CZ خطوط برخورد محل
بودن محاطی آنگاه ∠PNA = ∠QXP کنیم ثابت اگر پس ∠PY Q = ∠PNA که کنید دقت

.AN و XQ توازي با است معادل نیز این می شود. نتیجه PQXY چهارضلعی

B

AAAAAAAAAAAAAAAAA C

PPPPPPPPPPPPPPPPP

MMMMMMMMMMMMMMMMM N

X

Y

ZZZZZZZZZZZZZZZZZ

Q R

نوشت می توان است. BC و AZ تقاطع محل که می گیریم کمک R نقطۀ از توازي این اثبات براي

∠RAP = ∠PNA = ∠PMN = ∠PBA = ∠PBR

دهیم نشان باید تنها پس QR ∥ AC وضوح به دارد. قرار APB مثلث محیطی دایره روي نیز R پس
که کنید توجه می گذرد. X از RQ خط

∠QRA = ∠RAN = ∠XPA = ∠XRA.

کنید دقت شد. ثابت PQXY بودن محاطی پس می دهد نتیجه را X و Q ،R نقاط هم خطی تساوي این
BRPMA ضلعی پنج که آنجا از و هستند BP خط به نسبت R و M ،A نقاط قرینۀ Q و N ،C نقاط که

ایران۱۳ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۴۰۱ ریاضی، المپیاد دورة چهلمین دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

نتیجه در است. محاطی نیز BQPNC است، محاطی

∠CQP = ∠PNA = ∠PXQ

است. مماس PXY محیطی دایره بر CZ یعنی این و

ایران۱۴ ریاضی المپیاد وبگاه
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وسط و B ،A نقاط از غیر به ،AB پاره خط روي نقاط از یکی دارند. قرار B و A متمایز نقطه ي دو خطی روي .۱
سپس می کنیم، قرینه B و A نقاط از یکی به نسبت را قرمز نقطه ي یک مرحله هر در می کنیم. قرمز را ،AB پاره خط
اگر زیر شکل در مثال براي می کنیم. قرمز را حاصل نقطه ي و می کنیم نصف را نقطه همان تا جدید نقطه ي فاصله ي
تا کنیم نصف را A تا حاصل نقطه ي فاصله ي سپس کنیم قرینه A به نسبت را P می توانیم باشد قرمز نقطه ي یک P

کنیم. قرمز را آن و برسیم P۱ نقطه ي به

A

B

P

P۱

شود؟ قرمز AB وسط نقطه ي مرحله متناهی از پس است ممکن آیا
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که طوري به کنیم حذف را ارقامش از یکی بتوانیم و باشد نداشته صفر رقم اگر می نامیم خوب را n طبیعی عدد .۲
با برابر حاصل عدد کنیم حذف را ۲ رقم اگر زیرا است خوب عدد یک ۲۵ مثال براي شود. n علیه مقسوم حاصل عدد

است. متناهی خوب اعداد تعداد کنید ثابت است. ۲۵ علیه مقسوم که می شود ۵

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



و است مماس AD و BC بر F و E نقاط در ω است. مفروض ω محاطی دایره با ABCD محیطی چهارضلعی .۳
ثابت باشد، مماس CD و AB خطوط بر DXF مثلث محیطی دایره اگر می کند. قطع X در را ω دوم بار براي DE

است. محاطی AFXC چهارضلعی کنید
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داخل نقطه n همه ي که دارد وجود ω از کم تر شعاع با دایره اي می دانیم دارند. قرار ω دایره ي محیط روي نقطه n .۴
آن سمت یک در نقاط همه ي و نباشند نقاط جزء آن سر دو که دارد وجود ω از قطري کنید ثابت باشند. آن روي یا

گیرند. قرار
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که دارند وجود z و y ،x مانند اعداد این از سه تا حداقل کنید ثابت شده اند. داده حقیقی عدد ۱۴۰۰ .۵
∣

∣

∣

∣

(x− y)(y − z)(z − x)

x۴ + y۴ + z۴ + ۱
∣

∣

∣

∣

<
۹

۱۰۰۰
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۲۰۲۱ اعداد از یکی حداقل که طوري به دارد وجود دایره دور متمایز) لزوماً (نه طبیعی عدد ۱۴۰۰ از چینشی آیا .۶
e و d ،c ،b ،a اگر مثال براي باشد؟ خود قبلی عدد دو ب.م.م و بعدي عدد دو ب.م.م مجموع با برابر عدد هر و باشد

.c = (a, b) + (d, e) باشیم داشته باید باشند دایره دور متوالی عدد پنج
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1400 ریاضی، المپیاد دورة نهمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

،A نقاط از غیر به ،AB پاره خط روي نقاط از یکی دارند. قرار B و A متمایز نقطه ي دو خطی روي .1
و A نقاط از یکی به نسبت را قرمز نقطه ي یک مرحله هر در می کنیم. قرمز را ،AB پاره خط وسط و B
قرمز را حاصل نقطه ي و می کنیم نصف را نقطه همان تا جدید نقطه ي فاصله ي سپس می کنیم، قرینه B
کنیم قرینه A به نسبت را P می توانیم باشد قرمز نقطه ي یک P اگر زیر شکل در مثال براي می کنیم.

کنیم. قرمز را آن و برسیم P1 نقطه ي به تا کنیم نصف را A تا حاصل نقطه ي فاصله ي سپس

A

B

P

P1

شود؟ قرمز AB وسط نقطه ي مرحله متناهی از پس است ممکن آیا

حل. راه
2 بر منطبق B و صفر بر منطبق A که طوري به می گیریم نظر در حقیقی اعداد محور را شده داده خط
در تعریف شده عمل عکسِ عمل کنید دقت شود. قرمز 1 نقطه ي مرحله متناهی از پس کنید فرض باشد.
می کنیم، قرینه قرمز نقاط از یکی به نسبت را B و A نقطه ي دو از یکی است: شکل این به مسئله صورت
باشد. قرمز نقطه ي یک باید نیز حاصل نقطه ي می کنیم. قرینه نقطه همان به نسبت را حاصل نقطه ي سپس
6 − 2x و −2x نقاط از یکی باید قبل مرحله ي در عکس، عمل طبق باشد شده قرمز x نقطه ي اگر پس
حال شده اند. قرمز 4 و −2 نقاط از یکی قبل مرحله ي در است شده قرمز 1 که آنجا از باشند. شده قرمز
قرمز آن از قبل مراحل در که نقاطی باشد قرمز x1 ∈ (−∞,−2] ∪ [4,∞) نقطه ي اگر می دهیم نشان
x1 شدن قرمز از قبل مرحله ي در عکس، عمل طبق باشند. داشته قرار بازه همین در باید همه نیز شده اند

که کنید دقت حال شده اند. قرمز 6 − 2x1 و −2x1 نقطه ي دو از یکی

4 ≤ −2x1 یا − 2x1 ≤ −8 و 10 ≤ 6 − 2x1 یا 6 − 2x1 ≤ −2

نمی توانیم هیچ گاه نتیجه در دارند. قرار (−∞,−2]∪ [4,∞) بازه ي در دو هر نیز 6− 2x1 و −2x1 پس
نقطه ي و بوده غلط اولیه فرض پس است. تناقض در قرمز نقطه ي اولین انتخاب با که شویم خارج بازه این از

شود. قرمز نمی تواند مرحله متناهی از پس AB وسط
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به کنیم حذف را ارقامش از یکی بتوانیم و باشد نداشته صفر رقم اگر می نامیم خوب را n طبیعی عدد .2
حذف را 2 رقم اگر زیرا است خوب عدد یک 25 مثال براي شود. n علیه مقسوم حاصل عدد که طوري
است. متناهی خوب اعداد تعداد کنید ثابت است. 25 علیه مقسوم که می شود 5 با برابر حاصل عدد کنیم

حل. راه
رقم یک تنها b که می دهیم نشان abc شکل به را n طبیعی عدد ارقام باشد. خوب عدد یک n کنید فرض
باشند. شده تشکیل رقم چند از است ممکن c و a اما می رسیم n علیه مقسوم یک به آن حذف با که است
در پس باشد. n tامِ رقم راست سمت از b کنید فرض همچنین .a ̸= 0 که می کنیم بررسی را حالتی ابتدا
نتیجه در می رسیم. 10t−1a+ c عدد به کنیم حذف را b رقم اگر و n = 10ta+ 10t−1b+ c داریم واقع

10t−1a+ c
∣

∣ 10ta+ 10t−1b+ c

10t−1a+ c
∣

∣ 10ta+ 10c







=⇒ 10t−1a+ c
∣

∣ 10t−1b− 9c

10t−1a + c باشد، داشته رقم دو حداقل a اگر حال دارد. رقم t حداکثر |10t−1b− 9c| که کنید دقت
نتیجه نیز این باشد. صفر با برابر 10t−1b− 9c که است این ممکن حالت تنها پس دارد رقم t+ 1 حداقل
که کنید توجه باشد. داشته رقم یک باید a نتیجه در .c < 10t−1 زیرا ندارد امکان که 10t−1 | c می دهد

20 (10t−1a+ c
)

= 2 × 10ta+ 20c > 10ta+ 10t−1b+ c

دیگر طرف از .k < 20 می شود نتیجه ،10ta + 10t−1b + c = k (10t−1a+ c) دهیم قرار اگر پس
نوشت می توان

10t−1 ((10 − k)a+ b) = c(k − 1) =⇒ 10t−1 ∣

∣ c(k − 1)

(c, 2t−1) = 1 اگر است. اول 5t−1 و 2t−1 عدد دو از یکی حداقل به نسبت c ندارد صفر رقم n که آنجا از
می شود نتیجه اقلیدس لم طبق آنگاه

2t−1 ∣

∣ k − 1 =⇒ 2t−1 ≤ k − 1 < 19 =⇒ t ≤ 5

به حال است. رقمی 6 حداکثر n پس t ≤ 2 می دهد نتیجه مشابه طور به نیز (c, 5t−1) = 1 که حالتی
در می رسیم. c عدد به b حذف با و n = 10t−1b + c داریم حالت این در می رویم. a = 0 حالت سراغ

نتیجه
c
∣

∣ 10t−1b+ c =⇒ c
∣

∣ 10t−1b

می شود نتیجه اقلیدس لم طبق (c, 2t−1) = 1 اگر داریم. c براي حالت دو قبل مشابه

c
∣

∣ 5t−1b =⇒ 10t−2 ≤ c ≤ 5t−1b ≤ 5t−1 × 9 =⇒ 2t−2 ≤ 45 =⇒ t ≤ 7
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خوب اعداد تعداد و دارد رقم 7 حداکثر n پس t ≤ 3 می شود نتیجه مشابهاً نیز (c, 5t−1) = 1 حالت براي
است. متناهی
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AD و BC بر F و E نقاط در ω است. مفروض ω محاطی دایره با ABCD محیطی چهارضلعی .3
AB خطوط بر DXF مثلث محیطی دایره اگر می کند. قطع X در را ω دوم بار براي DE و است مماس

است. محاطی AFXC چهارضلعی کنید ثابت باشد، مماس CD و

حل. راه
CD و AB خطوط که کنید دقت می نامیم. ℓ را FX عمودمنصف و Γ را DXF مثلث محیطی دایره
Y در AB کنید فرض یکدیگرند. قرینه ℓ به نسبت پس هستند، ω و Γ دوایر خارجی مشترك هاي مماس
XY خط به کنیم قرینه ℓ به نسبت را FD خط اگر باشد. ℓ به نسبت A قرینه Z و باشد مماس Γ بر

می گذرد. Z از نیز XY می گذرد، A از FD که آنجا از پس می شود تبدیل

ℓ

ω

Γ

FFFFFFFFFFFFFFFFF

DDDDDDDDDDDDDDDDD

AAAAAAAAAAAAAAAAA

XXXXXXXXXXXXXXXXX

YYYYYYYYYYYYYYYYY

EEEEEEEEEEEEEEEEE

BBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCC

ZZZZZZZZZZZZZZZZZ

یک روي Z و X ،F ،A نقطه چهار پس است متساوي الساقین ذوزنقه AFXZ چهارضلعی که است واضح
کنید دقت می شود. ثابت حکم می گذرد C از FXZ مثلث محیطی دایره دهیم نشان اگر و دارند قرار دایره

که
∠BEF = ∠FXE =

>

FXD

2 = ∠FDC

نتیجه در است. محاطی FECD چهارضلعی پس

∠FCZ = ∠FCD = ∠FED = ∠FEX = ∠FXY = 180◦ − ∠FXZ

می شود. نتیجه حکم و می دهد نشان را FXZC چهارضلعی بودن محاطی که
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n همه ي که دارد وجود ω از کم تر شعاع با دایره اي می دانیم دارند. قرار ω دایره ي محیط روي نقطه n .4
همه ي و نباشند نقاط جزء آن سر دو که دارد وجود ω از قطري کنید ثابت باشند. آن روي یا داخل نقطه

گیرند. قرار آن سمت یک در نقاط

حل. راه
تا می کنیم رسم OO′ بر عمود خطی O از باشد. کم تر شعاع با دایره ي مرکز O′ و ω مرکز O کنید فرض
AB دیگر طرف P نقطه ي کنید فرض است. نظر مورد قطر AB می دهیم نشان کند. قطع B و A در را ω
پس .PO′ > PO نتیجه در ∠POO′ ≥ 90◦ که است واضح باشد. داشته قرار آن روي یا O′ به نسبت
است. O از آن فاصله ي از کم تر O′ از نقاط این از یک هر فاصله ي زیرا باشد نقطه n از یکی نمی تواند P

می شود. ثابت حکم و دارد قرار O′ که دارند قرار AB طرف همان نقاط همه ي می دهد نتیجه این
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که دارند وجود z و y ،x مانند اعداد این از سه تا حداقل کنید ثابت شده اند. داده حقیقی عدد 1400 .5
∣

∣

∣

∣

(x− y)(y − z)(z − x)

x4 + y4 + z4 + 1
∣

∣

∣

∣

<
9

1000

حل. راه
z و y ،x عدد سه هر براي می کنیم فرض یعنی می کنیم، خلف فرض .n = 1400 و c = 9

1000 دهید قرار
باشیم داشته z ≥ y ≥ x که

(z − y)(y − x)(z − x) ≥ c
(

x4 + y4 + z4 + 1) . (1)

با است معادل نامساوي این زیرا ،(a + b)2 ≥ 4ab داریم b و a حقیقی عدد دو هر براي که کنید دقت
نوشت می توان نامساوي این از استفاده با حال است. واضح آن درستی که (a− b)2 ≥ 0

(z − x)2 ≥ 4(z − y)(y − x) =⇒ (z − x)3 ≥ 4(z − y)(y − x)(z − x)

(1)
≥ 4c (x4 + y4 + z4 + 1) (2)
≥ 4c (x4 + z4 + 1)

می دهد نتیجه آخر نامساوي که کنید توجه

z − x ≥ 3√4c (3)

نوشت می توان (2) طبق دیگر طرف از همچنین

(z − x)3

x4 + z4 > 4c (4)

استفاده بار دو با .(a− b)2 ≥ 0 با است معادل نامساوي این زیرا (a+ b)2 ≤ 2 (a2 + b2) که کنید دقت
می شود نتیجه نامساوي این از

(z − x)4 ≤ 4 (

x2 + z2)2 ≤ 8 (

x4 + z4) (4)
=⇒ 8

z − x
> 4c =⇒ z − x <

2
c

(5)

xk+2 −xk >
3√4c می شود نتیجه (3) از باشند. x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn شده داده اعداد کنید فرض حال

نتیجه در
2
c
> xn − x1 >

⌊

n− 1
2

⌋

3√4c =⇒ c <
2 1

4
⌊

n−1
2
⌋

3
4
≈ 87

10000
می شود. ثابت حکم و بوده غلط اولیه فرض پس است. تناقض که

ایران6 ریاضی المپیاد وبگاه

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  

http://mathysc.ir


1400 ریاضی، المپیاد دورة نهمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

از یکی حداقل که طوري به دارد وجود دایره دور متمایز) لزوماً (نه طبیعی عدد 1400 از چینشی آیا .6
براي باشد؟ خود قبلی عدد دو ب.م.م و بعدي عدد دو ب.م.م مجموع با برابر عدد هر و باشد 2021 اعداد

.c = (a, b) + (d, e) باشیم داشته باید باشند دایره دور متوالی عدد پنج e و d ،c ،b ،a اگر مثال

حل. راه
کنیم تقسیم k بر را اعداد همه اگر صورت این در باشد. k با برابر دایره دور اعداد همه ب.م.م کنید فرض
از یکی با برابر اعداد از یکی حداقل که است این آن تفاوت تنها و دارد را مسئله خواص نیز جدید چینش

است. 1 با برابر دایره دور اعداد ب.م.م می کنیم فرض پس است. 2021 علیه هاي مقسوم
است. 1 با برابر متوالی عدد سه هر ب.م.م .1 لم

را p مشترك عامل c و b ،a عدد سه و باشند دایره دور متوالی عدد پنج e و d ،c ،b ،a کنید فرض برهان.
ترتیب همین به و بخش پذیرند p بر نیز e و d می شود نتیجه c = (a, b) + (d, e) تساوي از باشند. داشته
عدد سه هر ب.م.م یعنی این و باشد 1 با برابر باید p پس می شوند، بخش پذیر p بر دایره دور اعداد همه
□ است. 1 متوالی

.c > (a, b) آنگاه باشند دایره دور متوالی عدد سه c و b ،a اگر .2 لم
□ می شود. نتیجه حکم است مثبت عددي همواره ب.م.م که این و مسئله شرط از برهان.
قرار دایره دور ترتیب همین به t و z ،m ،y ،x و باشد دایره دور اعداد تمام بین بیشینه عدد m کنید فرض
ظاهر دایره دور اعداد بین در نمی تواند 1 است، 2 حداقل طبیعی عدد دو مجموع که آنجا از باشند. داشته
تساوي طبق نیست. بخش پذیر 4 و 3 ،2 اعداد از هیچ یک بر 2021 زیرا است m > 4 همچنین شود.
مسئله کلیت از شدن کاسته بدون باشد. m

2 حداقل باید (z, t) و (x, y) اعداد از یکی m = (x, y)+(z, t)

بیشینه عدد m که آنجا از و است m حداقل عدد دو از یکی آنگاه x ̸= y اگر .(x, y) ≥ m

2 می کنیم فرض
.x = m و y = m

2 باشیم داشته باید پس باشد m با برابر نمی تواند y ،2 لم طبق باشد. m با برابر باید بود
،y که آنجا از اما .z = m

2 پس باشد m با برابر نمی تواند z قبل مشابه .(z, t) = m

2 می دهد نتیجه نیز این
باشیم داشته باید و می شود باطل x ̸= y فرض پس می رسیم. تناقض به 2 لم طبق هستند متوالی z و m
می توان پس (w, x) = 1 می شود نتیجه 1 لم از باشد. w ،x از قبل عدد کنید فرض حال .x = y ≥ m

2
نوشت

x = (w, x) + (m, z) = 1 + (m, z) =⇒ x− 1 | m

و m ≤ 3 می دهد نتیجه که m−1
2 ≤ m

3 باشیم داشته باید m+1
2 ≤ x ≤ m که آنجا از باشد، فرد m اگر

ممکن حالت تنها m

2 ≤ x ≤ m که آنجا از و باشد زوج باید m پس است. تناقض در m > 4 فرض با این
داریم دیگر طرف از .z = m

2 می دهد نتیجه که (m, z) = m

2 پس است. x = m

2 + 1

m = (x, x) + (z, t) =
m

2 + 1 +
(m

2 , t
)

=⇒ m

2 − 1
∣

∣

∣

m

2 =⇒ m

2 − 1
∣

∣

∣
1 =⇒ m = 4

ندارد. وجود چینشی چنین پس است. تناقض در m > 4 فرض با نیز این که
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش  
ँوसن جوان 

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

دسته افراز کنیم به نحوی که   ݉را به  𝑆های زیرمجموعه  ة هم ة مجموعخواهیم . می است ی عضو ݊ ایمجموعه  𝑆 فرض کنید  - 1
ܣو   ܤ، ܣهرگاه  ∪ ܣگاه آن  د در یک دسته باشن ܤ = )منظور از افراز یک مجموعه به تعدادی   را بیابید. ݉. حداقل مقدار ܤ

 قرار داشته باشد.(دسته این است که هر عضو مجموعه در دقیقĹ یک دسته 
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش  
ँوसن جوان 

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

𝑥با شرط   ݖو   ݕ،  𝑥اعداد حقیقی و مثبت    - 2 + ݕ + ݖ = ݕ [𝑥] ترین مقدار عبارتاند. بیش مفروض  1399 + ݖ[ݕ] +  𝑥[ݖ]
 ( .تر نیستبزرگ  𝑥ترین عدد صحیحی است که از  بزرگ [𝑥]قدر است؟ )منظور از  چه
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش  
ँوसن جوان 

 نبايد در آن چيزي نوشته شوداين قسمت محل زيرنويس است و 

کند. خطی  قطع می    ܤو    ܣرا در نقاط    𝜔1گذرد و  می   1ܱ  ة از نقط  2ܱبه مرکز    𝜔2  ة مفروض است. دایر  1ܱبه مرکز    𝜔1  ة دایر   - 3
را برای بار    ω2قرار دارد،    ݈گذرد و مرکز آن روی  می   2ܱو    1ܱای که از  نامیم. دایره می   ݈مماس است را    𝜔1گذرد و بر  می   ܣکه از  

 قرار دارد.  𝜔1روی   ݈نسبت به   ܲ  ةکند. ثابت کنید قرین قطع می  ܲدوم در  
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش  
ँوसن جوان 

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

بر دو دایره    ܻܺکه  طوریبه  د  نقرار دار  𝜔2روی    ܻة  و نقط  𝜔1روی    ܺة  . نقط تقاطع دارند   ܤو    ܣدر نقاط    𝜔2و   𝜔1دو دایرة    - 4
ܦܣܥ∠ ثابت کنید  .نامیممی  ܦو   ܥرا به ترتیب   ܻو   ܺنسبت به   ܤة  است. قرین ܣتر از  نزدیک ܤبه   ܻܺمماس است و خط   < 90° 
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش  
ँوसن جوان 

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

ܾܽگوییم هرگاه  ساز مربع از اعداد طبیعی را  (ܾ ,ܽ)  دوتایی  - 5 + ,2 ,1}  ة های طبیعی را بیابید که مجموع݊مربع کامل باشد. تمام   1 …  ساز افراز کرد. های مربع را بتوان به دوتایی  {2݊ ,
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش  
ँوसن جوان 

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

𝑛، …،  1، 0 یکی از اعدادها آن هر یک از  یو ر خواهیمایم. می قطاع مساوی تقسیم کرده  2𝑛ای را به  دایره   - 6 − به   را بنویسیم  1
 که  طوری 
 هر عدد دقیقĹ دو بار استفاده شود. .1
0که  ݅برای هر عدد طبیعی  .2 ≤ ݅ ≤ 𝑛 − ،  ݅ة بین هر دو قطاع با شمار، 1

  Ĺباشد.قطاع دیگر وجود داشته  ݅از یک طرف، دقیق 
𝑛این کار برای   رو وبه ر در شکل  =  .انجام شده است 5

𝑛ثابت کنید برای   =  پذیر نیست.این کار امکان 1399
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۱۳۹۹ ریاضی، المپیاد دورة هشتمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

دسته m به را S زیرمجموعه هاي همۀ مجموعۀ می خواهیم است. عضوي n مجموعه اي S کنید فرض .۱
را m مقدار حداقل .A = B آن گاه باشند دسته یک در A ∪ B و B ،A هرگاه که نحوي به کنیم افراز
دسته یک دقیقاً در مجموعه عضو هر که است این دسته تعدادي به مجموعه یک افراز از (منظور بیابید.

باشد.) داشته قرار

حل. راه
است. n+ ۱ مسئله، جواب

و A اگر ،A ∪ B = B که آن جا از .A ⊂ B باشیم داشته B و A مجموعۀ دو براي کنید فرض ابتدا
نتیجه در است. تناقض که A = B می شود نتیجه سوال شرط طبق باشند داشته قرار دسته یک در B

مجموعه هاي حال باشند. داشته قرار مختلف دستۀ دو در باید ،A ⊂ B که B و A مجموعۀ دو هر
مجموعه ها این از دوتایی هیچ که کنید توجه بگیرید. نظر در را ϕ, {۱}, {۱, ۲}, . . . , {۱, ۲, . . . , n}
است. دیگري زیرمجموعۀ یکی بگیریم نظر در را دوتایی هر زیرا باشند داشته قرار دسته یک در نمی توانند
دسته ها کرد. افراز مسئله شرط با دسته n+۱ به را S زیرمجموعه هاي همۀ مجموعۀ می توان کنیم می ادعا
i زیرمجموعه هاي همۀ ،۰ ≤ i ≤ n که طبیعی i هر براي می کنیم. نام گذاري ۰, ۱, . . . , n شماره هاي با را
قرار دسته ها از یکی حداقل در S از زیرمجموعه هر که است واضح می دهیم. قرار i دستۀ در را S از عضوي
پس دارند یکسانی اعضاي تعداد باشند داشته قرار دسته یک در B و A متمایز مجموعۀ دو اگر می گیرد.
A ∪ B که می دهد نتیجه این دارد. A از بیش تر عضو یک حداقل A ∪ B و ندارد A که دارد عضوي B

می شود. ثابت ادعا و است برقرار افراز شرط پس باشد داشته قرار دسته همان در نمی تواند
است. n+ ۱ با برابر m مقدار حداقل نتیجه در

ایران۱ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۳۹۹ ریاضی، المپیاد دورة هشتمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

عبارت مقدار بیش ترین مفروض اند. x+ y + z = ۱۳۹۹ شرط با z و y ،x مثبت و حقیقی اعداد .۲

[x] y + [y] z + [z] x (۱)

نیست.) بزرگ تر x از که است صحیحی عدد بزرگ ترین [x] از (منظور است؟ چه قدر

اول. حل راه
است. ۶۵۲۴۰۰ مسئله، جواب

که کنید دقت

۳(xy + yz + zx) ≤ (x+ y + z)۲ (۲)

بنویسیم: زیر شکل به را آن می توانیم ببریم، نامساوي مثبت طرف به را عبارات همۀ اگر زیرا

۰ ≤
۱
۲(x− y)۲ +

۱
۲(y − z)۲ +

۱
۲(z − x)۲

نتیجه در ،[x] ≤ x داریم [x] تعریف طبق همچنین است. واضح آن درستی که

[x] y + [y] z + [z] x ≤ xy + yz + zx
(۲)
≤

(x+ y + z)۲

۳ = ۶۵۲۴۰۰+ ۱
۳ (۳)

جزء مجموع است صحیح x+ y + z که آن جا از نباشد. صحیح z و y ،x اعداد از یکی حداقل کنید فرض
که می دهد نتیجه این است. ۱۳ حداقل آن ها از یکی اعشاري جز پس است ۱ حداقل z و y ،x اعشاري

[x] y + [y] z + [z] x ≤ ۶۵۲۴۰۰+ ۱
۳ −

۱
۳ = ۶۵۲۴۰۰

داریم (۳) طبق نیز باشند صحیح اعداد سه هر z و y ،x اگر

[x] y + [y] z + [z] x ≤

[

۶۵۲۴۰۰+ ۱
۳
]

= ۶۵۲۴۰۰

بیش ترین پس می شود ۶۵۲۴۰۰ با برابر (۱) مقدار z = ۴۶۷ و y = ۴۶۶ ،x = ۴۶۶ براي دیگر طرف از
است. ۶۵۲۴۰۰ آن مقدار

ایران۲ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۳۹۹ ریاضی، المپیاد دورة هشتمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

دوم. حل راه
یکی حداقل کنید فرض است. x اعشاري جزء {x} که x = [x]+{x} بنویسیم می توانیم مثبت x هر براي
x + y + z که آن جا از .۰ ≤ {x} < ۱ که است واضح [x] تعریف طبق نباشد. صحیح z و y ،x اعداد از
رابطۀ است.) ۳ از کم تر و طبیعی عددي (زیرا باشد. ۲ یا ۱ باید z و y ،x اعشاري جزء مجموع است صحیح

نوشت زیر شکل به می توان را (۱)

f(x, y, z) = [x][y] + [y][z] + [z][x] + [x]{y}+ [y]{z}+ [z]{x}

تعریف حال دارد. متغیر سه بین را مقدار بیش ترین x کرد فرض می توان مسئله کلیت از کاسته شدن بدون
می کنیم

a = [x], b = [y], c = [z] + {x}+ {y}+ {z}

مقدار روي حالت بندي با .a + b + c = ۱۳۹۹ طوري که به هستند صحیح عدد سه c و b ،a کنید دقت
.f(x, y, z) ≤ f(a, b, c) می دهیم نشان {x}+ {y}+ {z}

.{x}+ {y}+ {z} = ۱ اول. حالت
که می دهد نتیجه این .c = [z] + ۱ پس

f(a, b, c) = [x][y] + [y][z] + [z][x] + [x] + [y] (۴)

داریم دیگر طرف از

[x]{y}+ [y]{z}+ [z]{x} ≤ [x]
(
{y}+ {z}+ {x}
︸ ︷︷ ︸

=۱

)
≤ [x] + [y]

=⇒ f(x, y, z) ≤ [x][y] + [y][z] + [z][x] + [x] + [y]
(۴)
= f(a, b, c)

.{x}+ {y}+ {z} = ۲ دوم. حالت
می دهد نتیجه این و c = [z] + ۲ که کنید دقت است. قبل حالت مشابه اثبات

f(a, b, c) = [x][y] + [y][z] + [z][x] + ۲[x] + ۲[y] (۵)

داریم دیگر طرف از

[x]{y}+ [y]{z}+ [z]{x} ≤ [x]
(
{y}+ {z}+ {x}
︸ ︷︷ ︸

=۲

)
≤ ۲[x] + ۲[y]

=⇒ f(x, y, z) ≤ [x][y] + [y][z] + [z][x] + ۲[x] + ۲[y] (۵)
= f(a, b, c)

،x کنیم فرض می توانیم (۱) مقدار بیش ترین یافتن براي نتیجه در می شود. ثابت ادعا حالت دو هر در پس

ایران۳ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۳۹۹ ریاضی، المپیاد دورة هشتمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

می آید به دست ،x− y ≥ ۲ اگر هستند. صحیح اعدادي z و y

f(x− ۱, y + ۱, z) = (x− ۱)(y + ۱) + (y + ۱)z + z(x− ۱) = xy + x− y − ۱+ yz + zx

حداکثر متغیر دو هر اختلاف که می افتد اتفاق زمانی مقدار بیش ترین پس است. بزرگ تر f(x, y, z) از که
جایگشت هاي و z = ۴۶۶ و y = ۴۶۶ ،x = ۴۶۷ ممکن حالت تنها که دید می توان سادگی به باشد. ۱

است. ۶۵۲۴۰۰ با برابر مقدار بیش ترین نتیجه در است آن

ایران۴ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۳۹۹ ریاضی، المپیاد دورة هشتمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

A نقاط در را ω۱ و می گذرد O۱ نقطۀ از O۲ مرکز به ω۲ دایرة است. مفروض O۱ مرکز به ω۱ دایرة .۳
O۲ و O۱ از که دایره اي می نامیم. ℓ را است مماس ω۱ بر و می گذرد A از که خطی می کند. قطع B و
به نسبت P قرینۀ کنید ثابت می کند. قطع P در دوم بار براي را ω۲ دارد، قرار ℓ روي آن مرکز و می گذرد

دارد. قرار ω۱ روي ℓ

اول. حل راه

O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲O۲

AAAAAAAAAAAAAAAAA

O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱O۱

BBBBBBBBBBBBBBBBB

PPPPPPPPPPPPPPPPP

CCCCCCCCCCCCCCCCC

QQQQQQQQQQQQQQQQQ

ℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓℓ

ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۱ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲ω۲

قرار AO۱ روي C ،AO۱ ⊥ ℓ که آن جا از می نامیم. C و Q را ℓ خط به نسبت O۱ و P نقاط قرینۀ
دهیم نشان اگر می گذرد. آن مرکز از ℓ خط زیرا دارد قرار PO۲O۱ محیطی دایرة روي C همچنین دارد
O۲P = O۲O۱ که آن جا از است. سوال حکم همان که O۱A = O۱Q می شود نتیجه آن گاه CA = CP

طرف یک از O۲ نقطۀ می نامیم. ω را PCA مثلث محیطی دایرة .∠PCO۲ = ∠O۱CO۲ می شود نتیجه
باید O۲ آن گاه CA ̸= CP اگر دارد، قرار PA عمودمنصف روي دیگر طرف از و ∠PCA نیمساز روي
که است محاطی CPO۲A چهارضلعی یعنی باشد نیست) C راس شامل که (کمانی ω از >PA کمان وسط
بوده غلط خلف فرض پس دارد. قرار CPO۲ محیطی دایرة داخل و است CO۱ وسط A زیرا ندارد امکان

می دهد. نتیجه را حکم که CP = CA باشیم داشته باید و

ایران۵ ریاضی المپیاد وبگاه
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دوم. حل راه
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سوال شرط طبق می نامیم. C را PO۱O۲ مثلث محیطی دایرة مرکز و Q را ℓ خط به نسبت P نقطۀ قرینۀ
از PQ پاره خط عمودمنصف زیرا دارد قرار PO۱O۲ مثلث محیطی دایرة روي Q پس می گذرد C از ℓ خط
کنید دقت می نامیم. M را O۱Q بر C از وارد عمود پاي و D را ℓ بر O۲ از وارد عمود پاي می گذرد. C
نتیجه O۲O۱ = O۲P و CO۱ = CP که آن جا از است. ∠QCO۱ نیم ساز CM و QO۱ وسط M که

می دهد نتیجه که CD ⊥ PQ و CO۲ ⊥ PO۱ پس است. PO۱ پاره خط عمودمنصف CO۲ می شود

∠DCO۲ = ∠QPO۱ =
۱
۲∠QCO۱ = ∠MCO۱

نیز همنهشت مثلث دو این CO۱ = CO۲ که آن جا از و هستند متشابه DCO۲ و MCO۱ مثلث دو پس
وسط N که کنید دقت می نامیم. N را AO۱ بر O۲ از وارد عمود پاي .DO۲ = MO۱ نتیجه در هستند،
DANO۲ چهارضلعی که است واضح دیگر طرف از است. متساوي الساقین AO۲O۱ مثلث زیرا است AO۱

پس است مستطیل

۱
۲AO۱ = AN = DO۲ = MO۱ =

۱
۲QO۱ =⇒ AO۱ = QO۱

می شود. ثابت حکم و دارد قرار ω۱ روي Q می دهد نتیجه که

ایران۶ ریاضی المپیاد وبگاه
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سوم. حل راه

ℓ
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ω

O۱O۲ با موازي خطی A از می نامیم. ω را دارد قرار ℓ روي آن مرکز و می گذرد O۲ و O۱ از که دایره اي
را ℓ تا می کنیم رسم را ADO۲ مثلث محیطی دایرة سپس کند، قطع D نقطۀ در را ω۱ تا می کنیم رسم
AD توازي از است. DO۱O۲ مثلث محیطی دایرة مرکز C که می کنیم ادعا کند. قطع C در دوم بار براي

می شود نتیجه O۲A = O۲O۱ تساوي و O۱O۲ و

∠DAO۱ = ∠AO۱O۲ = ∠O۲AO۱ (۱)

∠O۲AD خارجی نیم ساز ℓ می شود نتیجه ℓ ⊥ AO۱ که آن جا از و است ∠O۲AD نیم ساز AO۱ پس
دهیم نشان اگر حال .CD = CO۲ می شود نتیجه هم این از O۲AD<باشد. کمان وسط باید C پس است

که کنید دقت می شود. ثابت ادعا ∠O۲CD = ۳۶۰◦ − ۲∠O۲O۱D

∠O۲CD = ∠O۲AD = ∠DAO۱ + ∠O۲AO۱
(۱)
= ۲∠DAO۱ (۲)

و

∠O۲O۱D = ∠O۲O۱A+∠AO۱D = ∠DAO۱+ ۱۸۰◦− ۲∠DAO۱ = ۱۸۰◦−∠DAO۱ (۳)

آن جا از می شود. ثابت ادعا و ∠O۲CD = ۳۶۰◦−۲∠O۲O۱D که می شود نتیجه (۳) و (۲) تساوي دو از
قرینۀ دارد. قرار ω روي نیز D یعنی این و باشد ω مرکز باید C دارد، قرار ℓ روي C و CO۱ = CO۲ که
همچنین دارد، قرار ω روي Q می شود نتیجه دوم حل راه مانند می نامیم. Q را ℓ خط به نسبت P نقطۀ

ایران۷ ریاضی المپیاد وبگاه
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داریم پس .PQ ⊥ CA و PO۱ ⊥ CO۲

∠QPO۱ = ۱۸۰◦ − ∠ACO۲ = ∠ADO۲ = ∠DO۲O۱ = ∠DPO۱

می شود. ثابت حکم و دارد قرار ω۱ روي Q پس O۱D = O۱Q می دهد نتیجه تساوي این

ایران۸ ریاضی المپیاد وبگاه
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طوري که دارد قرار ω۲ روي Y نقطۀ و ω۱ روي X نقطۀ دارند. تقاطع B و A نقاط در ω۲ و ω۱ دایرة دو .۴
به را Y و X به نسبت B قرینۀ اگر است. A از نزدیک تر B به XY خط و است مماس دایره دو بر XY

کنید ثابت بنامیم، D و C ترتیب
∠CAD < ۹۰◦

حل. راه

AAAAAAAAAAAAAAAAA
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ω۱ به نسبت M قوت طبق کند. قطع N و M در ترتیب به را CD و XY خطوط AB خط کنید فرض
داریم ω۲ و

MX۲ = MB ·MA = MY ۲ =⇒ MX = MY

طبق است XY پاره خط وسط M که آن جا از .XY ∥ CD داریم تالس قضیۀ عکس طبق دیگر طرف از
است کافی ∠CAD < ۹۰◦ دادن نشان براي است. CD پاره خط وسط نیز N می شود نتیجه تالس قضیۀ
نتیجه تالس قضیۀ از .NA > NC معادلاً یا دارد قرار CD قطر به دایرة از خارج A نقطۀ کنیم ثابت

می شود
NA = NM +MA = MB +MA, NC = ۲MX

نامساوي و ω۱ دایرة به نسبت M قوت از استفاده با .MB + MA > ۲MX دهیم نشان باید پس
داریم حسابی-هندسی

MX۲ = MB ·MA ≤

(
MB +MA

۲
)۲

=⇒ MB +MA ≥ ۲MX

این جا در اما MB = MA که می دهد رخ زمانی تنها حسابی-هندسی نامساوي تساوي که کنید دقت
می شود. ثابت حکم و بیفتد اتفاق نمی تواند تساوي حالت پس MA > MB که است واضح

ایران۹ ریاضی المپیاد وبگاه
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طبیعی nهاي تمام باشد. کامل مربع ab + ۱ گاه هر گوییم مربع ساز را طبیعی اعداد از (a, b) دوتایی .۵
کرد. افراز مربع ساز دوتایی هاي به بتوان را {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعۀ که بیابید را

حل. راه
است. زوج nهاي مسئله، جواب

کرد. افراز مربع ساز جفت هاي به را {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعۀ می توان باشد زوج n اگر می دهیم نشان ابتدا
و (۴k + ۲, ۴k + ۴) زوج دو ،۰ ≤ k ≤ m − ۱ صحیح عدد هر براي اکنون .n = ۲m می کنیم فرض
هر و می کنند افراز را {۱, ۲, . . . , ۲n} اعداد زوج ها، این مجموعۀ بگیرید. نظر در را (۴k + ۱, ۴k + ۳)

زیرا است مربع ساز نیز زوج

(۴k + ۲)(۴k + ۴) + ۱ = (۴k + ۳)۲, (۴k + ۱)(۴k + ۳) + ۱ = (۴k + ۲)۲

افراز مربع ساز دوتایی هاي به را {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعۀ نمی توان باشد فرد n اگر می دهیم نشان حال
کرد.

دوتایی یک (a, b) اگر صورت این در باشد. ۲ با برابر ۴ بر آن باقی ماندة که باشد عددي a کنید فرض
مثلاً است. فرد c پس است زوج a که آن جا از .ab+ ۱ = c۲ که دارد وجود c صحیح عدد باشد، مربع ساز

نتیجه در است. صحیح عددي d که c = ۲d+ ۱ کنید فرض

ab = c۲ − ۱ = (۲d+ ۱)۲ − ۱ = ۴d۲ + ۴d = ۴d(d+ ۱)

دارد، ۲ عامل یک تنها a چون و است بخش پذیر ۸ بر ab پس است زوج همواره d(d+ ۱) عدد که آن جا از
باشد. بخش پذیر ۴ بر باید b

می توانند بخش پذیرند، ۴ بر که اعدادي با تنها دارند ۲ باقی ماندة ۴ بر که اعدادي که دادیم نشان بنابراین
اعداد بین در که کنید توجه .n = ۲m + ۱ می کنیم فرض حال دهند. تشکیل مربع ساز دوتایی
هستند عدد m تعداد حالی که در دارند ۲ باقی ماندة ۴ بر که هستند عدد m + ۱ تعداد {۱, ۲, . . . , ۲n}

کرد. افراز مربع ساز دوتایی هاي به را {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعۀ نمی توان بنابراین بخش پذیرند. ۴ بر که

ایران۱۰ ریاضی المپیاد وبگاه
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،۱ ،۰ اعداد از یکی آن ها از یک هر روي می خواهیم کرده ایم. تقسیم مساوي قطاع ۲n به را دایره اي .۶
طوري که به بنویسیم را n− ۱ ،. . .

۱

۰ ۰

۱۲
۲

۳ ۳
۴

۴ شود. استفاده بار دو دقیقاً عدد هر •

شمارة با قطاع دو هر بین ،۰ ≤ i ≤ n− ۱ که i طبیعی عدد هر براي •
باشد. داشته وجود دیگر قطاع i دقیقاً طرف، یک از ،i

است. شده انجام n = ۵ براي کار این روبه رو شکل در
نیست. امکان پذیر کار این n = ۱۳۹۹ براي کنید ثابت

اول. حل راه
از قطر یک می گیریم. نظر در را مطلوب حالت یک و خلف) (برهان باشد امکان پذیر کار این می کنیم فرض
عدد هر براي ابتدا باشند. داشته قرار قطر آن طرف دو در i شمارة با قطاع دو اگر می نامیم i-خوب را دایره

می کنیم. محاسبه را i-خوب قطرهاي تعداد ،۰ ≤ i ≤ ۱۳۹۸ که i طبیعی
هر و هستند ۱-خوب BD و AC قطر دو مقابل شکل در مثال عنوان به

۱

۰ ۰

۱۲
۲

۳ ۳
۴

۴
A

B

C

D

قرار قطر آن طرف یک در ۱ شمارة با قطاع دو بگیریم، نظر در را دیگري قطر
وجود دایره از کمان دو i شمارة با قطاع دو هر بین که کنید دقت می گیرند.
متفاوت کمان دو در آن سر دو اگر تنها و اگر است i-خوب قطر یک و دارد
شامل کمان دو این از یکی سوال شرط طبق همچنین باشند. داشته قرار
دو نشان دهندة نارنجی و سبز کمان هاي مقابل شکل در است. قطاع i دقیقاً

قطاع i شامل که کمانی آن است. قطاع ۱ شامل نارنجی رنگ کمان و هستند ۱ شمارة با قطاع دو بین کمان
در دیگرش سر باشد، کمان این در سرش یک که قطري هر ،i < ۱۳۹۹ که آن جا از بگیرید. نظر در را است
i-خوب قطرهاي همۀ سر یک نتیجه در دارد. وجود قطاع ۱۳۹۹ قطر هر طرف دو در زیرا است دوم کمان
عدد یک x که (x,D) دوتایی هاي تعداد حال است. i+ ۱ با برابر آن ها تعداد پس دارد قرار کمان این در
قطر x + ۱ ،x هر براي که آن جا از می نامیم. S را است x-خوب قطر یک D و ۱۳۹۸ تا ۱ از طبیعی

می شود نتیجه داریم x-خوب

S = (۰+ ۱) + (۱+ ۱) + (۲+ ۱) + · · ·+ (۱۳۹۸+ ۱) = ۱۳۹۹× ۷۰۰

۱۳۹۹ قطر این طرف هر در می گیریم. نظر در دلخواه به را D قطر دیگر طرف از است. زوج عددي S پس
اشغال را قطاع زوج تعداد دارند قرار D طرف یک در و دارند یکسان شمارة که قطاع هایی دارد. وجود قطاع
می دهد نتیجه این دارد. قرار قطر دیگر طرف در نظیرشان که می ماند باقی قطاع فرد تعداد پس می کنند،
که آن جا از است. فرد دارند قرار D طرف دو در x شمارة با قطاع دو که xهایی تعداد ،D قطر هر براي
فرض پس است. تناقض که باشد فرد باید S می شود نتیجه است فرد عددي و ۱۳۹۹ قطرها کل تعداد

می شود. اثبات حکم و بوده غلط خلف
است ۳ یا ۲ با برابر ۴ بر آن ها باقی ماندة که nهایی براي کار این که داد نشان می توان مشابه طور به نکته.

است؟ امکان پذیر دارند ۱ یا ۰ باقی ماندة ۴ بر که nهایی همۀ براي کار این آیا نیست. امکان پذیر

ایران۱۱ ریاضی المپیاد وبگاه
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۱۳۹۹ ریاضی، المپیاد دورة هشتمین و سی دوم مرحلۀ حل هاي راه و سوالات

دوم. حل راه
حالت یک حداقل n براي کنید فرض می کنیم. حل n دلخواه طبیعی عدد براي و کلی حالت در را مسئله
متوالی طور به را ۲n − ۱ تا ۰ اعداد قطاع ۲n به باشد. داشته وجود کند، برآورده را سوال فرض هاي که
bi و ai اعداد i شمارة با قطاع دو به ،۰ ≤ i ≤ n− ۱ که طبیعی i هر براي کنید فرض می دهیم. نسبت

می شود نتیجه سوال فرض از باشیم. داده نسبت را

ai − bi
۲n
≡ ±(i+ ۱) =⇒ ai − bi

۲
≡ i+ ۱

داریم پس ai + bi
۲
≡ ai − bi که کنید دقت

i+ ۱ ۲
≡ ai − bi

۲
≡ ai + bi (۱)

می شود نتیجه کنیم جمع هم با را (۱) رابطۀ طرف دو n− ۱ تا ۰ از طبیعی iهاي همۀ براي اگر

n−۱∑

i=۰
(i+ ۱) ۲

≡

n−۱∑

i=۰
(ai + bi) =

۲n−۱∑

i=۰
i

=⇒
n(n+ ۱)

۲
۲
≡ n(۲n− ۱)

=⇒ n(n+ ۱) ۴
≡ ۲n(۲n− ۱)

=⇒ ۳n(n− ۱) ۴
≡ ۰

حکم که است ۳ با برابر ۴ بر ۱۳۹۹ باقی ماندة می دانیم اما باشد ۱ یا ۰ با برابر باید ۴ بر n باقی ماندة پس
می دهد. نتیجه را سوال

ایران۱۲ ریاضی المپیاد وبگاه
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 نبايد در آن چيزي نوشته شود اين قسمت محل سرنويس است و

معاونت دانش 
ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

ای پرتوی نوری به داخل مستطیل فرض کنید سطح داخلی چهار ضلع یک مستطیل از جنس آینه باشد. از یکی از نقاط گوشه -1
و پیش از آن به هیچ یک از رئوس نرسیده  ایم. این پرتو بعد از چند بار انعکاس به رأس غیرمجاور رأس اول رسیده استتابانده
)توجه داشته باشید که هر گاه پرتوی نور به ضلعی  . ثابت کنید پرتوی نور پیش از این لحظه از مرکز مستطیل گذشته است.است

 (د.نشود که زاویة تابش و زاویة بازتابش برابر باشکند طوری منعکس میبرخورد می
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش 
ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

ܤ𝐴) متساوی الساقین ܥܤ𝐴مثلث  -2 = 𝐴ع  ܼو  ܻقرار دارد. نقاط  ܥܤروی ضلع  ܺاست و نقطه دلخواه  (ܥǈبه ترتیب روی اض 𝐴و  ܤ𝐴ܤܻܺ∠قرار دارند به طوریکه  ܥ =  𝐴ܶقطع کند. ثابت کنید  ܶرا در  ܼܺرسم می کنیم تا  ܼܻموازی با  ܤ. از ܥܼܺ∠
 است. 𝐴نیمساز زاویة 
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش 
ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 
𝑛فرض کنید  -3 > ,1ݔی زیر جوابی ندارد که در آن  . ثابت کنید معادله2 … , 2(௡ݔ⋯1ݔ) باشند. 1اعداد طبیعی بزرگتر از  ௡ݔ = 1ݔ

3 +⋯+ ௡3ݔ  
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 چيزي نوشته شوداين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن 
معاونت دانش  
 پژوهان جوان 

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

  تا  کنیم می  رسم AC با موازی   D  از . دارند  قرار  AB متفاوت   طرف دو  و   دایره  روی  D  و  C نقاط . است مفروض  AB قطر  به  ایدایره   -4
AB در را  E از و  کند   قطع C  با موازی AD  تا  کنیم می  رسم AB در  را F  نقاط. کند  قطع  A، B، C  و D  نقاط که هستند  ایگونه به E  و  

F از وارد   عمود. شوند  ایجاد  دایره   درون E بر  AB، BD در  را X  از  وارد عمود  و F بر AB، BC در  را Y کند می   قطع. 

 .است CD خط پاره  طول برابر  دو   AXY مثلث محیط  اندازة  کنید  ثابت
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

معاونت دانش 
ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 
+1ای چندجمله -5  .دهند. ابتدا نوبت روزبه استرا انجام میبه نوبت این بازی روی تخته نوشته شده است. روزبه و کیوان  1398ݔ

0کن در نوبت خود یک عدد صحیح هر بازی ≤ ݇ ≤ هر کند. میجمع  ௞ݔای روی تخته را با کند و چندجملهمیانتخاب  1398
منفی  ݔای روی تخته به ازای آن موجود باشد که چندجمله ݔپس از اینکه کیوان حرکت خود را انجام داد اگر عدد حقیقی بار 

روزبه هرطور یابد. ثابت کنید شود. در غیر این صورت بازی ادامه میبازد و بازی تمام میشود و کیوان میبشود، روزبه برنده می
 گاه نبازد.هیچتواند به نحوی بازی کند که کیوان میبازی کند 
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 نوشته شوداين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي 

معاونت دانش 
ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 سازنهینقاط قر از نقاط جدول را به عنوان. دو نقطه دیریدر نظر بگ ، با فواصل برابر،ییتا ۸ فیرد ۷نقطه در  ۵6با  یجدول -6
 ةکه نقط ی. در صورتدیکن نهیقر سازنهیاز نقاط قر یکیو آن را نسبت به  دیریاز جدول را در نظر بگ یانقطه کنیم؛مشخص می

 کیدر را  میرسیها مکار به آن نیکه با ا ی. نقاطدیتکرار را ادامه ده نیو ا دیکار را تکرار کن نیجدول بود ا نقاطاز  یکی دیجد
ها چند تا تعداد دسته شود.مقدار ممکن  نیترکمها ایم که تعداد دستهساز را طوری انتخاب کردهنقاط قرینه. دهیممیدسته قرار 

ساز با دو ستاره مشخص شده های ممکن برای نقاط قرینهو یکی از انتخاب ها هستندنقطه همان تقاطع ۵6)در شکل زیر، است؟ 
 (است.
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 بسمه تعالی 
 

 ۱۳۹۸المپیاد ریاضی سال  سی و هفتمین  सی यحله دوم  حل سوال صورت و راه 
در سراسر کشور و با   1398اردیبهشت  13و  12المپیاد ریاضی کشور در تاریخ   هفتمینآزمون مرحله دوم سی و 

به    کنندگان در دو روز و در هر روز آموزان پذیرفته شده در آزمون مرحله اول برگزار گردید. شرکت شرکت دانش 
 .گفتند  پاسخ تشریحی  ال ؤمدت چهار ساعت و نیم به سه س 

  های حل   راه  اǇتؤهاست. Ǉزم به ذکر است که س ل آن اǇت آزمون به همراه راه ح سؤ  شامل   رو،  پیش    یه دفترچ
  از   آزمون   اǇتسؤ  برای   صحیحی  حل   راه   هر   که   است   طبیعی.  اند نشده   ذکر   دفترچه   این   در   که   دارند   هم   دیگری 
 .باشد  نیامده دفترچه  این  در  اگرچه شودمی  پذیرفته  کنندگانشرکت

بندی ها آمده باشد که از نظر بارم حل   ها ممکن است توضیحاتی در راهحل   این راه  آموزشی   یه با توجه به جنب
بندی تصحیح ضروری است به  تصحیح ضروری نباشد و همچنین ممکن است بعضی توضیحاتی که بر اساس بارم 

 ها نیامده باشند.در این راه حل  نویسیخǈصه دلیل 
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ای پرتوی نوری به  جنس آینه باشد. از یکی از نقاط گوشه فرض کنید سطح داخلی چهار ضلع یک مستطیل از . 1
ایم. این پرتو بعد از چند بار انعکاس به رأس غیرمجاور رأس اول رسیده است و پیش از آن  داخل مستطیل تابانده

به هیچ یک از رئوس نرسیده است. ثابت کنید پرتوی نور پیش از این لحظه از مرکز مستطیل گذشته است. )توجه  
شود که زاویة تابش و زاویة بازتابش  کند طوری منعکس می ه باشید که هر گاه پرتوی نور به ضلعی برخورد می داشت

 برابر باشند.(

 
 راه حل: 

 ( های یک خط نسبت به اضǈع مستطیل با هم موازی هستند.)چرا؟( انعکاس یافته1گزاره 
 (ا آن خط است.)چرا؟( انعکاس انعکاس یک خط نسبت به اضǈع مستطیل موازی ب2گزاره 

 .نامیممی a کند راخطی که پرتو بر روی آن شروع به حرکت می
 .گیردشکل می b از انعکاس آن نسبت به یکی از اضǈع مستطیل خط

گیرد. چرا که از دو راس ابتدایی و انتهایی مستطیل خطی بکشیم، این خطوط تماما خارج مستطیل قرار می b اگر موازی با خط 
 .است و داخل مستطیل است a شان نسبت به اضǈع موازی خطهقرین

 .است a نیست و موازی b شود موازیپس خط انتهایی که از راس مستطیل خارج می
  aبه راس انتهایی برسد. اگر در ابتدا از هر دو راس شروع و پایان پرتویی موازی خط   tحال فرض کنید پرتو با سرعت ثابت در لحظه  

 t/2ها یکسان است. حال لحظه  طبق تقارن شکل در هر لحظه فاصله طولی و عرضی هر دو پرتو نسبت به مبداهای آنشد،  تابیده می
را در نظر بگیرید. در این لحظه هر دو پرتو بر روی یک دیگر قرار دارند)چرا؟(. و چون فاصله عرضی و طولی یکسانی نسبت به مبداهای  

 ت. پس پرتو از مرکز مستطیل عبور پیدا می کند. خود دارند پس آن نقطه مرکز مستطیل اس
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𝐴𝐵متساوی الساقین )   𝐴𝐵𝐶مثلث  .  2 = 𝐴𝐶  روی ضلع    ܺ( است و نقطه دلخواه𝐵𝐶    ܼو    ܻقرار دارد. نقاط 
𝐵ܻܺ∠قرار دارند به طوریکه   𝐴𝐶و  𝐴𝐵به ترتیب روی اضǈع  = ∠ܼܺ𝐶 از .𝐵    رسم می کنیم    ܼܻموازی با

 است. 𝐴نیمساز زاویة   𝐴ܶقطع کند. ثابت کنید  ܶرا در   ܼܺتا  

 
 راه حل: 

△می نامیم. دقت کنید   ܭرا  ܻܺو   𝐵ܶمحل برخورد  ܻܺ𝐵 ∼△ ܼܺ𝐶ܻܭܭܺ . طبق تالس می توان نوشت = ܼܺܶܶ 

𝐶ܺܶ∠ دو نقطه متناظر در دو مثلث متشابه اند در نتیجه  ܶو   ܭپس   = 𝐵ܺܭ∠ = ∠ܶ𝐵ܺ ⟹ ܶ𝐵 = ܶ𝐶 

منطبق اند و   𝐴∠و نیمساز  𝐵𝐶قرار دارد و از آن جا که مثلث متساوی الساقین است عمودمنصف  𝐵𝐶روی عمود منصف   ܶپس  
 حکم نتیجه می شود.  
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݊فرض کنید  . 3 > ,1ݔی زیر جوابی ندارد که در آن   . ثابت کنید معادله 2 … ,   1اعداد طبیعی بزرگتر از   ௡ݔ
1ݔ) باشند.  ⋯ ௡)2ݔ = 1ݔ

3 + ⋯ + ௡3ݔ  

 

 
 راه حل: 

,1فرض کنید   ,
n

x x    1جوابی از معادله باشد که
i
x 1کنیم  . بدون کم شدن از کلیت فرض می 2 n

x x x  . 
2دقت کنید از آنجا که سمت چپ بر 

n
x پذیر است و در نتیجهپذیر است پس سمت راست نیز بخشبخش 

2 3 3

1 1|
n n
x x x −+ +  

 پس 
2 3 3

1 1n n
x xx − + +   (1)                         

 از طرفی
2 3 3 3

1 1( )
n n n
xx x x nx+ = +  

 دهد که نتیجه می
2 2

1 1n

n

x
x

n

x − 

 شود( نتیجه می1اکنون از نامساوی )
4

3 3 1 1
1 1 2

4

n

n

x
x

x
x

n

−
−+ +  

 پس 

2

4

1

4
3 1

1( 1) n

n

x x
n x

n

−
−−  

 دهد که نتیجه می
2

1 2 1

4 4 ( 1)
n n

x xx n n− −  − 
2از طرفی چون 

i
x  شودپس نتیجه می 

4 7 2(2 1)n
n n

−  −  
2nولی این نامساوی برای هر    کند. غلط است. این تناقض حکم مورد نظر مسأله را ثابت می 
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موازی با   ܦقرار دارند. از  𝐴𝐵روی دایره و دو طرف متفاوت   ܦو   𝐶مفروض است. نقاط   𝐴𝐵ای به قطر  دایره . ۴ 𝐴𝐶  کنیم تا  رسم می𝐴𝐵   قطع کند و از   ܧرا در𝐶    موازی با𝐴کنیم تا  رسم می  ܦ𝐴𝐵   قطع کند. نقاط   ܨرا در 𝐴  ،𝐵 ،𝐶   بر ܧدرون دایره ایجاد شوند. عمود وارد از   ܨو   ܧای هستند که نقاط گونه به  ܦو  𝐴𝐵 ،𝐵ܺرا در   ܦ  
 کند.قطع می  ܻرا در   𝐴𝐵  ،𝐵𝐶بر   ܨو عمود وارد از  

 است. ܦ𝐶خط دو برابر طول پاره  𝐴ܻܺثابت کنید اندازة محیط مثلث 

 راه حل: 

 
 

𝐴𝐶ܻ∠جا که  نامیم. از آن می  ܰرا    𝐴ܻو وسط    ܯرا    𝐴ܺوسط   = ∠𝐴ܻܨ = روی یک دایره به    ܻ ,ܨ ,𝐶, 𝐴چهار نقطه    90°
𝐴𝐶ܰ∠ مرکز آن دایره است. در نتیجه ܰقرار دارند پس   𝐴ܻقطر  = 90° − ∠𝐶ܨ𝐴 = 90° − ܦ𝐴ܨ∠ = ∠𝐴𝐵ܦ = ∠𝐴𝐶ܦ 

ܰܯ2قرار دارد. دقت کنید که طبق قضیه تالس    ܦ𝐶نیز روی    ܯقرار دارد و به طور مشابه    ܦ𝐶روی    ܰپس   = که نتیجه   ܻܺ
ܦ2𝐶 دهد می = 2𝐶ܰ + ܯ2ܰ + ܦܯ2 = 2𝐴ܰ + ܻܺ + 2𝐴ܯ = 𝐴ܻ + ܻܺ + 𝐴ܺ = (𝐴ܻܺ محیط) 

  که همان حکم سوال است.
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1ای  چندجمله .  ۵ + دهند. ابتدا روی تخته نوشته شده است. روزبه و کیوان به نوبت این بازی را انجام می   1398ݔ
0کن در نوبت خود یک عدد صحیح  نوبت روزبه است. هر بازی  ≤ ݇ ≤ ای  کند و چندجملهانتخاب می   1398

موجود    ݔقیقی  کند. هر بار پس از اینکه کیوان حرکت خود را انجام داد اگر عدد حجمع می   ௞ݔروی تخته را با  
بازد و بازی تمام  شود و کیوان می منفی بشود، روزبه برنده می   ݔای روی تخته به ازای آن  باشد که چندجمله

تواند به نحوی بازی  یابد. ثابت کنید روزبه هرطور بازی کند کیوان می شود. در غیر این صورت بازی ادامه می می 
 گاه نبازد.کند که هیچ 

 
 راه حل: 
2دهیم  قرار می 1398n تواند طوری بازی کند که در هر مرحله یکی  می  Bکنیم  نامیم. ثابت میمی  Bو    Aها را  کنو بازی  =

2nو   1از 
x  گاه نبازد.هیچرا اضافه کند و 

0: برای هر  1لم  2k n   صحیح و برای هرx   ،2حقیقی 0(1 )
2 2

k nk k
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n n
− + + . 

0xاثبات لم: برای     و نیز برایk  زوج واضح است. برایk شود.هندسی نتیجه می- فرد از نامساوی حسابی 
 

1جمÔت    Aمرحله گذشته است و    tحال فرض کنید تا کنون   , , t
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x x    را اضافه کرده است و فرض کنیدB    تا کنونa    بار
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−  +  گاه  آنB  کند  را اضافه می  1ی  جمله

2nو    1ی  به دلخواه یکی از دو جمله  Bکدام از این دو اتفاق نیفتاد  و اگر هیچ
x  کند. توجه کنید که هر دو نامساوی  را اضافه می

نمی نامساویفوق  زیرا مجموع سمت چپ  بیفتند  اتفاق  برابر  توانند همزمان  1tها  ولی چون    + aاست  b t+ مجموع سمت    =
2tها برابر  راست   است. +
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ای حداقل  ، ضریب ثابت چندجمله Bطبق روش فوق بازی کند، بعد از هر نوبت    B: اگر  2لم  
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0tکنیم. برای ثابت می  tاثبات لم: لم را با استقرا روی  ثابت شده باشد و فرض کنید    tواضح است. حال فرض کنید حکم برای   =
2nضریب ثابت و ضریب  
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همانطور که قبÔ اشاره شد حداکثر یکی از دو نامساوی  
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حالت اول:  
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  حالت دوم:
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 حالت سوم: هیچ یک از دو نامساوی فوق رخ ندهد. در این صورت به وضوح ادعا برقرار است.
 پذیرد. شود و اثبات لم پایان میپس گام استقرا ثابت می

 
 بازد. گاه نمیهیچ Bشود که نتیجه می 2و لم  1اکنون از لم 
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نقاط    از نقاط جدول را به عنوان. دو نقطه  د یریدر نظر بگ   یی، با فواصل برابر، تا  8  ف یرد  ۷نقطه در    ۵۶با    ی جدول.  ۶
  نه یقر  سازنه یاز نقاط قر   یکیو آن را نسبت به    د یریاز جدول را در نظر بگ   ی انقطه   کنیم؛ مشخص می   سازنه یقر
  ی . نقاطد یتکرار را ادامه ده  نیو ا  د یکار را تکرار کن  نیجدول بود ا   نقاط از    یکی  د یجد   ة که نقط   ی. در صورت د یکن

ایم که تعداد  ساز را طوری انتخاب کرده نقاط قرینه .  دهیممی دسته قرار    ک یدر  را   میرس ی ها مکار به آن   نیکه با ا
ها هستند و  نقطه همان تقاطع  ۵۶ها چند تا است؟ )در شکل زیر، شود. تعداد دسته مقدار ممکن  نیترکم ها دسته 

 ساز با دو ستاره مشخص شده است.(های ممکن برای نقاط قرینه یکی از انتخاب 
 

       
       
       
       
       
       

. 

 
 راه حل: 

این .  موریآدر یک شبکه انتخاب میشود را بدست  ساز  نقاط قرینهنسبت به    نقطهکه از قرینه کردن یک    هایینقطهخواهیم  ابتدا می
باشد را خط خوب ساز  نقاط قرینه  خط واصل  خط موازی گذرنده از یک نقطه که موازی.  کنیمگذاری میارزی نامها را کǈس همنقطه 

 . ن نقطه می نامیمآن نسبت به دو مرکز را قرینه خط خوب  آنامیم و قرینه ن نقطه میآ
 .)چرا؟(افتدن میآمرکز بر روی قرینه خط خوب  2قرینه هر نقطه نسبت به یکی از :  1 مل
آن و یا قرینه خط خوب  نقطه  ن  آیک نقطه تنها بر روی خط خوب    ،گیریم با قرینه کردن متوالیا توجه به لم ذکر شده نتیجه میب

 . دافتمی نقطه
نگاه دو مجموعه یکی  آدو نقطه، اشتراک داشته باشند،    یبرا  سازنقاط قرینهگر مجموعه تولیدی با اعمال قرینه کردن نسبت به  : ا2لم  

 .)چرا؟(اندبوده
پس کافیست برای هر دو مرکزی این تعداد را حساب  . تارزی اسهای همداد کǈس، برابر با تع هاتعداد دستهبا توجه به لم ذکر شده 
 . کنیم تا کمینه را بیابیم
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 بگیرید.  ݒساز را بردار و دوبرابر بردار بین نقاط قرینه ܱساز را یکی از نقاط قرینه
یا    ݒتوسط تعدادی انتقال با بردار    𝐴توان از  رسید، می  𝐵ساز بتوان به نقطه  کردن توسط نقاط قرینهبا قرینه  𝐴: اگر از نقطه  3لم    رسید.)در واقع ترکیب دو تقارن، یک انتقال است()چرا؟( 𝐵، به  ܱو سپس حداکثر یکبار قرینه نسبت به  ݒ−

حداقل   ݒست، مولفه افقی و عمودی آن زوج است. پس یکی از دو مولفه بردار  ساز ادوبرابر بردار واصل نقاط قرینه ݒحال از آنجا که  
شوند به طوری که اگر  گروه)چرا؟( تقسیم می 1۴، نقاط به حداقل  ݒ−و   ݒتوان گفت که با انتقال توسط بردار است. در نتیجه می  2

 ید.توان رسدونقطه در یک گروه باشند، از هریک به دیگری با تعداد انتقال می
 ، همگی در یک گروهند.)چرا؟(ܱ: قرینه نقاط یک گروه نسبت به ۴لم 

ساز در دو گروه مختلفند)چرا؟( توان گفت دونقطه قرینهگروه است یا حداکثر دو گروه. میارزی یا شامل یکدر نتیجه هر کǈس هم
ارزی را افتد. پس این دو گروه دو کǈس هموه می، در خود آن گرܱشدن نسبت به و قرینه نقاط هر یک ازین دو گروه پس از قرینه

ارزی داریم. در شکل زیر،  کǈس هم  8ارزی دیگر نیز، شامل حداکثر دو گروه است. در نتیجه حداقل  دهند. هر کǈس همتشکیل می
ساز، به همه نقاط  قرینه  است، توسط قرینه نسبت به نقاط ای که دورشان دایرهنقطه  8ساز هستند. با  دو دایره نارنجی نقاط قرینه

 است.  8توان رسید. پس جواب مسئله برابر با جدول می
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خدا نام به

ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحلۀ

نیم و ساعت چهار زمان: اول روز ۱۳۹۷ فروردین ۳۰ پنج شنبه،

مثلث محیطی دایره و قطر ها ست برخورد محل P نقطه (AB ∥ CD و BC = AD آن در (که ABCD متساوي الساقین ذوزنقه در .۱
کنید ثابت می کند. قطع Y در را AX ،BC با موازي و D از گذرا خط می کند. قطع X در را BC ،APB

∠Y DA = ۲× ∠Y CA

n اگر کنید ثابت می نویسیم. را آن ها دو به دوي اختلاف اعداد، این جاي به است. شده نوشته تخته روي متمایز حقیقی عدد n کنید فرض .۲
باشد. برابر هم با دسته دو اعداد مجموع که کرد تقسیم دسته دو به می توان را آمده به دست مثبت عدد

(

n

۲
)

باشد، فرد

طبیعی اعداد از s۱ < s۲ < · · · < sn و r۱ < r۲ < · · · < rn صعودي اکیداً دنباله دو و هستند طبیعی عدد دو a > k کنید فرض .۳
که هستند خاصیت این داراي

(ar۱ + k) (ar۲ + k) . . . (arn + k) = (as۱ + k) (as۲ + k) . . . (asn + k)

.ri = si داریم i هر ازاي به یعنی هستند، برابر دنباله دو این کنید ثابت

است. نمره ۱۵ سوال هر بارم
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خدا نام به

ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحلۀ

نیم و ساعت چهار زمان: دوم روز ۱۳۹۷ فروردین ۳۱ جمعه،

باشیم داشته x, y ∈ R هر براي که بیابید را f : R → R توابع همه .۴

f(x+ y)f(x۲ − xy + y۲) = x۳ + y۳

کلید، هر وضعیت تغییر با و است متصل لامپ چند یا یک به کلید هر می شوند؛ خاموش و روشن کلید ۵ با اداره اي اجتماعات سالن لامپ هاي .۵
همه ابتدا در اگر کنید ثابت است. متفاوت کلید، دو هر به متصل لامپ هاي مجموعه که می دانیم می کند. تغییر آن به متصل لامپ هاي وضعیت

می شود. روشن لامپ ۲ دست کم آن ها، همه وضعیت تغییر با که دارد وجود کلید ۳ باشند، خاموش لامپ ها

قطع B و A در به ترتیب را ω۲ و ω۱ و می گذرد P از که دل خواه خطی می کنند. قطع Q و P نقاط در را یک دیگر ω۲ و ω۱ دایره دو .۶
محل باشند. D و C بین F و E که طوري به کند قطع E و C در را ω۲ و F و D در را ω۱ تا می کنیم رسم AB با موازي خطی می کند.

می نامیم. R را CD به نسبت P قرینه و Y را BC و AF تقاطع محل ،X را AD و BE تقاطع

دارد. قرار XY روي R کنید ثابت الف)

است. ∠XPY زاویه نیم ساز PR کنید ثابت ب)

است. نمره ۱۵ سوال هر بارم
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

برخورد محل P نقطه (AB ∥ CD و BC = AD آن در (که ABCD متساوي الساقین ذوزنقه در .۱
AX ،BC با موازي و D از گذرا خط می کند. قطع X در را BC ،APB مثلث محیطی دایره و قطر ها ست

کنید ثابت می کند. قطع Y در را

∠Y DA = ۲× ∠Y CA

اول. راه حل
است. AD پاره خط امتداد از ناشی خط طرف دو در Y و C نقاط می کنیم: حل اضافه فرض این با را سوال

A
B

CD

P

X

Y

Y APD چهار ضلعی نتیجه در ∠Y DP = ∠CBP = ∠XAP می آید به دست Y D ∥ BC که آن جا از
داریم حالا است. محاطی نیز ABCD که کنید دقت هم چنین است محاطی

∠DY P = ∠DAP = ∠DAC = ∠DBC = ∠PDY

PY = PC می شود نتیجه رابطه دو این از .PD = PC که است واضح نیز دیگر طرف از PY = PD پس
می آید به دست نهایت در و

۲∠Y CA = ۲∠Y CP = ∠APY = ∠Y DA

شد. ثابت حکم پس

ایران۲ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

دوم. راه حل

A
B

CD

P

X

Y

داریم است. محاطی Y APD می شود ثابت اول راه حل مشابه

∠DAC = ∠DBC = ∠Y DP = ∠XAP = ∠XAC

می آید به دست PC = PD که آن جا از حالا دارد. قرار ∠Y AD خارجی نیم ساز روي C پس

∠ACD = ∠PCD =
۱
۲∠APD = ۹۰◦ − ۱

۲∠AYD

می دهد نتیجه که دارد را DY A مثلث در Y راس نظیر خارجی محاطی دایره مرکز خواص از تا دو C پس
۲∠Y CA = ∠Y DA داریم خارجی دایره محاطی مرکز خواص بنابر نهایت در است. منطبق نقطه آن بر

است. سوال حکم همان که

ایران۳ ریاضی المپیاد وبگاه
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سوم. راه حل

A B

CD

P

X

Y

M

که است واضح .AD = MD که می کنیم انتخاب گونه اي به D طرف از و Y D امتداد روي را M نقطه
است. محاطی AYMC چهار ضلعی دهیم نشان کافیست حکم اثبات براي پس ∠Y DA = ۲∠DMA

است. متوازي الاضلاع یک MCBD چهار ضلعی پس MD ∥ BC و MD = AD = BC که کنید دقت
می دهد. نتیجه را AYMC چهار ضلعی بودن محاطی که ∠DMC = ∠DBC = ∠XAP نتیجه در

ایران۴ ریاضی المپیاد وبگاه
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چهارم. راه حل

A B

CD

P

X

Y

T

می آید به دست CAX و CBP مثلث دو تشابه از می نامیم. T را BC و AD تقاطع نقطه

BP

AX
=

CB

CA
=

AD

CA
=⇒ AX · AD = CA · BP (۱)

داریم تالس قضیه طبق دیگر طرف از

AY

AX
=

AD

AT
=⇒ AX · AD = AT · AY (۲)

می آید به دست (۲) و (۱) روابط مقایسه از

AT · AY = CA · BP = CA · AP =⇒
AT

CA
=

AP

AY
(۳)

می شود نتیجه (۳) رابطه بنابر و ∠Y AC = ∠TAP پس ∠XAP = ∠DAC کردیم ثابت اول راه حل در
داریم نهایت در .△Y AC ∼ △PAT

∠Y CA = ∠ATP =
۱
۲∠ATX =

۱
۲∠Y DA

ایران۵ ریاضی المپیاد وبگاه
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دو به دوي اختلاف اعداد، این جاي به است. شده نوشته تخته روي متمایز حقیقی عدد n کنید فرض .۲
تقسیم دسته دو به می توان را آمده به دست مثبت عدد (n۲

) باشد، فرد n اگر کنید ثابت می نویسیم. را آن ها
باشد. برابر هم با دسته دو اعداد مجموع که کرد

اول. راه حل
i > j که ai−aj اختلاف است. فرد عددي n که باشند a۱ < a۲ < · · · < an شده داده اعداد کنید فرض
دسته در باشند داشته  متمایزي زوجیت j و i اگر و اول دسته در باشند داشته یکسانی زوجیت j و i اگر را
برابر هم با دوم دسته اعداد مجموع و اول دسته اعداد مجموع در ai ضریب می دهیم نشان می دهیم. قرار دوم
an−۱−ai, an−۳−ai, · · · , ai+۲−ai اختلاف هاي است). مشابه دیگر (حالت باشد زوج i کنید فرض است.
اعداد مجموع در ai ضریب پس هستند ai شامل اول دسته در ai − ai−۲, ai − ai−۴, · · · , ai − a۲ و

با است برابر اول دسته
i− ۲
۲ −

n− i− ۱
۲ =

۲i− n− ۱
۲

ai − ai−۱, ai − ai−۳, · · · , ai − a۱ و an − ai, an−۲ − ai, · · · , ai+۱ − ai اختلاف هاي مشابه طور به
با است برابر دوم دسته اعداد مجموع در ai ضریب پس هستند ai شامل دوم دسته در

i

۲ −
n− i+ ۱

۲ =
۲i− n− ۱

۲

می شود. ثابت حکم و است برابر دسته هر اعداد مجموع در ai ضریب پس

ایران۶ ریاضی المپیاد وبگاه
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دوم. راه حل
است بررسی قابل به راحتی حکم درستی (n = ۳) استقرا پایه براي می دهیم. نشان را حکم n روي استقرا با
اعداد کنید فرض می دهیم. نشان n+۲ براي را آن درستی و باشد درست n براي حکم می کنیم فرض پس
x۱, x۲, . . . , xn اعداد دو به دوي تفاضل هاي استقرا فرض طبق باشند. x۱ < x۲ < · · · < xn+۲ شده داده
باقی مانده تفاضل هاي براي را حکم کافیست فقط پس کنیم تقسیم برابر مجموع با دسته دو به می توانیم را

تفاضل هاي دهیم. نشان






xn+۲ − xn+۱, xn+۲ − xn, . . . , xn+۲ − xn+۳
۲

xn+۱ − x۱, xn+۱ − x۲, . . . , xn+۱ − xn+۱
۲

تفاضل هاي و اول دسته در را






xn+۲ − x۱, xn+۲ − x۲, . . . , xn+۲ − xn+۱
۲

xn+۱ − xn, xn+۱ − xn−۱, . . . , xn+۱ − xn+۳
۲

است برابر هم با دسته هر در اعداد مجموع که کرد بررسی می توان به راحتی می دهیم. قرار دوم دسته در را
شد. ثابت حکم پس

ایران۷ ریاضی المپیاد وبگاه
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سوم. راه حل
کردن افراز مثال هر است. فرد عددي n که باشند a۱ > a۲ > · · · > an شده داده اعداد کنید فرض
و A مجموعه دو به را −ai| ها aj| اعداد کنید فرض می کنیم. مدل n×n ماتریسی با را −ai| ها aj| اعداد
ستون و i ام سطر در آن گاه i < j که ai − aj ∈ A اگر بگیرید. نظر در n× n ماتریسی کرده ایم. افراز B
i هر براي باشد برقرار مسئله حکم این که براي حالا می نویسیم. B این صورت غیر در و می نویسیم A j ام

باشیم داشته باید

(i سطر در Aها −(تعداد (i ستون در Aها (تعداد = (i سطر در Bها −(تعداد (i ستون در Bها (تعداد

(اگر B را بقیه و می گذاریم A را چپ سمت خانه n−۱
۲ سطر هر در می سازیم. خاصیت این با ماتریس یک

:n = ۷ براي مثال می گذاریم). A را سطر آن خانه هاي همه داشت وجود خانه n−۱
۲ از کمتر

































× A A A B B B

× × A A A B B

× × × A A A B

× × × × A A A

× × × × × A A

× × × × × × A

× × × × × × ×

































دارا را شده بیان خاصیت می شوند ساخته شکل این به که ماتریس هایی که کرد بررسی می توان به راحتی
هستند.

کردیم. بیان را آن ها از یکی تنها ما که ساخت بسیاري مطلوب افراز هاي می توان روش این با نکته.

ایران۸ ریاضی المپیاد وبگاه
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و r۱ < r۲ < · · · < rn صعودي اکیداً دنباله دو و هستند طبیعی عدد دو a > k کنید فرض .۳
که هستند خاصیت این داراي طبیعی اعداد از s۱ < s۲ < · · · < sn

(ar۱ + k) (ar۲ + k) . . . (arn + k) = (as۱ + k) (as۲ + k) . . . (asn + k)

.ri = si داریم i هر ازاي به یعنی هستند، برابر دنباله دو این کنید ثابت
اول. راه حل

می کنیم فرض است. واضح حکم که (n = ۱) استقرا پایه براي می دهیم. نشان را حکم n روي استقرا با
عدد در p اول عدد توان بزرگترین می دهیم. نشان n براي را آن درستی و باشد درست n− ۱ براي حکم
.vp(a) > vp(k) که دارد وجود p مانند اول عددي a > k فرض بنابر می دهیم. نشان vp(x) با را x طبیعی

است: زیر شرح به است واضح نیز آن ها اثبات که vp تابع خواص از تا دو

.vp(xy) = vp(x) + vp(y) باشند طبیعی عدد دو y و x اگر •

.vp(x+ y) = vp(x) آن گاه vp(x) < vp(y) که باشند طبیعی عدد دو y و x اگر •

خاصیت دو این از استفاده با و می زنیم خط طرف دو از kn یک می کنیم، باز را مسئله فرض تساوي طرف دو
با است برابر تساوي چپ طرف می کنیم. محاسبه را تساوي طرف دو vp

ar۱+···+rn + k
(

ar۱+···+rn−۱ + · · ·+ ar۲+···+rn
)

+ · · ·+ kn−۱ (ar۱ + · · ·+ arn)

کم ترین باید دوم خاصیت طبق پس است شده نوشته عبارت n مجموع صورت به بالا عبارت که کنید دقت
داریم riها دنباله بودن صعودي اکیداً و شده بیان خواص طبق کنیم. پیدا را عبارت n این بین p توان

vp
(

kn−i
(

ar۱+···+ri + · · ·+ arn−i+۱+···+rn
))

= vp
(

kn−i
)

+ vp
(

ar۱+···+ri + · · ·+ arn−i+۱+···+rn
)

= (n− i)vp(k) + vp
(

ar۱+···+ri
)

= (n− i)vp(k) + (r۱ + · · ·+ ri) vp(a)

> (n− i)vp(k) + ir۱vp(a)

> (n− ۱)vp(k) + r۱vp(a)

بزرگ ترین دوم خاصیت طبق پس است vp (kn−۱ (ar۱ + · · ·+ arn)) همان آخر رابطه که است واضح
راست سمت p توان بزرگ ترین مشابه طور به و (n− ۱)vp(k) + r۱vp(a) با است برابر چپ سمت p توان
می آید به دست که باشند برابر هم با باید عبارت دو این نتیجه در .(n− ۱)vp(k) + s۱vp(a) با است برابر
استقرا فرض طبق حکم تساوي طرف دو از as۱ + k و ar۱ + k عبارت هاي زدن خط با نهایت در .r۱ = s۱

می آید. به دست

ایران۹ ریاضی المپیاد وبگاه

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  

http://mathysc.ir


ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

دوم. راه حل
می کنیم فرض مسئله کلیت از شدن کاسته بدون پس r۱ = s۱ دهیم نشان کافیست فقط اول راه حل مشابه
مسئله تساوي روابط این از استفاده با .k = dk۱ و a = da۱ ،d = (a, k) می کنیم تعریف .s۱ ≥ r۱ + ۱

می کنیم: باز نویسی را
n
∏

i=۱
(driari۱ + dk۱) =

n
∏

i=۱
(dsiasi۱ + dk۱) =⇒

n
∏

i=۱

(

dri−۱ari۱ + k۱
)

=
n
∏

i=۱

(

dsi−۱asi۱ + k۱
)

دنباله دو بودن صعودي اکیداً بنابر که می گیریم نظر در dr۱ar۱+۱۱ پیمانه به را آخر تساوي طرف دو حالا
می آید به دست

(

dr۱−۱ar۱۱ + k۱
)

kn−۱
۱ ≡ kn

۱ (mod dr۱ar۱+۱۱ ) =⇒ dr۱ar۱+۱۱ | dr۱−۱ar۱۱ k
n−۱
۱ =⇒ da۱ | kn−۱

۱

رابطه با این و a | k می دهد نتیجه که a۱ = ۱ پس (a۱, k۱) = ۱ که کنید دقت اما a۱ | kn−۱
۱ پس

است. تناقض در a > k

ایران۱۰ ریاضی المپیاد وبگاه
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باشیم داشته x, y ∈ R هر براي که بیابید را f : R → R توابع همه .۴

f(x+ y)f(x۲ − xy + y۲) = x۳ + y۳ (۱)

اول. راه حل
براي g(x) = f(x)

x
می کنیم تعریف .f(۰) = ۰ می آید به دست و x = y = ۰ می دهیم قرار (۱) رابطه در

به می شود تبدیل (۱) رابطه پس x ̸= ۰ هر

g(x+ y)g(x۲ − xy + y۲) = ۱ (۲)

می دهیم نشان نمی شود). صفر هیچ گاه x۲ − xy + y۲ که کنید (دقت x+ y ̸= ۰ که x, y ∈ R هر براي
.x۲ − xy + y۲ = b و x+ y = a به طوري که دارند وجود x, y حقیقی اعداد b ≥ a۲

۴ که ,aاي b هر براي
داریم

b = x۲ − xy + y۲ = (x+ y)۲ − ۳xy = a۲ − ۳xy ⇒ xy =
a۲ − b

۳
است نامنفی آن دلتاي b ≥ a۲

۴ فرض طبق که هستند z۲ − az + a۲−b
۳ = ۰ معادله ریشه هاي x, y پس

شکل به می توان را (۲) رابطه پس می دهد. نتیجه را x, y داشتن وجود که

g(a)g(b) = ۱ (۳)

می توانیم (۳) رابطه در پس a ≥ a۲
۴ که است واضح ۰ < a ≤ ۴ کنید فرض .b ≥ a۲

۴ و a ̸= ۰ که نوشت
براي پس a = ۴ می دهیم قرار (۳) رابطه در هم باز .g(a) = ±۱ می دهد نتیجه که b = a دهیم قرار
را a (۳) رابطه در .g(a) = ±۱ داریم a > ۰ هر براي کل در نتیجه در g(b) = ±۱ داریم b ≥ ۴ هر
حالا .a ̸= ۰ هر براي g(a) = ±۱ می شود نتیجه است مثبت b که آن جا از و می دهیم قرار دلخواه عددي
b ≥ r۲

۴ هر براي (۳) رابطه طبق .g(s) = −۱ و g(r) = ۱ که داشته باشند وجود حقیقی r, s کنید فرض
در هم با رابطه دو این وضوح به که g(b) = −۱ داریم b ≥ s۲

۴ هر براي دیگر طرف از و g(b) = ۱ داریم
این دوي هر که f(x) = −x یا f(x) = x می دهد نتیجه که است −۱ ثابت یا ۱ ثابت g پس تناقض اند

می کنند. صدق (۱) رابطه در توابع
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دوم. راه حل
داشته وجود a حقیقی عدد اگر که کنید دقت ابتدا می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي

داریم حالا .a = ۰ می دهد نتیجه P (a, ۰) ،f(a) = ۰ که باشد

P (x, x− y) −→ f(۲x− y)f(x۲ − xy + y۲) = (۲x− y)(x۲ − xy + y۲)

(x+ y ̸= ۰ می کنیم (فرض می آید به دست P (x, y) بر رابطه این کردن تقسیم با

f(۲x− y)

f(x+ y)
=
۲x− y

x+ y
(۱)

که آن جا از و f(۳x − ۱) = (۳x − ۱)f(۱) می دهد نتیجه که y = ۱− x می دهیم قرار (۱) رابطه در
در رابطه این دادن قرار با .f(x) = xf(۱) می آید به دست می گیرد بر در را حقیقی مقادیر همه ۳x− ۱

مسئله اند. جواب هاي f(x) = −x و f(x) = x توابع پس f(۱) = ±۱ می شود نتیجه مسئله صورت
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سوم. راه حل
داریم می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي

P (x, ۰) −→ f(x)f (x۲) = x۳

P (x, x) −→ f(۲x)f (x۲) = ۲x۳







=⇒ f(۲x) = ۲f(x) (۱)

می کنیم تعریف .f(۱) = ۱ می کنیم فرض .f(۱) = ±۱ می دهد نتیجه P (۱, ۰) که کنید دقت هم چنین
همه می خواهیم حالا x۲− xy+ y۲ = z۲− ۳a می آید به دست تعریف این بنابر و a = xy و z = x+ y

باشیم داشته باید پس .z۲ − ۳a = ۱ که باشد داشته وجود a حقیقی عدد آن براي که بیابیم را z هایی

۱ = z۲−۳a = z۲−۳xy = z۲−۳x(z−x) = ۳x۲−۳zx+z۲ ⇐⇒ ۳x۲−۳zx+(

z۲ − ۱) = ۰

یعنی باشد نامنفی آن دلتاي باید باشد داشته جواب x براي حقیقی اعداد در آخر تساوي اینکه براي

۰ ≤ ∆ = ۹z۲ − ۱۲ (z۲ − ۱) = ۱۲− ۳z۲ ⇐⇒ −۲ ≤ z ≤ ۲

y۰ و x۰ ،a حقیقی اعداد −۲ ≤ z ≤ ۲ اگر می شود نتیجه هستند پذیر برگشت بالا روابط که آن جا از
f(z) = z می آید به دست P (x۰, y۰) از پس z۲ − ۳a = ۱ و a = x۰y۰ ،z = x۰ + y۰ که دارند وجود
هر براي f (۲nx) = ۲nf(x) می شود نتیجه استقرایی طور به و (۱) رابطه از حالا .−۲ ≤ z ≤ ۲ هر براي
به طوري که دارد وجود n طبیعی عدد که است واضح می گیریم. نظر در را x دلخواه حقیقی عدد طبیعی. n

داریم نهایت در و −۲ ≤ x
۲n ≤ ۲ پس |x| ≤ ۲n+۱

f(x) = ۲nf
( x

۲n
)

= x

سوال جواب هاي همه پس می دهد را f(x) = −x جواب مشابه کاملا طور به نیز f(۱) = −۱ حالت
آمدند. به دست

ایران۱۳ ریاضی المپیاد وبگاه

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  

http://mathysc.ir


ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

چهارم. راه حل
مشابه و f(۰) = ۰ داریم اول راه حل مشابه می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي
می کنیم فرض که f(۱) = ±۱ و طبیعی n هر براي f(۲nx) = ۲nf(x) کرد ثابت می توان سوم راه حل

داریم .f(۱) = ۱

P (x, ۱− x) −→ f
(۳x۲ − ۳x+ ۱) = ۳x۲ − ۳x+ ۱

x ≥ ۱
۴ هر براي پس می پوشاند را ۱

۴ مساوي یا بزرگ تر اعداد همه ۳x۲ − ۳x + ۱ عبارت که کنید دقت
دارد وجود n طبیعی عدد که است واضح می گیریم. نظر در را x دل خواه و مثبت عدد .f(x) = x داریم

می آید به دست این از و ۲nx ≥ ۱
۴ که

f(x) =
f (۲nx)
۲n = x

P (−x, ۰) و P (x, ۰) تساوي دو مقایسه با دیگر طرف از .f(x) = x داریم نا منفی عدد هر براي پس
اگر تنها و اگر f(a) = ۰ می دانیم دوم راه حل مانند که کنید (دقت است فرد تابعی f می شود نتیجه
می دهد. را f(x) = −x جواب نیز f(۱) = −۱ حالت .f(x) = x داریم حقیقی x هر براي پس (a = ۰
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پنجم. راه حل
می کنیم فرض .f(۰) = ۰ داریم اول راه حل مشابه می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي

که کنید دقت .|f(x۰)| > |x۰| که باشد داشته وجود x۰ اي ̸= ۰

P (x۰, ۰) −→ f(x۰)f
(

x۲۰
)

= x۳۰ =⇒
∣

∣f
(

x۲۰
)
∣

∣ < x۲۰

داریم طبیعی n هر براي سوم راه حل مشابه که کنید دقت . ∣∣f (

x۴۰
)
∣

∣ >
∣

∣x۴۰
∣

∣ می شود ثابت ترتیب همین به
به طوري که دارند وجود حقیقی β و α اول راه حل مشابه . ∣∣f (

x۰
۲n
)
∣

∣ >
∣

∣

x۰
۲n
∣

∣ پس f (۲nx) = ۲nf(x)

α + β =
x۰
۲n , α۲ − αβ + β۲ = x۴۰

از حالا می شود. برقرار کنیم انتخاب بزرگ کافی اندازه به عددي را n اگر که ۴x۴۰ >
(

x۰
۲n
)۲ اگر تنها و اگر

می آید به دست P (α, β)

∣

∣

∣

x۰
۲n

∣

∣

∣
·
∣

∣x۴۰
∣

∣ =
∣

∣

∣
f
(x۰
۲n

)
∣

∣

∣
·
∣

∣f
(

x۴۰
)∣

∣ >

∣

∣

∣

x۰
۲n

∣

∣

∣
·
∣

∣x۴۰
∣

∣

f(x) = ±x داریم x هر براي پس می شود رد مشابه به طور نیز |f(x۰)| < |x۰| حالت است. تناقض که
هستند. f(x) = −x و f(x) = x توابع مسئله جواب هاي تنها می شود ثابت اول راه حل مشابه و
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لامپ چند یا یک به کلید هر می شوند؛ خاموش و روشن کلید ۵ با اداره اي اجتماعات سالن لامپ هاي .۵
مجموعه که می دانیم می کند. تغییر آن به متصل لامپ هاي وضعیت کلید، هر وضعیت تغییر با و است متصل
کلید ۳ باشند، خاموش لامپ ها همه ابتدا در اگر کنید ثابت است. متفاوت کلید، دو هر به متصل لامپ هاي

می شود. روشن لامپ ۲ دست کم آن ها، همه وضعیت تغییر با که دارد وجود
اول. راه حل

را است متصل آن به کلید تعداد بیش ترین که لامپی می دهیم. نشان ۱, ۲, ۳, ۴, ۵ شماره هاي با را کلید ها
می کنیم: تقسیم حالت پنج به را مسئله می نامیم. A

باشد. متصل A لامپ به کلید ۵ اول. حالت
را کلید سه همین باشند وصل B به کلید سه حداقل اگر می گیریم. در نظر را B مانند دیگر لامپ یک
می زنیم. را است وصل B که کلید ۱ و نیستند وصل B که کلید هایی از کلید ۲ این صورت غیر در می زنیم.

باشد. متصل  A لامپ به کلید ۴ دوم. حالت
کلید هایش که دارد وجود B مانند لامپی نیست یکسان کلیدي دو هیچ لامپ هاي مجموعه که آن جا از
غیر در می زنیم. را کلید ۳ همین باشد داشته اشتراك ۳ حداقل اگر باشد. داشته اشتراك A کلید هاي با
را نیستند وصل B به ولی وصل اند A به که کلیدي ۴ از کلید ۲ و B و A بین مشترك کلید ۱ این صورت

می زنیم.
باشد. متصل A لامپ به کلید ۳ سوم. حالت

نیست یکسان کلید دو این لامپ هاي مجموعه که آن جا از نباشد. متصل ۲ و ۱ کلید هاي به A کنید فرض
۳ حداکثر به لامپ این هم چنین است. متصل کلید دو این از یکی به فقط که دارد وجود B مانند لامپی
و ۱ کلید هاي نتیجه در نیست وصل ۳ مانند ۵ و ۴ و ۳ کلید هاي از یکی حداقل به پس است متصل کلید

می زنیم. را ۳ و ۲
باشد. متصل A لامپ به کلید ۲ چهارم. حالت

مانند لامپی پس نباشد متصل ۳ و ۲ و ۱ کلید هاي به A کنید فرض می کنیم. عمل قبل حالت مشابه کاملا
کلید هاي از یکی به حداقل B هم چنین نباشد. وصل ۲ کلید به ولی باشد وصل ۱ کلید به که دارد وجود B

می زنیم. را ۴ و ۲ و ۱ کلید هاي پس نیست وصل نیز ۴ مانند ۵ و ۴
باشد. متصل A لامپ به کلید ۱ پنجم. حالت

وصل دیگر کلیدي به که دارد وجود B مانند لامپی و متصل اند کلید ۱ دقیقا به لامپ ها همه که است واضح
می زنیم. را دیگر دل خواه کلید ۱ و B و A به متصل کلید ۲ پس باشد

است. برقرار مسئله حکم ممکن حالات همه در پس
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دوم. راه حل
غیر در زیرا n ≥ ۳ که کنید دقت می نامیم. b۱, b۲, . . . , b۵ را کلید ها و a۱, a۲, . . . , an را لامپ ها
۱۰ × n جدولی باشد. برقرار نمی تواند سوال شرط و داریم لامپ ها از زیر مجموعه ۴ حداکثر این صورت
لامپ ها از یکی با متناظر آن ستون هر و کلید ها از سه تایی یک با متناظر آن سطر هر که می دهیم تشکیل

است.
a۱

(b۱, b۲, b۳)

a۲

(b۱, b۲, b۴)

an

(b۳, b۴, b۵)

−→ z۱

−→ z۲

−→ z۱۰

سطر با متناظر کلید ۳ وضعیت تغییر از پس اگر می نویسیم را ۱ عدد jام ستون و i ام سطر تقاطع خانه در
عدد خانه این در این صورت غیر در و بوده اند) خاموش لامپ ها همه می کنیم (فرض شود روشن aj لامپ i ام
متصل کلید Xj به aj لامپ کنید فرض می دهیم. نشان zi با را i ام سطر اعداد مجموع می نویسیم. را صفر

باشیم داشته باید پس (Xj

۳
)

+
(

Xj

۱
)(۵−Xj

۲
) با است برابر j ام ستون اعداد مجموع این صورت در باشد.

۱۰
∑

i=۱
zi =

n
∑

j=۱

((

Xj

۳
)

+

(

Xj

۱
)(۵−Xj

۲
))

(۱)

گرفت نتیجه به راحتی می توان مقادیر این بررسی با و است ۵ تا ۱ از طبیعی عددي Xj که کنید دقت حالا
داریم (۱) رابطه طبق پس است. ۴ مساوي یا بزرگ تر همواره (

Xj

۳
)

+
(

Xj

۱
)(۵−Xj

۲
) عبارت که

۱۰
∑

i=۱
zi ≥ ۴n

است. سوال حکم همان این و zi ≥
⌈۴n
۱۰
⌉

≥ ۲ که دارد وجود i اي کبوتري لانه اصل طبق نتیجه در
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سوم. راه حل
هر براي کنیم فرض می توانیم می دهیم. نشان A۱, A۲, . . . , A۵ با را کلید هر به متصل لامپ هاي مجموعه

داریم ۱ ≤ i < j < k ≤ ۵

|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − (|Ai ∩ Aj|+ |Aj ∩ Ak|+ |Ak ∩ Ai|) + ۳|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≤ ۱ (۱)

رابطه چپ سمت در باشد آمده Ai, Aj, Ak مجموعه هاي از تا سه یا یک در لامپی اگر که کنید دقت زیرا
مساوي یا بزرگ تر عبارت این اگر پس نمی شود شمرده این صورت غیر در و می شود شمرده بار یک (۱)
زیر رابطه به و می کنیم جمع هم با را ممکن رابطه (۵

۳
)

= ۱۰ همه حالا می آید. به دست حکم باشد ۲
می رسیم

∑

۱≤i<j<k≤۵
|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − ۳

∑

۱≤i<j≤۵
|Ai ∩ Aj|+ ۳

∑

۱≤i<j<k≤۵
|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≤ ۱۰ (۲)

می دانیم شمول و عدم و شمول اصل طبق هم چنین

|Ai∪Aj ∪Ak| = |Ai|+ |Aj|+ |Ak|− (|Ai ∩ Aj|+ |Aj ∩ Ak|+ |Ak ∩ Ai|)+ |Ai∩Aj ∩Ak|

می آید به دست (۲) رابطه در تساوي این دادن قرار با و

۶
∑

۱≤i≤۵
|Ai| − ۶

∑

۱≤i<j≤۵
|Ai ∩ Aj|+ ۴

∑

۱≤i<j<k≤۵
|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≤ ۱۰ (۳)

می توان به راحتی می نامیم. an را متصل اند کلید n دقیقا به که لامپ هایی تعداد ،۱ ≤ n ≤ ۵ هر براي
که کرد بررسی

∑

۱≤i≤۵
|Ai| =

(۱
۱
)

a۱ +
(۲
۱
)

a۲ +
(۳
۱
)

a۳ +
(۴
۱
)

a۴ +
(۵
۱
)

a۵

∑

۱≤i<j≤۵
|Ai ∩ Aj| =

(۲
۲
)

a۲ +
(۳
۲
)

a۳ +
(۴
۲
)

a۴ +
(۵
۲
)

a۵

∑

۱≤i<j<k≤۵
|Ai ∩ Aj ∩ Ak| =

(۳
۳
)

a۳ +
(۴
۳
)

a۴ +
(۵
۳
)

a۵

می آید به دست آن کردن ساده و (۳) رابطه در تساوي سه این دادن قرار با

۶a۱ + ۶a۲ + ۴a۳ + ۴a۴ + ۱۰a۵ ≤ ۱۰ =⇒ a۱ + a۲ + a۳ + a۴ + a۵ ≤
۱۰
۴ (۴)

اعضاي تعداد دیگر طرف از و دارد عضو ۳ حداقل Ai ها اجتماع می دانیم دوم راه حل مشابه که کنید دقت
اولیه فرض پس است تناقض در (۴) رابطه با این که a۱ + a۲ + a۳ + a۴ + a۵ با است برابر Ai ها اجتماع

می شود. ثابت حکم و بوده غلط
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و ω۱ و می گذرد P از که دل خواه خطی می کنند. قطع Q و P نقاط در را یک دیگر ω۲ و ω۱ دایره دو .۶
در را ω۲ و F و D در را ω۱ تا می کنیم رسم AB با موازي خطی می کند. قطع B و A در به ترتیب را ω۲
تقاطع محل ،X را AD و BE تقاطع محل باشند. D و C بین F و E که طوري به کند قطع E و C

می نامیم. R را CD به نسبت P قرینه و Y را BC و AF

دارد. قرار XY روي R کنید ثابت الف)

است. ∠XPY زاویه نیم ساز PR کنید ثابت ب)

اول. راه حل
ω۱ ω۲

P

Q

A

B

C

D

F
E

X

Y

S
R

که کنید دقت الف)

∠QEB = ∠QPB = ∠QDA =⇒ ∠QEX = ∠QDX

برخورد محل است. محاطی نیز Y CFQچهار ضلعی مشابه طور به و است چهار ضلعیXDEQمحاطی پس
∠QSX = ∠QEB = ∠QCY که است واضح می نامیم. S را چهار ضلعی دو این محیطی دایره دوم

داریم می نامیم. R′ را XY با DSC مثلث محیطی دایره دوم برخورد محل هم خط اند. X,S, Y پس

∠R′DC = ∠R′SC = ∠Y SC = ∠Y FC = ∠FAP = ∠FDP = ∠CDP

R ≡ R′ و است CD به نسبت P قرینه R′ پس ∠R′CD = ∠DCP می آید به دست مشابه طور به و
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شد. ثابت قسمت این حکم در نتیجه
و است متوازي الاضلاع AFRD پس RD = PD = AF و FR = FP = AD که است واضح ب)

داریم تالس قضیه طبق .RF ∥ AD و RD ∥ AF

RY

RX
=

AD

DX
=

PF

DX

ثابت .PY
PX

= PF
DX

دهیم نشان کافیست پس RY
RX

= PY
PX

با است معادل حکم نیم ساز قضیه طبق هم چنین
پس ∠ADP = ∠AFP که کنید دقت می آید. به دست حکم این از و △PDX ∼ △Y FP می کنیم

دهیم نشان کافی است نتیجه در ∠PDX = ∠PFY

PD

DX
=

FY

FP
⇐⇒

AF

FY
=

DX

AD

ثابت نیز قسمت این حکم و است برابر RX
RY

با آخر رابطه طرف دو RF ∥ AD و RD ∥ AF که آن جا از
می شود.
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دوم. راه حل
الف)

ω۱

ω۲
A

B
P

C

D

F
E

X

Y

R

∠RFD = نتیجه در هستند متساوي الساقین ذوزنقه ADFP و PBCE چهار ضلعی هاي که کنید دقت
دو حالا .RC ∥ BX پس ∠FCR = ∠PCF = ∠PBE و RF ∥ AX پس ∠PFD = ∠ADF

که خطوطی پس موازي اند هم با دو به دو مثلث دو این اضلاع بگیرید. نظر در را XAB و RFC مثلث
متجانس مثلث هاي اصطلاحاً مثلث ها این (به همرس اند نقطه یک در می کنند متصل هم به را متناظر رئوس
همرس اند XR و AF و BC خطوط یعنی می شود) اثبات به راحتی تالس قضیه با نیز حکم این و می گوییم

است. سوال حکم همان که
ب)

P

A

X

Y

F

Z

R

ایران۲۱ ریاضی المپیاد وبگاه
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داریم تالس قضیه طبق کند. قطع Z در را PY تا می کنیم رسم PF با موازي خطی A نقطه از

PF

AZ
=

Y F

Y A
=

FR

AX

∠ZAP = که کنید دقت دیگر طرف از .AX = AZ می شود نتیجه PF = FR که آن جا از پس
که می شوند هم نهشت بین زاویه و ضلع دو حالت به XAP و ZAP مثلث دو پس ∠FPA = ∠XAP

می آید به دست تالس قضیه طبق نهایت در .ZP = PX می دهد نتیجه

PY

PX
=

PY

PZ
=

FY

FA
=

RY

RX

می شود. نتیجه نیم ساز قضیه طبق حکم و
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سوم. راه حل
ω۱

ω۲
A

B
P

C

D

F
E

X

Y

R

K

L

رسم BX با موازي C از حالا .RD ∥ AY و RC ∥ BX کرد ثابت می توان دوم راه حل مشابه الف)
حکم و است R همان R′ می شود نتیجه R′D ∥ AY دهیم نشان اگر کند. قطع R′ در را XY تا می کنیم

داریم تالس قضیه طبق می شود. ثابت قسمت این

R′Y

Y X
=

Y C

Y B
=

CF

AB
(۱)

حکم (۱) رابطه طبق پس R′X
XY

= DE
AB

معادلاً یا R′X
XY

= XD
AX

دهیم نشان باید تالس قضیه عکس طبق و
می دهیم: نشان روش دو به را معادل حکم این .DE + CF = AB با است معادل

اول. روش

A

B
P

C

D

F
E

S

SPFE چهار ضلعی که است واضح می نامیم. S را AB با PEF مثلث محیطی دایره دوم برخورد محل
هم این از SE ∥ AD نتیجه در ∠DAP = ∠FPA = ∠PSE داریم پس است متساوي الساقین ذوزنقه
BS = CF می شود ثابت مشابهاً .AS = DE و است متوازي الاضلاع ASED چهار ضلعی می آید به دست

می شود. ثابت معادل حکم و
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دوم. روش

A

B
P

C

D

F
E

H
X′

Y ′

که می دانیم می نامیم. H و X ′ ،Y ′ ترتیب به را عمود ها پاي و می کنیم عمود CD بر P و B ،A نقاط از
DY ′ = HF می دهد نتیجه که هم نهشتند AY ′D و PHF مثلث دو پس PH = AY ′ و PF = AD

داریم حالا .CX ′ = HE مشابهاً و

DE + CF = DY ′ + Y ′E + CX ′ +X ′F = HF + Y ′E +HE +X ′F = X ′Y ′

می آید. به دست معادل حکم و X ′Y ′ = AB پس است مستطیل ABX ′Y ′ هم چنین
KPL مثلث دهیم نشان کافیست می نامیم. L و K ترتیب به را CD با PY و PX برخورد محل ب)

می دهیم: نشان روش دو به را حکم این است. متساوي الساقین
داریم تالس قضیه طبق اول. روش

Y L

LP
=

Y C

CB
=

Y R

RX

چهار ضلعی نتیجه در .KR ∥ PY مشابه به طور و LR ∥ PX می آید به دست تالس قضیه عکس از پس
.PK = LR = PL و است متوازي الاضلاع یک PLRK

داریم تالس قضیه طبق می آید. به دست سوال حکم این از و KH = LH می دهیم نشان دوم. روش
KE

ED
=

PB

AB
=⇒ KE =

ED · PB

AB
(۲)

هم چنین

ED = DY ′ + Y ′E = HF + Y ′E = Y ′F − EH = AP +HF − EH (۳)

می کنیم: محاسبه را KH طول (۳) و (۲) روابط از استفاده با حالا

KH = KE + EH
(۲)
=

ED · PB

AB
+ EH

(۳)
=

AP · BP +HF · BP − EH · BP + EH · AB

AB

=
AP · BP +HF · BP +HE · AP

AB

.KH = LH دید می توان به راحتی و کنیم محاسبه را LH طول می توانیم مشابه طور به
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چهارم. راه حل
P

C

D

F
E

R

X′

Y ′

K

L

X ′, P, Y ′ هم خطی با معادل سوال حکم می نامیم. Y ′ و X ′ ترتیب به را CD به نسبت Y و X قرینه الف)
مشابه به طور .X ′D ∥ PF می شود نتیجه ∠XDF +∠PFD = ۱۸۰◦ که آن جا از کنید دقت می شود.
چهار ضلعی دو نتیجه در DE ∥ CF هم چنین Y ′C ∥ PE و Y ′F ∥ PD ،X ′E ∥ PC می شود ثابت

می دهد. نتیجه را X ′, P, Y ′ هم خطی که X ′P ∥ PY ′ پس متجانس اند هم با PFCY ′ و X ′DEP

P نقطه از دیگري پرتوي هم چنین بگذرد P از آن بازتاب که می تابانیم CD خط به پرتویی X ′ نقطه از ب)
محل می گذرد. Y ′ از پرتو این بازتاب کردیم بیان که تجانسی طبق می تابانیم CD خط به زاویه همان با و
∠RKL = ∠PKL = ∠X ′KD که کنید دقت می نامیم. L و K ترتیب به را CD با پرتو دو این برخورد
PKRL چهار ضلعی که است واضح حالا می گذرد. R از نیز Y ′L مشابه به طور و می گذرد R از X ′K پس
این و می گذرد P از است ∠X ′RY ′ زاویه نیم ساز همان که ∠KRL زاویه نیم ساز پس است لوزي یک

است. سوال حکم معادل
اثبات قابل به راحتی مثلث ها تشابه با شده بیان راه حل در تجانس از استفاده با که قضایایی تمام نکته.

است.
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 های آزمون مرحلة دوم سی و پنجمين المپياد رياضی ايرانحل سؤالراه

١ 

 

  به نام او

های آزمون مرحلة دوم سی و پنجمين المپياد رياضی آمده است. در اين مورد لازم است حل سؤالراه ،در ادامه
  به چند نکته اشاره شود:

حل درستی نيست و هر راه هايناهای اين سؤالات محدود به حلراه ز نظر کميتة علمی المپياد رياضیا .1
 واهد گرفت.مورد قبول قرار خ

ها و در طول تصحيح تا قبل از شروع تصحيح برگه ،علمی المپياد رياضی و تيم مصحح هر سؤال تةکمي .2
 د.نها توجه داشته باشبندی به آنند و در بارمنهای ديگر را نيز شناسايی کحلد کرد راهنتلاش خواه

را هدف اين است که دبيران آيد ممکن است در بيان برخی جزئيات کامل نباشد زيچه در ادامه میآن .3
دارند آن را به اطلاع کميتة  یديگر حلشوند و اگر راه آشنا هاحلراه کلياتآموزان عزيز با و دانش

 علمی المپياد رياضی برسانند.

های حلحتماً راه دقت و منظم بنويسيد.ارسال کنيد، آن را با یجديد حلراه خواهيدلطفاً اگر می .4
 حل تکراری اجتناب کنيد.فرماييد و از فرستادن راه موجود را مطالعه

 با تشکر،

 کميتة علمی المپياد رياضی

  ۱۳۹۶ارديبهشت 
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). در اين سؤال منظور از ۱ ),a bعليه مشترک دو عدد ترين مقسوم، بزرگa  وb .است 

aدنبالة  کنيد ثابت )الف
1

 ،a
2

 ،a
3

i, هر برای که ندارد وجود طبيعی اعداد از و...  j که  ∋
i j<  

( ), .
i j
a j a i+ + = 1 

aدنبالة  کنيد و فرد باشد. ثابت اول عددی p گيريم )ب
1

 ،a
2

 ،a
3

 دارد وجود طبيعی اعداد از و... 

i, هر برای کهطوریبه j iکه ، ∋ j< ، عبارت( ),i ja j a i+   پذير نباشد.بخش pبر  +

  راه حل:

௜ܽ)همگی زوج يا همگی فرد باشند  ௝ܽو  ݆، ௜ܽ، ݅ اگر الف) + ݆, ௝ܽ + پس به جز حداکثر  شود.زوج می (݅
فرد  ௝ܽزوج و  ௜ܽ ج باشد وزو ݆فرد و  ݅وجود دارند که  ݆و  ݅ متفاوت است پس ௜ܽو  ݅زوجيت  ݅دو مقدار 
൫ܽ௜ مجدداًباشد که  + ݆, ௝ܽ + ݅൯ شود.زوج می  

௡ܽ  دنباله را چنين می سازيم: ب) = ݊݌ − ݊ + ۱ 

݊݌|݌اگر  − ݊ + ۱ ݉݌|݌و  ݉+ −݉ + ۱ + ݊|݌  با کم کردن دو رابطه داريم: ݊ −݉ 

݊݌|݌اگر با رابطه اول جمع کنيم  +   .است تناقض، که ۱

  برای ساختن اين دنباله وجود دارد.هم  ریهای ديگراهنکته: 
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AB||که در آن  ،ABCDالساقين داخل ذوزنقة متساوی P. نقطة ۲ CD،  طوری انتخاب شده که

APB ADC>  وDPC ABC> ثابت کنيد .AB CD AD BC+ > +.  

  حل:راه
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n . جدولی۳ n× که داريم n با  های جدول را سياه کنيمخواهيم برخی از خانهمی پذير است.بخش ۳ بر
m زيرجدول هر در اين شرط که m× ه ک آن، ازm >  سفيد هایخانه تعداد از سياه هایخانه تعداد ،1

  توانيم سياه کنيم؟حداکثر چند خانه را می .نباشدتر بيش

  حل:راه

  است: 4݇2 برابر مسأله جوابدهیم نشان می باشد. 3݇برابر  ݊ کنیدفرض 

3 هاياگر جدول را به مربع × 2݇ به تعداد افراز کنیم، 3
خانۀ  4که در هر یک حداکثر  آیدبه وجود میمربع  

4݇2داریم، در نتیجه حداکثر  سیاه
  )1( داریم. خانۀ سیاه 

4݇2ا شکل زیر مثالی ب
3زیرا هر جدول ، دهدرا نشان می خانۀ سیاه  ×  خانۀ سیاه در آن دارد. 4 دقیقاً 3

 در راستاهاي افقی و عمودي آمیزيرنگ این شکلدر 

  دارند. 3 ناوبت

݉مربع یک زیر ا در نظر بگیرید. برا خواه دل ݉×
݉کنیم مربع ثابت می ݉استقرا روي  روي این  ݉×

  له را دارد.جدول ویژگی مسأ

݉استقرا:  ۀپای = 2حالت  9 بررسیبا  2,3 ×  9و  2

3 حالت × این  شدهارائه آمیزيرنگبینیم که می 3
  ویژگی را دارد.

݉حکم را براي  = 2,3, … , ݏ − کنیم و فرض می 1
݉براي  =  کنیم.ثابت می ݏ

  است:زوج  ݏ در حالتی که

ݏزیر مربع  × 2 هايرا به مربع ݏ × 2 کنیم و طبق فرض استقرا هر مربعافراز می 2 × در جدول حداکثر  2
ݏپس مربع  ،مربع سیاه دارد 2 ×   هایش سیاه است.نیز حداکثر نصف خانه ݏ

 است:فرد  ݏ در حالتی که

ݏهاي سیاه مربع توجه به فرض استقرا تعداد خانهبا  × تر یا کوچک ݏ
  مساوي عبارت زیر است:

ݏ) − 2)2 − 1

2
+ 2 × ൬2 ×

ݏ − 3

2
൰+ 3

2 − 1

2
 

=
1

2
2ݏ) − ݏ4 + 4− 1 + ݏ4 − 12 + 9 − 1) 

=
2ݏ − 1

2
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xبت و متمايز باشند که دو عدد حقيقی مث yو  x. گيريم ۴ yx y− = −4   . ثابت کنيد:4

( ).
x y

x y
x y

−

−
≤ +

6 6

4

3
  

  حل:راه

۳ݔ  دانيممی + ݕ۲ݔ + ۲ݕݔ + ۳ݕ = ۱ ⇒ ۲ݔ) + ݔ)(۲ݕ + (ݕ = ۱ 

۶ݔ  در نتيجه − ۶ݕ ≥ ۳
۴

ݔ) − ݔ(ݕ + ݕ  ⇔ ۶ݔ − ۶ݕ ≥ ۳
۴ ۲ݔ) + ݔ)(۲ݕ − ⇔ (ݕ ۶ݔ − ۶ݕ ≥ ۳
۴ ۲ݔ) + ۴ݔ)(۲ݕ − ⇔ (۴ݕ ۶ݔ − ۶ݕ ≥ ۴ݕ۲ݔ۳− + ۲ݕ۴ݔ۳

 ⇔ ۶ݔ − ۶ݕ ≥ ۲ݔ)۲ݕ۲ݔ۳ − ⇔ (۲ݕ ۴ݔ + ۲ݕ۲ݔ + ۴ݕ ≥ ۲ݕ۲ݔ۳
 ⇔ ۲ݔ − ۲ݕ ≥ ۰ 

    در نتيجه نابرابری مورد نظر برقرار است.
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گويد: کند و میها تقسيم میاند. مربی تعدادی سيب را بين آنای نشستهزی دايره. پنج کودک باهوش دور مي۵
که هر کس علاوه بر اين چ دو نفری برابر نيست.تعداد سيب هي و اممن به برخی از شما تعدادی سيب داده«

سپس او » بيند.های دو نفری که در چپ و راستش هستند را هم میداند، سيبهای خودش را میتعداد سيب
رويی خود را خواهد که اختلاف تعداد سيب دو نفر روبهکند و از هر کس میها را اعلام میتعداد کل سيب

  بگويد.

تواند با استدلال کم يکی از کودکان میباشد، دست ۱۶تر از ها کمالف. ثابت کنيد اگر تعداد سيب
  .دست آوردجواب درست را به

ها را طوری تقسيم کند که هيچ تواند سيبباشد، مربی می ۱۶ها ب. نشان دهيد اگر تعداد سيب
  کودکی نتواند جواب سؤال مربی را با اطمينان بفهمد.

  حل:راه

کم ها دستکنيم هيچ کودکی نتواند با استدلال جواب سؤال مذکور را بدهد و مجموع تعداد سيبفرض می )الف
  رسيم.است و به تناقض می ١٦

  .است ۵ کمدستمجاور  کودک های هر دوجمع تعداد سيبکنيم لم) ثابت می

تفاضل  است وسيب  ۱سيب و  ۰ ممکن که تنها حالت نيست چرا ۱مجاور کودک های دو جمع تعداد سيب اولاً
  .شودمی مشخصيکتا 

  .های هيچ دو کودکی برابر نيستممکن است، زيرا تعداد سيب ٢و  ٠تنها حالت  نيزباشد  ۲اگر جمع 

,٠} تنها دو حالت کهبا توجه به اينباشد  ۳مجاور کودک های دو ر جمع تعداد سيباگ ممکن  {۱,۲}يا  {٣
د. پس جمع باش {۰,۱,۲,۳} ةمجموعاعضای نبايد از  کودکان ديگر هایتعداد سيبپس  ،است رخ داده باشد

۳برابر با  کمدستکل  + ۴ + ۵ +   .شودتر میبيش ۱۶که از است  ١٨يعنی  ۶

از بقيه پس تعداد سيب  .حالت داريم ودباشد  ۴مجاور  دو کودکهای شابه اگر جمع تعداد سيببه طور م
۴ کمدستنيست. پس جمع کل  {۰,۱,۳,۴} ةمجموع + ۲ + ۵ + ۶ =   .تر استبيش ۱۶از و  ١٧

  (لم اثبات شد.) .است ۵ کمدستمجاور کودک های هر دو پس جمع تعداد سيب

 ندمجاورتا نفر ديگر دو تا دو  زيرا چهارشود حل می مسألهسيب دارد  ۶ کماز کودکان دست يکیاگر ثابت کنيم 

  .تر خواهد شديا بيش ۱۶ هاسيب کل و تعدادسيب دارند  ۱۰ کممجموعاً دست طبق لم پس

باشند که نتيجه  داشتهسيب  ۶و  ۵ش بايد مجاورکودکان  طبق لمد داشته باشوجود سيب  بدوناگر کودکی 
  .است را رد کنيم {۱,۲,۳,۴,۵}ها ست حالتی که تعداد سيبا کافی لذا .دهدمورد نظر ما را می

۱دانيم باشد که می ۵و  ۴ بايد مجاور ۱ در چينش اين اعداد دور ميز، ابتدا توجه کنيد + ۴ = و تنها  ۵
حکم  است و در نتيجه ناقضپس ت ،توانند بيايندنمی {۲,۳}آمده  ۵ماند که چون می {۲,۳}و  {۰,۵}حالات 

  .له ثابت شدأمس

، از مجاورعدد هر کدام از دو  .است ٥و  ٧، ٥، ٨، ٧ چرا که جمع مجاورها جواب است {۱,۴,۳,۲,۶}مثال  )ب
 باشد. {۰,۷}توانست می {۴,۳} و ديگری جمعشان باشد. مثلاً صفرتوانست يکی می رويیهنظر کودک روب

  )است. اعداد روی دايره ظاهر نشدهجموعة مدر  {۰,۵,۷,۸}(توجه کنيد که 
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۶ .X دايرة محيطی مثلث روی متغير اینقطه را ABC از. گيريممی X بر AB و AC رسم دو عمود 

را  Qو  X، P از دايرة گذرنده مرکز. کنند قطع Q و P در ترتيببه را BCگذرنده از  خط تا کنيممی
Y اگر(ناميم. می X، P  وQ را نقطه همان باشند بر هم منطبق Y گيريممی(.  

 روی Y دايرة محيطی، روی X تغيير با ،الاضلاع باشدمتساوی ABCالف. ثابت کنيد اگر مثلث 

  .کندمی حرکت دايره يک

روی يک دايره حرکت  Y دايرة محيطی، روی X تغيير باب. عکس قسمت الف را ثابت کنيد: اگر 
  الاضلاع است.متساوی ABCکند، مثلث 

  حل:راه

ܳܲنتیجه  در و درجه هستند 30دو  هرܴ و ܳ  ،الاضلاع استالف) چون مثلث متساوي =  باشد.  ܴܳܲ مثلث محیطی ةمرکز دایر ܵ . فرض کنیدܴܲ

  

෣ܴܲܳ داریم = 120− 2 × ෣ܴܵܳ و لذا درجه است 120 برابر ܴܳ کماناندازة در نتیجه  30 = 120.  

ܳܵون چ = نسبت به  ܴܳܵو  ܴܳܲهاي هستند. پس مثلثدرجه  30دو  هر ܴܳܵو  ܴܳܵپس  ܴܵ   شود.است و حکم ثابت می ܥܤ نسبت به ܲ ۀقرین ܵاند پس قرینه ܥܤ

 روهروب ܲاگر  اکنونافتد. می ܥو  ܤ روي ܴܳܲ دایرة محیطیمرکز  ܵوضوح باشد به ܥ یا ܤروي  ܲ اگر ب)

 ܥܤکنیم و تقاطع آن با رسم می ܥܤموازي  ܣرو قطري هگیرد. حال از روبقرار می ܱ روي ܵباشد  ܣقطري 

است  ܥܤآن به موازات  ۀیافتبا حالت قبل متشابه بوده و انتقال ܴܳܲدر این صورت مثلث  .گیریممی ܲرا 
روي یک  ܵ و ܱ و ܥ و ܤاما واضح است که  .است ’ܲܲدار بر با ܱ ۀیافتاین دایره نیز انتقال در نتیجه مرکز

الساقین باشد. حال به دو متساوي ܥܤܣکه یعنی مثلث  ،دها صفر داشآن طول ’ܲܲکه مگر این نیستنددایره 
  .استدرجه  60برابر  መܣ ۀزاویاندازة دهیم روش نشان می

 گیریم.در نظر می ܣس را روي رأ ܲ روش اول:
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ܤܱ که در این صورت چرا نیست ܴܳܣة مرکز دایر ܱقطع کند.  ܵدر  ܱ، مکان هندسی را غیر از ݓ ةکنیم این عمودمنصف، دایرهمان ارتفاع است. فرض می ܴܳالساقین است عمودمنصف چون مثلث متساوي = ܣܱ = ܱܴ 

ܣܵ  مرکز آن است. داریم: ܵکه ممکن نیست. پس  = ܵܳ ⇒ ܳܣܵ = ܳܣܥ ܣܳܵ = ܳܣܤ − ܥܣܤ = 90 − ܥܣመܵܣ =
መܣ
2

ቑ ⇒ ܳܣܵ = 90− መܣ
2

 

  شود:نتیجه می بالااز عبارات 

ܣܳܵ = ܳܣܵ = 90− መܣ
2

 ⇒ ܳܵܣ = 180− 2(90 − መܣ
2

) =  መܣ
⇒ ܣܳܥ = 90− ܳܵܣ = 90 − ܵܳܣ,መܣ = 90 − መܣ

2
 ⇒ ܥܳܣ =

መܣ
2

 

ܦܥܣ  چنین داریم:هم = 180− 90− (90 − (ܤ = ෠ܤ  

  داریم: ܳܥܣ دایرة محیطیدر 
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٩ 

 

ܵܣܥ =
መܣ
2

= ܥܳܣ =
کمان ܥܣ 

2
 

ܵܳܥ = 90 − መܣ = ܳܣܥ =
کمان ܳܥ

2
 

  ند.هستمماس  ܳܥܣ دایرة محیطیبر  ܵܳ و ܵܣ نتیجه در

اگر 
1ܱ

 بگیریم داریم: ܳܥܣ دایرة محیطیرا مرکز  

ܥ   ܣ1ܱ = ܥܣ کمان = ܣܳܥ2 =  መܣ
ܣܥ 1ܱ = ܥܣ 1ܱ =

180− ܥ
1ܱ
ܣ

2
= 90− መܣ

2
 

ܦܥܣ از طرفی داشتیم = ෠ܤ = 90− ஺෠
2

ܦܥܣس پ ، = ܥܣ
1ܱ

ܣروي  ܥدر نتیجه . 
1ܱ

ܥܣ  و است  =  ܳܥ

ܳܣܥ و در نتیجه = −90و لذا  ܣܳܥ መܣ =
஺෠
2

 پس 
3

2
መܣ = መܣو این یعنی  90 = 60.  

መܣ یدفرض کن ،کنیماز برهان خلف استفاده می روش دوم: < 60.  
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١٠ 

 

 

ܳܣܴکه توجه به اینبا  = 180− ܴداریم  መܣ = ܳ =
஺෠
2

. 

መܣ < 60 ⇒  90 − መܣ >
መܣ
2

 ⇒ ܤܴ  > ܥܳ, ܤܣ >  ܥܣ

هستند  ܳܣمنصف در یک طرف عمود ܥو  ܣ نقاط و ،ܴܣدر یک طرف عمودمنصف  ܤو  ܣ نقاط در نتیجه
ܰܵܯپس  > ܰܵܯ  یم:دار محاطی هستند ܵܥܱܤو  ܵܰܣܯاز طرفی چون  و ܥܵܤ = ܰܣܯ−180 = ܥܵܤመܣ = 180− ܥܱܤ = 180− መൠܣ2 ⇒ 180 − መܣ2  < መܣ   ⇒ መܣ  > 60 

መܣکه با فرض  <   در تناقض است. 60

መܣاگر هم فرض کنیم  > መܣشود شوند و نتیجه میفوق برعکس میهاي يبرابراین بار تمام نا 60 < که  60
.استقسمت بزرگ آن  ܥܵܤ ۀقرار دارند منظور از زاوی ܥܤدر یک سمت  ܣو  ܵی که توجه شود که در مواقع باز تناقض است. فقط باید
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چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات
۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ

۱۰ و ۹ تاريخ در کشور رياضی المپياد چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ آزمون
در شده پذيرفته دانش�آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۵ ارديبهشت
مدت به روز هر در و روز دو در شرکت�کنندگان شد. برگزار اول مرحله�ٔ آزمون

دادند. پاسخ تشريحی سؤال سه به ساعت نيم و چهار
ذکر به لازم آن�هاست. راه�حل همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ دفترچهٔ
بارم�بندی و است شده تهيه آموزشی هدف برای صرفـاً دفترچه اين که است

می�شود. تهيه کارشناسان از گروهی توسط مستقـلاً آزمون، تصحيح

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



�S�	� �����&
 E�%� �����cF % ��C%
 (%�–9/2/1395

�������� 	
���
����

.1���� ��	a b c< � �0����
 ����� ������ �.���� �
��:

( )
.

c a a b c

c

a b c

� + +
� �

+ +

2
3

6 3 1 1 1

)7�� !(

#$#

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



�S�	� �����&
 E�%� �����cF % ��C%
 (%�–9/2/1395

�������� 	
���
����

.2%&'(ABC)�*�� �
 �+�,% w
1

�-� �.�/% 0*1�� .C B� = �2.+�! 1� 2A�*�� �
 �-� % )w
1

�% 0-1 0���

3'4 ���5%� �6 BC+�! 1� �1 2E��� 3+7 .�*�� )w
2

�% 0-1 �189 �1 +�! 1� :� 0���2C3'4 �
AC;� % . ���


0< +�! =� >��?2B�1@A
 .3'4 ��*�� >*�AB2+�! 1� �1 F�% 3+7 ��� .+�! =�2E;� %EK�*�� �
 �1)w
2

0-1

�% 0���)BC>�
A.K�-� .(B� � C-. �D� BC�*�� =� )w
1

)E%�� :� �!� � A�F�! (�1M���� �
�� �0�%��


�G'41�H?MFAK�-� �9�,%.

)7�� !(

#$I

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



�S�	� �����&
 E�%� �����cF % ��C%
 (%�–9/2/1395

�������� 	
���
����

3.�18� ���� ��	�*8J� K�. �1�� 0� L6 MN�O% . P	�8% �Q1 ;�-� �
 �18� >*� 1� �<:5	�D R�J�� �%�8� .S*»U.1

 V8W7 E
�70� L6 ���D «���
 �*= Y�� .� ��1�� �*�
:

•B�8
 ��8GZ Y�� :��<� ���[6 P	�8% :
 �1 U�\! �MN�O% ��J�� =� �]* . ���
 �W(% �*�H! 2^�5! �5N�� 1� �D�

���
 �W(% 0< =�
 �*�
 �*�H! 2^�5!.

•B1��6 Y�� :��� ���[6 �*�
 _�! �*�H! 2^�5! ���<� ���[6 �1 �8` �\! R�J�� 2 < �D�.

0� L6 V8W7 E
�7 U.1 a8! S* ����D»�Q1 B=. ���D 1�� «�-� .R�J�� :
 :� b�6�6 >*� :


B=. �/�%�! ��< w
1

�w
2

�….w
6

2F*��% �
 �*�H! 0� L6 . �8� ���� c�LO6

�Q1 B=. a8 ^% �8� cOd% MN�O% . P	�8% B�D��<� .�D� ef(%w =
1

2�< ���
 .

i � 2�
i
w = 10� L6 �:� R�1g ��
��
 �N�� 1� �A% �-� �*�(�� �Q1 ;�-� �
 ���D

 �Q1�8
 �<�8` 0� L6 1��G% V.� �/!.

0� L6 V8W7 E
�7 U.1 S* ���D��!_
 V�(% �Q1 E]� :
 :� B=. ���D M�Z86 E
�7 �1��

���W! .���� �
�� _�! �1 �8` V�(% �5-1� �*�
 :� �-� h4�..

)7�� !(

#$i

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



/1395

��� �� ����
� �� .�� �	 �� ����	 � �� !�

�"#� $%&�� ����	 '��� (
 �� )�� �� ��*+ 

/

(

)7/%3�(

�S�	� �����&
 E�%� �����cF % ��N%� (%�–10/2/


5�/�6 ��� �����7 �� �� �� ���	 
� �
� 
� ���

,- �� %� $�� 
 �� )�� .%� �� %� �� /�+%� (


5�� 8��5�5 ,-4/��� ��0� ����� ����	 � ��

/�6 >��� (. 

( )( )n n� �2 3

2
)�� ����	 '��� �� �	n(,-

CDE

�������� 	
���
����

4.
FGH ��n � 35�� ,-

,- )�� �� ��»����� «�7�
�"+

�6�5 
�6��) .896 �� (:�;7 $�%5

>?07 %@"	 %���� �5 
� ��� /�6

��� �
�� ��0� ���K	 
5 ��
)

����� �����.

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



�S�	� �����&
 E�%� �����cF % ��N%� (%�–10/2/1395

�������� 	
���
����

5.�KLM��NOABCD� �� �T/�6 P�?��� $�"� �� 8-�� 
� ���AC�
� ����� ���BCD�(���

ABC ATD DAC� �� = ��� �)
�OADC ATB BAC� �� = �.

�
�� �5�Q :BAT DAC� = �.

)7/%3�(

CDS

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



�S�	� �����&
 E�%� �����cF % ��N%� (%�–10/2/1395

�������� 	
���
����

6.�5�"	 �3�:f �� ��7 U�H %�� '%6 �� �� 
� �
5�
5 �� ����:

•�K
V� ��W �� %� $��� 
5x�y����7 (( ) ( )f x f y+%5x y+X?5 ��� %�*@.

•�K
V� ��W %� $�%5x � 1395$%5�%5�� (( ) xf x � 3
2��� ��%[%5.

)7/%3�(

CD\

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

کنيد: ثابت باشند. حقيقی اعدادی ،۰ < a ≤ b ≤ c کنيد فرض .۱
(c− a)۲

۶c ≤
a+ b+ c

۳ −
۳

۱
a
+ ۱

b
+ ۱

c

.

اين�صورت در .P = ac و S = a + c می�کنيم تعريف عبارات، شدن خلاصه برای صرفـاً اول. راه�حل
داريم: مسأله نابرابری راست سمت برای

R =
a+ b+ c

۳ −
۳

۱
a
+ ۱

b
+ ۱

c

=
S + b

۳ −
۳Pb

Sb+ P
.

عبارت که کنيد توجه کنيم؛ مينيمم b متغير حسب بر تابعی عنوان به را اخير عبارت که است اين هدف
آن مخرج که است کسری جزء يک و S+b

۳ يعنی خطی، جزء يک شامل b متغير حسب بر بحث مورد
ساده محاسبه�ٔ کمی با و می�کنيم بازنويسی را عبارت t = Sb+ P متغير تغيير با اکنون است. Sb+ P

می�رسيم: زير عبارت به

R =
S + b

۳ −
۳Pb

Sb+ P
=

S۲ − ۱۰P
۳S +

t

۳S +
۳P ۲

St
.

نابرابری طبق پس است. t متغير بدون عبارتی آخر، جمله�ٔ دو حاصل�ضرب که کنيد توجه اکنون
داريم: u+ v ≥ ۲√uv

R ≥
S۲ − ۱۰P

۳S + ۲
√

P ۲

S۲ =
S۲ − ۴P

۳S =
(c− a)۲

۳(c+ a)
≥

(c− a)۲

۶c .

و b ،a متغير سه حسب بر F (a, b, c) دلخواه فرمول هر ازای به نوشتن، در راحتی برای دوم. حل راه�
دوریِ جمع ،c

F (a, b, c) + F (b, c, a) + F (c, a, b)

می�دهيم: بسط را مسأله نابرابری راست سمت نمادگذاری اين با می�دهيم. نمايش ∑F (a, b, c) با را
∑

a

۳ −
۳

∑ ۱
a

=

∑

a

۳ −
۳abc
∑

ab
=

(
∑

a)(
∑

ab)− ۹abc
۳∑

ab

=

∑

(a۲b+ ab۲) − ۶abc
۳∑

ab
=

∑

a(b− c)۲

۳∑

ab
.

است: زير نابرابری با معادل مسأله نابرابری بنابراين
∑

a(b− c)۲ ≥
Ç
∑

ab

۲c
å
(c− a)۲. (۱)

راست سمت برای نتيجه در و نيست بيشتر b

۲ از ab

۲c ،a ≤ b ≤ c ترتيب به توجه با که کنيد توجه اما
داريم: بالا نابرابری

Ç
∑

ab

۲c
å
(c− a)۲ =

Ç
ab

۲c +
a+ b

۲
å
(c− a)۲ ≤ (

a

۲ + b)(c− a)۲. (۲)

۱ ايران رياضی المپياد وبگاه
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می�آيد: دست به هم (۱) نابرابری چپ سمت برای
∑

a(b− c)۲ ≥ b(c− a)۲ + a
Ä
(c− b)۲ + (b− a)۲ä . (۳)

،Y و X عدد دو هر برای که کنيد توجه حال

(X − Y )۲ ≥ ۰ =⇒ X۲ + Y ۲ − ۲XY ≥ ۰ =⇒ ۲(X۲ + Y ۲) ≥ (X + Y )۲

=⇒ X۲ + Y ۲ ≥
(X + Y )۲

۲ .

که: گرفت نتيجه می�توان (۳) نابرابری از استفـاده با ،X = c− b, Y = b− a دهيم، قرار اگر نتيجه در
∑

a(b− c)۲ ≥ b(c− a)۲ + a
Ä
(c− b)۲ + (b− a)۲ä ≥ b(c− a)۲ +

a

۲(c− a)۲.

می�دهد. نتيجه را است مسأله حکم معادل که (۱) نابرابری ،(۲) نابرابری همراه به نابرابری اين و

کنيد: مشاهده زير صفحه�ٔ در می�توانيد را سؤال اين برای ديگری راه�حل�های توجه.

۲ ايران رياضی المپياد وبگاه
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

دايره�ٔ بر مماسی A نقطه�ٔ در .∠C = ۲∠B داريم و است مفروض w۱ محيطی دايره�ٔ با ABC مثلث .۲
در که می�کنيم رسم طوری را w۲ دايره�ٔ کند. قطع E نقطه�ٔ در را BC ضلع امتداد تا می�کنيم رسم w۱

قطع F نقطه�ٔ در را AB ضلع دايره اين بگذرد. B نقطه�ٔ از همچنين و باشد مماس AC ضلع بر C نقطه�ٔ
کمان وسط اگر است). K و A بين BC) می�کنيم رسم w۲ دايره�ٔ بر را EK مماس E نقطه�ٔ از می�کند.
محاطی MFAK چهارضلعی کنيد ثابت بناميم، M را نيست) A شامل که (کمانی w۱ دايره�ٔ از BC

است.
داريم: w۲ دايره�ٔ در آنگاه بناميم، D را BC و FK تقـاطع محل اگر اول. حل راه

÷ACB = B̂C

۲
÷FBC = F̂C

۲
“C = ۲“B

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

=⇒ B̄F = F̄C,

◊"CDK = B̂F+ĈK

۲
◊"DKE = F̂C+ĈK

۲
B̄F = F̄C

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

=⇒ ◊"EDK =◊"DKE =⇒ ED = EK. (۴)

می�دانيم: w۲ و w۱ دايره�ٔ دو به نسبت E نقطه�ٔ قوت طبق طرفی از

EK۲ = EC · EB

EA۲ = EC · EB

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ EK = EA. (۵)

که: می�دهد نتيجه (۵) و (۴) ترکيب و

ED = EA =⇒ ÷ADE = ÷DAE.

داريم: w۱ دايره�ٔ در کند، قطع N در را w۱ دايره�ٔ تا دهيم امتداد را AD اگر حال

÷DAE = ÂC+ĈN

۲
÷ADE = ÂC+B̂N

۲

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ C̄N = B̄N.

است. (M همان (يعنی BC کمان وسط N و
داريم: دايره دو در D قوت طبق حال

FD ·DK = BD ·DC = MD ·DA,

است. محاطی MFAK چهارضلعی نتيجه در ،FD ·DK = MD ·DA پس
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داريم: بنويسيم، w۲ و w۱ دايره�ٔ دو به نسبت را E نقطه�ٔ قوت اگر دوم. راه�حل

EC · EB = EA۲

EC · EB = EK۲

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ EA = EK.

قطع را هم�ديگر BC ضلع روی ÷BKC زاويه�ٔ نيمساز و ÷BAC زاويه�ٔ نيمساز که می�کنيم ثابت حال
.KB

KC
= AB

AC
که کنيم اثبات است کافی منظور اين برای می�کنند.

نيز EBA و EAC مثلث دو همچنين .KB

KC
= EB

EK
پس متشابه�اند، هم با EKB و ECK مثلث دو

.AB

AC
= EB

EA
داريم: و متشابه�اند

D را BC ضلع با نيمسازها اين برخورد محل اگر حال .KB

KC
= AB

AC
پس EK = EA می�دانيم چون و

نيز M و D و A و هم�خطند F و D و K پس هستند، دايره دو از BC کمان وسط M و F بناميم،
هم�خطند.

می�نويسيم: دايره دو در را D قوت

BD ·DC = AD ·DM

BD ·DC = FD ·DK

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ AD ·DM = FD ·DK,

است. محاطی AFMK چهارضلعی پس
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مخالف و موافق رأی اساس بر شورا اين در تصميمات و دارد عضو نفر شش شورايی کنيد فرض .۳
باشد: زير شرط دو دارای بايد تصميم�گيری» قبول قـابل «روش يک می�شود. گرفته اعضاء

را نظرش مخالف، اعضای از يکی و باشد مثبت نهايی نتيجه�ٔ حالتی در اگر بودن: صعودی شرط •
باشد. مثبت هم باز بايد نهايی نتيجه�ٔ دهد، تغيير موافق به

کند. تغيير بايد نيز نهايی نتيجه�ٔ دهند، تغيير را خود نظر اعضاء همه�ٔ اگر تقـارن: شرط •

وزن�های اعضاء به که ترتيب اين به است. وزن�دار» «رأی�گيری تصميم�گيری، قبول قـابل روش نوع يک
رأی�دهندگان وزن مجموع مقـايسه�ٔ با نهايی تصميم و شود داده تخصيص w۶ و . . . ،w۲ ،w۱ نامنفی
رأی اساس بر تصميم�گيری ،wi = ۱ ،i ≥ ۲ هر برای و w۱ = ۲ اگر مثلاً شود. مشخص مخالف و موافق

بود. خواهد تصميم معيار اول نفر رأی که آراء برابری حالت در مگر است اکثريت
نباشد. توصيف قـابل وزن�دار، رأی�گيری شکل به که بزنيد مثال تصميم�گيری قبول قـابل روش يک

کنيد. ثابت نيز را خود مثال درستی بايد که است واضح

در را تصميم�گيری برای زير روش می�کنيم. شماره�گذاری ،۶ تا ۱ شماره�های با را شورا اعضای حل. راه
بگيريد: نظر

و می�گيريم نظر در نهايی نتيجه�ٔ عنوان به را آنها رأی بودند، هم�رأی سوم تا اول نفرات اگر
می�شود. تعيين ششم تا چهارم نفرات آراء اکثريت اساس بر نهايی نتيجه�ٔ اين�صورت غير در

روش يک بنابراين و است تقـارن و بودن صعودی شرط دو دارای وضوح به تصميم�گيری روش اين
روش اين که طوری به داد، وزن اعضا به نمی�توان صورتی هيچ به که می�کنيم ادعا است. قبول قـابل

شود. حاصل مخالف و موافق اعضای وزن مقـايسه�ٔ از
روش اين برای وزن�دهی يک (w۱, . . . , w۶) وزن�دهی و نباشد چنين می�کنيم فرض خلف برهان با
به توجه با است) wi i-ام، نفر وزن ترتيب همين به و w۲ دوم، نفر وزن ،w۱ اول، نفر وزن باشد.(يعنی

روش، اين در هم با آخر عضو سه همچنين و يکديگر با اول عضو سه نقش بودن يکسان

(w۲, w۳, w۱, w۵, w۶, w۴)
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    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  

www.mathysc.com


۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

همين�طور و
(w۳, w۱, w۲, w۶, w۴, w۵)

يک به وزن�دهی چند اگر که ديد می�توان سادگی به هستند. روش اين برای ديگری وزن�دهی�های
جمع پس می�دهد. ما به را تصميم�گيری روش همان هم آنها جمع شوند، منجر تصميم�گيری روش
دهيم قرار اگر يعنی ماست، پيشنهادی تصميم�گيری روش برای وزن�دهی يک شده ذکر وزن�دهی سه

است. روش اين برای وزن�دهی يک (a, a, a, b, b, b) ،b = w۴ + w۵ + w۶ و a = w۱ + w۲ + w۳

در اين�صورت در باشند. مخالف دوم نفر سه و موافق اول نفر سه که بگيريد نظر در را حالتی ابتدا حال
می�توان هم را ديگری حالت .۳a > ۳b ادعاشده، وزن�دهی بنابر و است موافق نهايی نتيجه�ٔ ما روش
اين در باشند. مخالف بقيه و موافق آخر نفر سه از نفر يک و اول نفر سه از نفر دو که گرفت نظر در
اگر باز است. ۲b+ a مخالفـان وزن و ۲a+ b موافقـان وزن جمع و است مخالف نهايی تصميم حالت،
اين .b > a نتيجه در و ۲b+ a > ۲a+ b باشيم داشته بايد بدهد، را نتيجه همين ادعاشده وزن�دهی
روش پس می�شود. منجر تناقض به ما خلف فرض نتيجه در و است متناقض قبلی نابرابری با نابرابری

نيست. وزن�دار شده ارائه تصميم�گيری

اينجا در ما نباشند. وزن�دار که کرد ارائه می�توان نيز ديگری قبول قـابل تصميم�گيری روش�های تذکر.
می�کنيم: اشاره ديگر نمونه�ٔ دو به

انتخاب نهايی تصميم عنوان به باشد، داشته رأی سه از بيشتر مخالف)، يا (موافق تصميم يک اگر •
نفرات ميان در آن موافقـان تعداد که تصميمی مخالف، و موافق آراء تساوی صورت در و می�شود

می�شود. اتخاذ باشد، فرد عددی سوم، تا اول

هم�نظر آنها از مجاور نفر سه اگر اين�صورت در نشسته�اند. ميز يک دور اول نفر پنج کنيد فرض •
می�شود. اتخاذ ششم نفر نظر اين�صورت غير در و آنها مشترک نظر بودند،

۶ ايران رياضی المپياد وبگاه
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نيستند. همرس آن�ها از سه�تايی هيچ که است شده رسم متقـاطع دوبه�دو خط n ≥ ۳ صفحه در .۴
دو هر روی نقطه اين طرف دو هر در هرگاه می�گوييم، «درونی» را خط�ها اين از تا دو تقـاطع نقطه�ٔ يک
با خط ۵ روبه�رو شکل در مثال، (برای باشد. داشته وجود ديگری تقـاطع نقـاط نقطه، اين از گذرا خط

شده�اند.) مشخص توپر دايره�های با که است شده داده نشان درونی تقـاطع نقطه�ٔ ۴

هستند. درونی خط، n اين تقـاطع نقـاط از تا (n−۲)(n−۳)
۲ تعداد به دست�کم دهيد نشان

پاره�خط�هايی آن يال�های و مسأله خطوط تقـاطع نقـاط آن رئوس که بگيريد نظر در گرافی حل. راه
دو آن سر دو که خطوط اين روی پاره�خط�هايی (يعنی می�کنند. جدا يکديگر روی خطوط اين که است
دقيقـاً خط n � اين از تا دو هر می�ناميم. G را گراف اين ندارد) وجود تقـاطعی آن درون و است تقـاطع
n−۱ خط هر روی ديگر طرف از است. n(n−۱)

۲ برابر G گراف رئوس تعداد نتيجه در و دارند تقـاطع يک
تعداد پس می�دهد. ما به G گراف از يال n−۲ آن�ها مابين پاره�خط�های نتيجه در و دارد وجود تقـاطع

است. n(n− ۲) برابر هم گراف يال�های
رئوس تعداد که است ۴ يا ۳ ،۲ ،G رئوس درجات است، تا سه حداقـل خطوط تعداد اينکه به توجه با
نقـاط همان درجه بيشترين با رئوس می�دهيم. نشان c و b ،a با ترتيب به را درجات اين از يک هر با
درجات جمع اينکه و G گراف رئوس کل تعداد داشتن با که کنيد توجه حال هستند. درونی تقـاطع

می�آيد: دست به زير رابطه�ٔ دو است، آن يال�های تعداد برابر دو گراف هر در رئوس

a+ b+ c =
n(n− ۱)

۲ ,

۲a+ ۳b+ ۴c = ۲n(n− ۲).

می�رسيم: زير تساوی به کنيم، کم دوم تساوی از را اول تساوی برابر ۳ اگر

c− a =
n۲ − ۵n

۲ =⇒ c = (a− ۳) + (n− ۲)(n− ۳)
۲ .

گزاره اين اثبات برای داريم. ۲ درجه�ٔ با رأس ۳ حداقـل G گراف در که است اين با معادل حکم پس
می�آيد: پايان در اثباتش و است واضح شهوداً که می�کنيم استفـاده زير لم از هم
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که دارد وجود محدب چندضلعی يک نباشند، هم�خط که صفحه در دلخواه نقطه�ٔ تعداد هر برای لم.
باشند. نقـاط اين ميان از آن رئوس و می�گيرند قرار آن اضلاع روی يا و درون نقـاط اين همه�ٔ

-ضلعی k ≥ ۳ يک که می�شود نتيجه کنيم، استفـاده مسأله خطوط تقـاطع نقـاط برای را لم اگر حال
قرار آن اضلاع روی يا و درون تقـاطع�ها بقيه�ٔ و تقـاطع�هاست ميان از آن رئوس که دارد وجود محدب
l اگر زيرا است. ۲ برابر G گراف در چندضلعی اين رئوس همه�ٔ درجه�ٔ که ديد می�توان راحتی به دارند.
چندضلعی درون در آن روی تقـاطع�های همه�ٔ باشد، چندضلعی اين در P رأس از گذرا خط دو از يکی
نظر در با و دارد خط اين روی مجاور رأس يک فقط P پس دارند. قرار P طرف يک در نتيجه در و

است. ۲ برابر گراف در P درجه�ٔ که می�شود نتيجه ،P از گذرا ديگر خط گرفتن

می�شود. کامل اثبات و a ≥ k ≥ ۳ پس

خطوط از يک هيچ با و باشند آن طرف يک در نقـاط همه�ٔ که بگيريد نظر در خط يک لم. اثبات
قرار نقـاط که سمتی به خود موازات به را خط اين حال نباشد. موازی شده داده نقـاط از تا دو واصل
اين در کرديم، خط راستای مورد در که فرضی به توجه با برسد. نقطه اولين به تا دهيد حرکت دارند
ساعت�گرد جهت در را خطمان حال می�ناميم. P۱ را آن که دارد قرار خط روی نقطه يک فقط لحظه
وضعيت اين در P۱ از خط روی نقطه�ٔ دورترين کند. برخورد ديگر نقطه�ٔ اولين به تا می�چرخانيم P۱ حول
برخورد جديد نقطه�ٔ اولين به تا بچرخانيد ساعت�گرد جهت در P۲ حول را خط حال می�ناميم. P۲ را
جايی نقـاط، کل بودن متناهی به توجه با بسازيد. را P۳, P۴, . . . نقـاط دنباله�ٔ ترتيب همين به و کنيد
چندضلعی متوالی، نقـاط بين پاره�خط�های و دور اين نقـاط و می�شويم مواجه دور با دنباله اين در
گرچه است، کامل دور اين که داد نشان می�توان راحت (خيلی می�دهد. ما به را شده خواسته محدب
آن به و يکتاست لم شرايط با محدب چندضلعی ضمناً نداريم. احتياج لم اثبات برای مطلب اين به

می�گويند.) نقـاط از نظر مورد مجموعه�ٔ «پوش�محدب»

رابطه�ٔ به توجه با تذکر.
(n− ۲)(n− ۳)

۲ =
(n− ۳)(n− ۴)

۲ + n− ۳,
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است: استقراء از استفـاده با مسأله حکم اثبات برای ايده يک زير، گزاره�ٔ اثبات برای تلاش

دوبه�دو همگی (که صفحه، در خط n−۱ از مجموعه يک به جديد خط يک کردن اضافه
درونی تقـاطع نقـاط به نقطه n−۳ حداقـل نباشند) همرس سه�تايی هيچ و باشند متقـاطع

می�کند. اضافه

می�کند: ارائه n = ۶ حالت در آن برای نقض مثال يک زير شکل و است غلط گزاره اين (!) متأسفـانه اما
است) جديد خط قرمز، (خط

در و است تا ۷ کردن اضافه از بعد و تا ۵ جديد، خط کردن اضافه از قبل درونی تقـاطع�های تعداد
می�شود. زياد تا n− ۳ = ۳ از کمتر نتيجه

۹ ايران رياضی المپياد وبگاه
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

∠BCD زاويه�ٔ نيمساز AC که شده�اند انتخاب طوری آن داخل T نقطه�ٔ و ABCD چهارضلعی .۵
.∠ADC − ∠ATB = ∠BAC همچنين و ∠ABC − ∠ATD = ∠DAC است،

.∠BAT = ∠DAC کنيد: ثابت
است. فـاصله يک به CD و CB خط دو از و دارد قرار “C زاويه�ٔ نيمساز روی A رأس اول. حل راه

باشد. مماس CD و CB خط دو بر که کرد رسم A مرکز به دايره�ای می�توان بنابراين
متقـاطع�اند. S در می�شوند رسم D و B از که دايره بر مماس خطوط

÷BSD =÷BCD +÷CBS +÷CDS = ۲α + ۱۸۰◦ − ۲β + ۱۸۰◦ − ۲θ = ۲(۱۸۰◦ + α− β − θ)

=⇒ ÷BSA =÷DSA = ۱۸۰◦ + α− β − θ

=⇒

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

÷ABC −÷ASD = (۱۸۰◦ − β)− (۱۸۰◦ + α− β − θ) = θ − α = ÷DAC

÷ADC −÷ASB = (۱۸۰◦ − θ)− (۱۸۰◦ + α− β − θ) = β − α = ÷BAC

=⇒

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

÷ASD = ÷ATD

÷ASB =÷ATB
(۶)

نتيجه: در و است منطبق T بر S نقطه�ٔ می�گيريم، نتيجه آن بودن يکتا و T نقطه�ٔ تعريف به توجه با
÷BAS = ۱۸۰◦ −÷ABS −÷ASB = ۱۸۰◦ − β − (۱۸۰◦ + α− β − θ) = θ − α = ÷DAC.

ADST و ABST چهارضلعی�های (۶) رابطه�ٔ به توجه با نباشند، منطبق هم بر T و S نقـاط اگر
داريم: و است محاطی BADS پس محاطی�اند،

β + θ = ۱۸۰◦ =⇒ ÷BSA =÷DSA = ۱۸۰◦ + α− β − θ = α

=⇒ ÷BSD =÷BSA+÷DSA = ۲α
=⇒ ÷BTD = ÷BSD = ۲α = ÷BCD,

۱۰ ايران رياضی المپياد وبگاه
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

T و S بنابراين .÷BTD > ÷BCD و دارد قرار ABCD چهارضلعی داخل T نقطه�ٔ مسأله فرض طبق اما
منطبق�اند.

دوم. راه�حل

÷BCA = ÷DCA =⇒ ÷ABC +÷BAC = ÷ADC +÷DAC

=⇒ ÷ABC −÷DAC = ÷ADC −÷BAC

=⇒ ÷ATD =÷ATB = α.

داريم: .÷PBC = ÷DAC که طوری به می�گيريم نظر در AC قطر بر را P نقطه�ٔ
÷ABP = ÷ABC −÷PBC = ÷ABC −÷DAC = α,

△BPC ∼ △ADC =⇒
BC

AC
=

PC

DC
=⇒

BC

PC
= AC

DC

÷BCA = ÷DCA

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ △DPC ∼ △ABC,

=⇒ ÷PDC = ÷BAC

=⇒ ÷ADP = ÷ADC − ÷PDC = ÷ADC −÷BAC = α.

می�ناميم. X را BT و DP تقـاطع نقطه�ٔ
÷ADX = ÷ATX = α =⇒ است. محاطی ADTX

÷AXD = ÷ATD = ÷ABP = α =⇒ است. محاطی ABPX

نتيجه در
÷BAP = ÷BXP = ÷DXT = ÷DAT =⇒ ÷BAT = ÷DAC.

۱۱ ايران رياضی المپياد وبگاه
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

می�کنند: صدق زير شرط دو در که بيابيد را f : N → N توابع همه�ٔ .۶

است. بخش�پذير x+ y بر f(x) + f(y) مقدار ،y و x طبيعی عدد دو هر ازای به •

است. برقرار ۲f(x) ≤ x۳ نابرابری ،x ≥ ۱۳۹۵ طبيعی عدد هر برای •

بخش�پذير x بر f(x) که می�شود نتيجه اول، شرط در x = y دادن قرار با که کنيد توجه ابتدا حل. راه
کنيم فرض حال است. طبيعی عددی g(x) که f(x) = xg(x) بنويسيم، می�توانيم نتيجه در و است
a برابر g(x) باشد، بزرگ کافی اندازه�ٔ به فرد عدد يک x اگر می�دهيم نشان .g(۲) = b و g(۱) = a

می�کنيم: استفـاده y = ۲ و y = ۱ برای اول شرط از بار دو کار اين برای است.

x+ ۱ | xg(x) + a = (x+ ۱)g(x) + (a− g(x)) =⇒ x+ ۱ | g(x)− a,

x+ ۲ | xg(x) + ۲b = (x+ ۲)g(x) + ۲(b− g(x)) =⇒ x+ ۲ | g(x)− b.

بودن اول هم به نسبت به توجه با نتيجه در است) فرد x+ ۲ که است علت اين به آخر (نتيجه�گيری
صورت به x+۲ و x+۱ بر باقيمانده�اش دانستن با (x+۱)(x+۲) بر g(x) باقيمانده�ٔ ،x+۲ و x+۱
پس می�کند، صدق g(x) جای به بالا بخش�پذيری دو در a(x+ ۲)− b(x+ ۱) می�آيد. دست به يکتا

داريم:

g(x) = a(x+ ۲)− b(x+ ۱) + c(x+ ۱)(x+ ۲) = cx۲ + (۳c+ a− b)x+ (۲c+ ۲a− b).

،۰ < g(x) ≤ x۲
۲ بزرگ کافی اندازه�ٔ به xهای برای مسأله فرض به توجه با است. صحيح عددی c که

داريم: پس .c = ۰ است، صحيح چون و است ۱
۲ حداکثر و نامنفی c پس

g(x) = (a− b)x+ (۲a− b).

.X + Y |g(X)− g(Y ) باشند، اول هم به نسبت Y و X اگر لم.
(X + Y )g(Y ) اگر پس است. بخش�پذير X + Y بر Xg(X) + Y g(Y ) مسأله فرض بنابر لم. اثبات
و X اما است. بخش�پذير X + Y بر X(g(X) − g(Y )) پس است. چنين باز کنيم، کم آن از هم را

است. بخش�پذير X + Y بر g(X)− g(Y ) پس اولند، هم به نسبت X + Y

x به نسبت که باشد ديگری بزرگ کافی اندازه�ٔ به فرد عدد x′ کنيم فرض مسأله حل ادامه�ٔ در حال
لم: به توجه با اين�صورت در است، اول

x+ x′|(a− b)(x− x′),

۱۲ ايران رياضی المپياد وبگاه
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از را x′ اگر حال .x+x′

۲ |(a− b) پس است، ۲ برابر x− x′ و x + x′ مشترک عليه مقسوم بزرگترين اما
بزرگ فرد xهای برای نتيجه در و a − b = ۰ می�شود نتيجه بگيريم، بزرگتر a − b قدرمطلق برابر دو

می�شود. ثابت ما ادعای و g(x) = ۲a− b = a

بگيريم بزرگ کافی اندازه�ٔ به طبيعی عدد يک را x اگر باشد. دلخواه طبيعی عدد يک y کنيد فرض حال
بنابرلم: باشد، اول ۲y به نسبت که

x+ y|g(x)− g(y) = a− g(y).

اگر اما است. بخش�پذير باشد، داشته را گفته�شده خاصيت x که xهايی + y تمامی بر a − g(y) پس
g(y) = a ،y هر برای که می�گيريم نتيجه پس باشد. بزرگتر حدی از نمی�تواند x نباشد، صفر a− g(y)

.f(y) = ay و
به می�کنند صدق مسأله شرط دو در که توابعی تمامی ،۲a ≤ ۱۳۹۵۲ دوم، شرط به توجه با نهايت در

است. ۱۳۹۵۲
۲ از کوچکتر طبيعی عددی a که هستند f(x) = ax صورت

۱۳ ايران رياضی المپياد وبگاه
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است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره



چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات
۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ

۱۰ و ۹ تاريخ در کشور رياضی المپياد چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ آزمون
در شده پذيرفته دانش�آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۵ ارديبهشت
مدت به روز هر در و روز دو در شرکت�کنندگان شد. برگزار اول مرحله�ٔ آزمون

دادند. پاسخ تشريحی سؤال سه به ساعت نيم و چهار
ذکر به لازم آن�هاست. راه�حل همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ دفترچهٔ
بارم�بندی و است شده تهيه آموزشی هدف برای صرفـاً دفترچه اين که است

می�شود. تهيه کارشناسان از گروهی توسط مستقـلاً آزمون، تصحيح
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

کنيد: ثابت باشند. حقيقی اعدادی ،۰ < a ≤ b ≤ c کنيد فرض .۱
(c− a)۲

۶c ≤
a+ b+ c

۳ −
۳

۱
a
+ ۱

b
+ ۱

c

.

اين�صورت در .P = ac و S = a + c می�کنيم تعريف عبارات، شدن خلاصه برای صرفـاً اول. راه�حل
داريم: مسأله نابرابری راست سمت برای

R =
a+ b+ c

۳ −
۳

۱
a
+ ۱

b
+ ۱

c

=
S + b

۳ −
۳Pb

Sb+ P
.

عبارت که کنيد توجه کنيم؛ مينيمم b متغير حسب بر تابعی عنوان به را اخير عبارت که است اين هدف
آن مخرج که است کسری جزء يک و S+b

۳ يعنی خطی، جزء يک شامل b متغير حسب بر بحث مورد
ساده محاسبه�ٔ کمی با و می�کنيم بازنويسی را عبارت t = Sb+ P متغير تغيير با اکنون است. Sb+ P

می�رسيم: زير عبارت به

R =
S + b

۳ −
۳Pb

Sb+ P
=

S۲ − ۱۰P
۳S +

t

۳S +
۳P ۲

St
.

نابرابری طبق پس است. t متغير بدون عبارتی آخر، جمله�ٔ دو حاصل�ضرب که کنيد توجه اکنون
داريم: u+ v ≥ ۲√uv

R ≥
S۲ − ۱۰P

۳S + ۲
√

P ۲

S۲ =
S۲ − ۴P

۳S =
(c− a)۲

۳(c+ a)
≥

(c− a)۲

۶c .

و b ،a متغير سه حسب بر F (a, b, c) دلخواه فرمول هر ازای به نوشتن، در راحتی برای دوم. حل راه�
دوریِ جمع ،c

F (a, b, c) + F (b, c, a) + F (c, a, b)

می�دهيم: بسط را مسأله نابرابری راست سمت نمادگذاری اين با می�دهيم. نمايش ∑F (a, b, c) با را
∑

a

۳ −
۳

∑ ۱
a

=

∑

a

۳ −
۳abc
∑

ab
=

(
∑

a)(
∑

ab)− ۹abc
۳∑

ab

=

∑

(a۲b+ ab۲) − ۶abc
۳∑

ab
=

∑

a(b− c)۲

۳∑

ab
.

است: زير نابرابری با معادل مسأله نابرابری بنابراين
∑

a(b− c)۲ ≥
Ç
∑

ab

۲c
å
(c− a)۲. (۱)

راست سمت برای نتيجه در و نيست بيشتر b

۲ از ab

۲c ،a ≤ b ≤ c ترتيب به توجه با که کنيد توجه اما
داريم: بالا نابرابری

Ç
∑

ab

۲c
å
(c− a)۲ =

Ç
ab

۲c +
a+ b

۲
å
(c− a)۲ ≤ (

a

۲ + b)(c− a)۲. (۲)

۱ ايران رياضی المپياد وبگاه
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

می�آيد: دست به هم (۱) نابرابری چپ سمت برای
∑

a(b− c)۲ ≥ b(c− a)۲ + a
Ä
(c− b)۲ + (b− a)۲ä . (۳)

،Y و X عدد دو هر برای که کنيد توجه حال

(X − Y )۲ ≥ ۰ =⇒ X۲ + Y ۲ − ۲XY ≥ ۰ =⇒ ۲(X۲ + Y ۲) ≥ (X + Y )۲

=⇒ X۲ + Y ۲ ≥
(X + Y )۲

۲ .

که: گرفت نتيجه می�توان (۳) نابرابری از استفـاده با ،X = c− b, Y = b− a دهيم، قرار اگر نتيجه در
∑

a(b− c)۲ ≥ b(c− a)۲ + a
Ä
(c− b)۲ + (b− a)۲ä ≥ b(c− a)۲ +

a

۲(c− a)۲.

می�دهد. نتيجه را است مسأله حکم معادل که (۱) نابرابری ،(۲) نابرابری همراه به نابرابری اين و

کنيد: مشاهده زير صفحه�ٔ در می�توانيد را سؤال اين برای ديگری راه�حل�های توجه.

۲ ايران رياضی المپياد وبگاه
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دايره�ٔ بر مماسی A نقطه�ٔ در .∠C = ۲∠B داريم و است مفروض w۱ محيطی دايره�ٔ با ABC مثلث .۲
در که می�کنيم رسم طوری را w۲ دايره�ٔ کند. قطع E نقطه�ٔ در را BC ضلع امتداد تا می�کنيم رسم w۱

قطع F نقطه�ٔ در را AB ضلع دايره اين بگذرد. B نقطه�ٔ از همچنين و باشد مماس AC ضلع بر C نقطه�ٔ
کمان وسط اگر است). K و A بين BC) می�کنيم رسم w۲ دايره�ٔ بر را EK مماس E نقطه�ٔ از می�کند.
محاطی MFAK چهارضلعی کنيد ثابت بناميم، M را نيست) A شامل که (کمانی w۱ دايره�ٔ از BC

است.
داريم: w۲ دايره�ٔ در آنگاه بناميم، D را BC و FK تقـاطع محل اگر اول. حل راه

÷ACB = B̂C

۲
÷FBC = F̂C

۲
“C = ۲“B

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

=⇒ B̄F = F̄C,

◊"CDK = B̂F+ĈK

۲
◊"DKE = F̂C+ĈK

۲
B̄F = F̄C

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

=⇒ ◊"EDK =◊"DKE =⇒ ED = EK. (۴)

می�دانيم: w۲ و w۱ دايره�ٔ دو به نسبت E نقطه�ٔ قوت طبق طرفی از

EK۲ = EC · EB

EA۲ = EC · EB

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ EK = EA. (۵)

که: می�دهد نتيجه (۵) و (۴) ترکيب و

ED = EA =⇒ ÷ADE = ÷DAE.

داريم: w۱ دايره�ٔ در کند، قطع N در را w۱ دايره�ٔ تا دهيم امتداد را AD اگر حال

÷DAE = ÂC+ĈN

۲
÷ADE = ÂC+B̂N

۲

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ C̄N = B̄N.

است. (M همان (يعنی BC کمان وسط N و
داريم: دايره دو در D قوت طبق حال

FD ·DK = BD ·DC = MD ·DA,

است. محاطی MFAK چهارضلعی نتيجه در ،FD ·DK = MD ·DA پس

۳ ايران رياضی المپياد وبگاه
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

داريم: بنويسيم، w۲ و w۱ دايره�ٔ دو به نسبت را E نقطه�ٔ قوت اگر دوم. راه�حل

EC · EB = EA۲

EC · EB = EK۲

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ EA = EK.

قطع را هم�ديگر BC ضلع روی ÷BKC زاويه�ٔ نيمساز و ÷BAC زاويه�ٔ نيمساز که می�کنيم ثابت حال
.KB

KC
= AB

AC
که کنيم اثبات است کافی منظور اين برای می�کنند.

نيز EBA و EAC مثلث دو همچنين .KB

KC
= EB

EK
پس متشابه�اند، هم با EKB و ECK مثلث دو

.AB

AC
= EB

EA
داريم: و متشابه�اند

D را BC ضلع با نيمسازها اين برخورد محل اگر حال .KB

KC
= AB

AC
پس EK = EA می�دانيم چون و

نيز M و D و A و هم�خطند F و D و K پس هستند، دايره دو از BC کمان وسط M و F بناميم،
هم�خطند.

می�نويسيم: دايره دو در را D قوت

BD ·DC = AD ·DM

BD ·DC = FD ·DK

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ AD ·DM = FD ·DK,

است. محاطی AFMK چهارضلعی پس
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۱۳۹۵ رياضی، المپياد دوره�ٔ چهارمين و سی دوم مرحله�ٔ راه�حل�های و سؤالات

مخالف و موافق رأی اساس بر شورا اين در تصميمات و دارد عضو نفر شش شورايی کنيد فرض .۳
باشد: زير شرط دو دارای بايد تصميم�گيری» قبول قـابل «روش يک می�شود. گرفته اعضاء

را نظرش مخالف، اعضای از يکی و باشد مثبت نهايی نتيجه�ٔ حالتی در اگر بودن: صعودی شرط •
باشد. مثبت هم باز بايد نهايی نتيجه�ٔ دهد، تغيير موافق به

کند. تغيير بايد نيز نهايی نتيجه�ٔ دهند، تغيير را خود نظر اعضاء همه�ٔ اگر تقـارن: شرط •

وزن�های اعضاء به که ترتيب اين به است. وزن�دار» «رأی�گيری تصميم�گيری، قبول قـابل روش نوع يک
رأی�دهندگان وزن مجموع مقـايسه�ٔ با نهايی تصميم و شود داده تخصيص w۶ و . . . ،w۲ ،w۱ نامنفی
رأی اساس بر تصميم�گيری ،wi = ۱ ،i ≥ ۲ هر برای و w۱ = ۲ اگر مثلاً شود. مشخص مخالف و موافق

بود. خواهد تصميم معيار اول نفر رأی که آراء برابری حالت در مگر است اکثريت
نباشد. توصيف قـابل وزن�دار، رأی�گيری شکل به که بزنيد مثال تصميم�گيری قبول قـابل روش يک

کنيد. ثابت نيز را خود مثال درستی بايد که است واضح

در را تصميم�گيری برای زير روش می�کنيم. شماره�گذاری ،۶ تا ۱ شماره�های با را شورا اعضای حل. راه
بگيريد: نظر

و می�گيريم نظر در نهايی نتيجه�ٔ عنوان به را آنها رأی بودند، هم�رأی سوم تا اول نفرات اگر
می�شود. تعيين ششم تا چهارم نفرات آراء اکثريت اساس بر نهايی نتيجه�ٔ اين�صورت غير در

روش يک بنابراين و است تقـارن و بودن صعودی شرط دو دارای وضوح به تصميم�گيری روش اين
روش اين که طوری به داد، وزن اعضا به نمی�توان صورتی هيچ به که می�کنيم ادعا است. قبول قـابل

شود. حاصل مخالف و موافق اعضای وزن مقـايسه�ٔ از
روش اين برای وزن�دهی يک (w۱, . . . , w۶) وزن�دهی و نباشد چنين می�کنيم فرض خلف برهان با
به توجه با است) wi i-ام، نفر وزن ترتيب همين به و w۲ دوم، نفر وزن ،w۱ اول، نفر وزن باشد.(يعنی

روش، اين در هم با آخر عضو سه همچنين و يکديگر با اول عضو سه نقش بودن يکسان

(w۲, w۳, w۱, w۵, w۶, w۴)

۵ ايران رياضی المپياد وبگاه
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همين�طور و
(w۳, w۱, w۲, w۶, w۴, w۵)

يک به وزن�دهی چند اگر که ديد می�توان سادگی به هستند. روش اين برای ديگری وزن�دهی�های
جمع پس می�دهد. ما به را تصميم�گيری روش همان هم آنها جمع شوند، منجر تصميم�گيری روش
دهيم قرار اگر يعنی ماست، پيشنهادی تصميم�گيری روش برای وزن�دهی يک شده ذکر وزن�دهی سه

است. روش اين برای وزن�دهی يک (a, a, a, b, b, b) ،b = w۴ + w۵ + w۶ و a = w۱ + w۲ + w۳

در اين�صورت در باشند. مخالف دوم نفر سه و موافق اول نفر سه که بگيريد نظر در را حالتی ابتدا حال
می�توان هم را ديگری حالت .۳a > ۳b ادعاشده، وزن�دهی بنابر و است موافق نهايی نتيجه�ٔ ما روش
اين در باشند. مخالف بقيه و موافق آخر نفر سه از نفر يک و اول نفر سه از نفر دو که گرفت نظر در
اگر باز است. ۲b+ a مخالفـان وزن و ۲a+ b موافقـان وزن جمع و است مخالف نهايی تصميم حالت،
اين .b > a نتيجه در و ۲b+ a > ۲a+ b باشيم داشته بايد بدهد، را نتيجه همين ادعاشده وزن�دهی
روش پس می�شود. منجر تناقض به ما خلف فرض نتيجه در و است متناقض قبلی نابرابری با نابرابری

نيست. وزن�دار شده ارائه تصميم�گيری

اينجا در ما نباشند. وزن�دار که کرد ارائه می�توان نيز ديگری قبول قـابل تصميم�گيری روش�های تذکر.
می�کنيم: اشاره ديگر نمونه�ٔ دو به

انتخاب نهايی تصميم عنوان به باشد، داشته رأی سه از بيشتر مخالف)، يا (موافق تصميم يک اگر •
نفرات ميان در آن موافقـان تعداد که تصميمی مخالف، و موافق آراء تساوی صورت در و می�شود

می�شود. اتخاذ باشد، فرد عددی سوم، تا اول

هم�نظر آنها از مجاور نفر سه اگر اين�صورت در نشسته�اند. ميز يک دور اول نفر پنج کنيد فرض •
می�شود. اتخاذ ششم نفر نظر اين�صورت غير در و آنها مشترک نظر بودند،

۶ ايران رياضی المپياد وبگاه
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نيستند. همرس آن�ها از سه�تايی هيچ که است شده رسم متقـاطع دوبه�دو خط n ≥ ۳ صفحه در .۴
دو هر روی نقطه اين طرف دو هر در هرگاه می�گوييم، «درونی» را خط�ها اين از تا دو تقـاطع نقطه�ٔ يک
با خط ۵ روبه�رو شکل در مثال، (برای باشد. داشته وجود ديگری تقـاطع نقـاط نقطه، اين از گذرا خط

شده�اند.) مشخص توپر دايره�های با که است شده داده نشان درونی تقـاطع نقطه�ٔ ۴

هستند. درونی خط، n اين تقـاطع نقـاط از تا (n−۲)(n−۳)
۲ تعداد به دست�کم دهيد نشان

پاره�خط�هايی آن يال�های و مسأله خطوط تقـاطع نقـاط آن رئوس که بگيريد نظر در گرافی حل. راه
دو آن سر دو که خطوط اين روی پاره�خط�هايی (يعنی می�کنند. جدا يکديگر روی خطوط اين که است
دقيقـاً خط n � اين از تا دو هر می�ناميم. G را گراف اين ندارد) وجود تقـاطعی آن درون و است تقـاطع
n−۱ خط هر روی ديگر طرف از است. n(n−۱)

۲ برابر G گراف رئوس تعداد نتيجه در و دارند تقـاطع يک
تعداد پس می�دهد. ما به G گراف از يال n−۲ آن�ها مابين پاره�خط�های نتيجه در و دارد وجود تقـاطع

است. n(n− ۲) برابر هم گراف يال�های
رئوس تعداد که است ۴ يا ۳ ،۲ ،G رئوس درجات است، تا سه حداقـل خطوط تعداد اينکه به توجه با
نقـاط همان درجه بيشترين با رئوس می�دهيم. نشان c و b ،a با ترتيب به را درجات اين از يک هر با
درجات جمع اينکه و G گراف رئوس کل تعداد داشتن با که کنيد توجه حال هستند. درونی تقـاطع

می�آيد: دست به زير رابطه�ٔ دو است، آن يال�های تعداد برابر دو گراف هر در رئوس

a+ b+ c =
n(n− ۱)

۲ ,

۲a+ ۳b+ ۴c = ۲n(n− ۲).

می�رسيم: زير تساوی به کنيم، کم دوم تساوی از را اول تساوی برابر ۳ اگر

c− a =
n۲ − ۵n

۲ =⇒ c = (a− ۳) + (n− ۲)(n− ۳)
۲ .

گزاره اين اثبات برای داريم. ۲ درجه�ٔ با رأس ۳ حداقـل G گراف در که است اين با معادل حکم پس
می�آيد: پايان در اثباتش و است واضح شهوداً که می�کنيم استفـاده زير لم از هم
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که دارد وجود محدب چندضلعی يک نباشند، هم�خط که صفحه در دلخواه نقطه�ٔ تعداد هر برای لم.
باشند. نقـاط اين ميان از آن رئوس و می�گيرند قرار آن اضلاع روی يا و درون نقـاط اين همه�ٔ

-ضلعی k ≥ ۳ يک که می�شود نتيجه کنيم، استفـاده مسأله خطوط تقـاطع نقـاط برای را لم اگر حال
قرار آن اضلاع روی يا و درون تقـاطع�ها بقيه�ٔ و تقـاطع�هاست ميان از آن رئوس که دارد وجود محدب
l اگر زيرا است. ۲ برابر G گراف در چندضلعی اين رئوس همه�ٔ درجه�ٔ که ديد می�توان راحتی به دارند.
چندضلعی درون در آن روی تقـاطع�های همه�ٔ باشد، چندضلعی اين در P رأس از گذرا خط دو از يکی
نظر در با و دارد خط اين روی مجاور رأس يک فقط P پس دارند. قرار P طرف يک در نتيجه در و

است. ۲ برابر گراف در P درجه�ٔ که می�شود نتيجه ،P از گذرا ديگر خط گرفتن

می�شود. کامل اثبات و a ≥ k ≥ ۳ پس

خطوط از يک هيچ با و باشند آن طرف يک در نقـاط همه�ٔ که بگيريد نظر در خط يک لم. اثبات
قرار نقـاط که سمتی به خود موازات به را خط اين حال نباشد. موازی شده داده نقـاط از تا دو واصل
اين در کرديم، خط راستای مورد در که فرضی به توجه با برسد. نقطه اولين به تا دهيد حرکت دارند
ساعت�گرد جهت در را خطمان حال می�ناميم. P۱ را آن که دارد قرار خط روی نقطه يک فقط لحظه
وضعيت اين در P۱ از خط روی نقطه�ٔ دورترين کند. برخورد ديگر نقطه�ٔ اولين به تا می�چرخانيم P۱ حول
برخورد جديد نقطه�ٔ اولين به تا بچرخانيد ساعت�گرد جهت در P۲ حول را خط حال می�ناميم. P۲ را
جايی نقـاط، کل بودن متناهی به توجه با بسازيد. را P۳, P۴, . . . نقـاط دنباله�ٔ ترتيب همين به و کنيد
چندضلعی متوالی، نقـاط بين پاره�خط�های و دور اين نقـاط و می�شويم مواجه دور با دنباله اين در
گرچه است، کامل دور اين که داد نشان می�توان راحت (خيلی می�دهد. ما به را شده خواسته محدب
آن به و يکتاست لم شرايط با محدب چندضلعی ضمناً نداريم. احتياج لم اثبات برای مطلب اين به

می�گويند.) نقـاط از نظر مورد مجموعه�ٔ «پوش�محدب»

رابطه�ٔ به توجه با تذکر.
(n− ۲)(n− ۳)

۲ =
(n− ۳)(n− ۴)

۲ + n− ۳,
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است: استقراء از استفـاده با مسأله حکم اثبات برای ايده يک زير، گزاره�ٔ اثبات برای تلاش

دوبه�دو همگی (که صفحه، در خط n−۱ از مجموعه يک به جديد خط يک کردن اضافه
درونی تقـاطع نقـاط به نقطه n−۳ حداقـل نباشند) همرس سه�تايی هيچ و باشند متقـاطع

می�کند. اضافه

می�کند: ارائه n = ۶ حالت در آن برای نقض مثال يک زير شکل و است غلط گزاره اين (!) متأسفـانه اما
است) جديد خط قرمز، (خط

در و است تا ۷ کردن اضافه از بعد و تا ۵ جديد، خط کردن اضافه از قبل درونی تقـاطع�های تعداد
می�شود. زياد تا n− ۳ = ۳ از کمتر نتيجه

۹ ايران رياضی المپياد وبگاه
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∠BCD زاويه�ٔ نيمساز AC که شده�اند انتخاب طوری آن داخل T نقطه�ٔ و ABCD چهارضلعی .۵
.∠ADC − ∠ATB = ∠BAC همچنين و ∠ABC − ∠ATD = ∠DAC است،

.∠BAT = ∠DAC کنيد: ثابت
است. فـاصله يک به CD و CB خط دو از و دارد قرار “C زاويه�ٔ نيمساز روی A رأس اول. حل راه

باشد. مماس CD و CB خط دو بر که کرد رسم A مرکز به دايره�ای می�توان بنابراين
متقـاطع�اند. S در می�شوند رسم D و B از که دايره بر مماس خطوط

÷BSD =÷BCD +÷CBS +÷CDS = ۲α + ۱۸۰◦ − ۲β + ۱۸۰◦ − ۲θ = ۲(۱۸۰◦ + α− β − θ)

=⇒ ÷BSA =÷DSA = ۱۸۰◦ + α− β − θ

=⇒

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

÷ABC −÷ASD = (۱۸۰◦ − β)− (۱۸۰◦ + α− β − θ) = θ − α = ÷DAC

÷ADC −÷ASB = (۱۸۰◦ − θ)− (۱۸۰◦ + α− β − θ) = β − α = ÷BAC

=⇒

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

÷ASD = ÷ATD

÷ASB =÷ATB
(۶)

نتيجه: در و است منطبق T بر S نقطه�ٔ می�گيريم، نتيجه آن بودن يکتا و T نقطه�ٔ تعريف به توجه با
÷BAS = ۱۸۰◦ −÷ABS −÷ASB = ۱۸۰◦ − β − (۱۸۰◦ + α− β − θ) = θ − α = ÷DAC.

ADST و ABST چهارضلعی�های (۶) رابطه�ٔ به توجه با نباشند، منطبق هم بر T و S نقـاط اگر
داريم: و است محاطی BADS پس محاطی�اند،

β + θ = ۱۸۰◦ =⇒ ÷BSA =÷DSA = ۱۸۰◦ + α− β − θ = α

=⇒ ÷BSD =÷BSA+÷DSA = ۲α
=⇒ ÷BTD = ÷BSD = ۲α = ÷BCD,

۱۰ ايران رياضی المپياد وبگاه
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T و S بنابراين .÷BTD > ÷BCD و دارد قرار ABCD چهارضلعی داخل T نقطه�ٔ مسأله فرض طبق اما
منطبق�اند.

دوم. راه�حل

÷BCA = ÷DCA =⇒ ÷ABC +÷BAC = ÷ADC +÷DAC

=⇒ ÷ABC −÷DAC = ÷ADC −÷BAC

=⇒ ÷ATD =÷ATB = α.

داريم: .÷PBC = ÷DAC که طوری به می�گيريم نظر در AC قطر بر را P نقطه�ٔ
÷ABP = ÷ABC −÷PBC = ÷ABC −÷DAC = α,

△BPC ∼ △ADC =⇒
BC

AC
=

PC

DC
=⇒

BC

PC
= AC

DC

÷BCA = ÷DCA

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

=⇒ △DPC ∼ △ABC,

=⇒ ÷PDC = ÷BAC

=⇒ ÷ADP = ÷ADC − ÷PDC = ÷ADC −÷BAC = α.

می�ناميم. X را BT و DP تقـاطع نقطه�ٔ
÷ADX = ÷ATX = α =⇒ است. محاطی ADTX

÷AXD = ÷ATD = ÷ABP = α =⇒ است. محاطی ABPX

نتيجه در
÷BAP = ÷BXP = ÷DXT = ÷DAT =⇒ ÷BAT = ÷DAC.

۱۱ ايران رياضی المپياد وبگاه
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می�کنند: صدق زير شرط دو در که بيابيد را f : N → N توابع همه�ٔ .۶

است. بخش�پذير x+ y بر f(x) + f(y) مقدار ،y و x طبيعی عدد دو هر ازای به •

است. برقرار ۲f(x) ≤ x۳ نابرابری ،x ≥ ۱۳۹۵ طبيعی عدد هر برای •

بخش�پذير x بر f(x) که می�شود نتيجه اول، شرط در x = y دادن قرار با که کنيد توجه ابتدا حل. راه
کنيم فرض حال است. طبيعی عددی g(x) که f(x) = xg(x) بنويسيم، می�توانيم نتيجه در و است
a برابر g(x) باشد، بزرگ کافی اندازه�ٔ به فرد عدد يک x اگر می�دهيم نشان .g(۲) = b و g(۱) = a

می�کنيم: استفـاده y = ۲ و y = ۱ برای اول شرط از بار دو کار اين برای است.

x+ ۱ | xg(x) + a = (x+ ۱)g(x) + (a− g(x)) =⇒ x+ ۱ | g(x)− a,

x+ ۲ | xg(x) + ۲b = (x+ ۲)g(x) + ۲(b− g(x)) =⇒ x+ ۲ | g(x)− b.

بودن اول هم به نسبت به توجه با نتيجه در است) فرد x+ ۲ که است علت اين به آخر (نتيجه�گيری
صورت به x+۲ و x+۱ بر باقيمانده�اش دانستن با (x+۱)(x+۲) بر g(x) باقيمانده�ٔ ،x+۲ و x+۱
پس می�کند، صدق g(x) جای به بالا بخش�پذيری دو در a(x+ ۲)− b(x+ ۱) می�آيد. دست به يکتا

داريم:

g(x) = a(x+ ۲)− b(x+ ۱) + c(x+ ۱)(x+ ۲) = cx۲ + (۳c+ a− b)x+ (۲c+ ۲a− b).

،۰ < g(x) ≤ x۲
۲ بزرگ کافی اندازه�ٔ به xهای برای مسأله فرض به توجه با است. صحيح عددی c که

داريم: پس .c = ۰ است، صحيح چون و است ۱
۲ حداکثر و نامنفی c پس

g(x) = (a− b)x+ (۲a− b).

.X + Y |g(X)− g(Y ) باشند، اول هم به نسبت Y و X اگر لم.
(X + Y )g(Y ) اگر پس است. بخش�پذير X + Y بر Xg(X) + Y g(Y ) مسأله فرض بنابر لم. اثبات
و X اما است. بخش�پذير X + Y بر X(g(X) − g(Y )) پس است. چنين باز کنيم، کم آن از هم را

است. بخش�پذير X + Y بر g(X)− g(Y ) پس اولند، هم به نسبت X + Y

x به نسبت که باشد ديگری بزرگ کافی اندازه�ٔ به فرد عدد x′ کنيم فرض مسأله حل ادامه�ٔ در حال
لم: به توجه با اين�صورت در است، اول

x+ x′|(a− b)(x− x′),

۱۲ ايران رياضی المپياد وبگاه
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از را x′ اگر حال .x+x′

۲ |(a− b) پس است، ۲ برابر x− x′ و x + x′ مشترک عليه مقسوم بزرگترين اما
بزرگ فرد xهای برای نتيجه در و a − b = ۰ می�شود نتيجه بگيريم، بزرگتر a − b قدرمطلق برابر دو

می�شود. ثابت ما ادعای و g(x) = ۲a− b = a

بگيريم بزرگ کافی اندازه�ٔ به طبيعی عدد يک را x اگر باشد. دلخواه طبيعی عدد يک y کنيد فرض حال
بنابرلم: باشد، اول ۲y به نسبت که

x+ y|g(x)− g(y) = a− g(y).

اگر اما است. بخش�پذير باشد، داشته را گفته�شده خاصيت x که xهايی + y تمامی بر a − g(y) پس
g(y) = a ،y هر برای که می�گيريم نتيجه پس باشد. بزرگتر حدی از نمی�تواند x نباشد، صفر a− g(y)

.f(y) = ay و
به می�کنند صدق مسأله شرط دو در که توابعی تمامی ،۲a ≤ ۱۳۹۵۲ دوم، شرط به توجه با نهايت در

است. ۱۳۹۵۲
۲ از کوچکتر طبيعی عددی a که هستند f(x) = ax صورت

۱۳ ايران رياضی المپياد وبگاه
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دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله آزمون سوالات
۱۳۹۴ رياضی، المپياد

۱۸ و ۱۷ تاريخ در کشور رياضی المپياد سومين و سی دوم مرحله آزمون
در شده پذيرفته دانش آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۴ ارديبهشت
مدت به روز هر در و روز دو در شرکت کنندگان گرديد. برگزار اول مرحله آزمون
آزمون سؤالات ادامه، در گفتند. پاسخ تشريحی سؤال سه به نيم و ساعت چهار

می بينيد. را
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

نابرابر قطعاتی به وسط، از نامنظم برش چند با را دايره شکل به کيکی بهرام و آرش کنيد فرض .۱
حق فقط بهرام سپس بردارد. دل خواه به را قطعات از يکی می تواند آرش ابتدا در کرده اند. تقسيم
در کس هر ترتيب، همين به و باشد شده برداشته مجاورش قطعهٔ که بردارد را قطعه ای دو از يکی دارد
شده برداشته مجاورش قطعهٔ قبلی مراحل از يکی در که بردارد را قطعه ای دارد حق فقط خود نوبت
قطعات، وزن دانستن با آرش، باشد، شده قطعه پنج شکل هر به کيک ابتدا در اگر کنيد ثابت باشد.

برسد. او به کيک نصف دست کم که کند عمل طوری می تواند

نامحدود کامپيوتر حافظهٔ کند. ذخيره را جبری عبارات خود حافظهٔ در می تواند که داريم کامپيوتری .۲
را زير اعمال می توان کامپيوتر اين با است. شده ذخيره آن حافظهٔ در x عبارت فقط ابتدا در و است

داد: انجام

(به کرد ذخيره حافظه اش در نيز را ۱
f

می توان باشد، کامپيوتر حافظهٔ در f جبری عبارت هرگاه •
نباشد). صفر با متحد f اين که شرط

در نيز را f − g و f + g می توان باشند، کامپيوتر حافظهٔ در g و f جبری عبارت های هرگاه •
باشند.) يکسان می توانند g و f ) کرد. ذخيره حافظه اش

... و ۱
x− ۱

x

+
۱
x

، ۱
x− ۱

x

،x− ۱
x

، ۱
x

کرد: ذخيره حافظه در را عبارات اين می توان مثال عنوان به
(دو کرد. ذخيره حافظه در را آن با متحد عبارتی يا و xn عبارت بتوان که بيابيد را n طبيعی اعداد همهٔ
باشند.) برابر باشد، دو هر دامنهٔ در که x مقدار هر برای اگر می گوييم متحد را x متغير با جبری عبارت

نقـاط در ترتيب به را AB و AC اضلاع می گذرد، ABC مثلث C و B رئوس از که دلخواهی دايرهٔ .۳
باشد AC بر P از شده رسم عمود پای H و باشد CE و BD تقـاطع Pمحل اگر می کند. قطع E و D

متشابه اند. CAE و MNH مثلث های کنيد ثابت باشند، AP و BC وسط های ترتيب به N و M و
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

پای ترتيب، به Y و X .∠ADC = ∠ACB و است A زاويهٔ نيمساز AC ،ABCD چهارضلعی در .۴
BD خط روی AXY مثلث ارتفـاعی مرکز کنيد ثابت هستند. CD و BC بر A از شده رسم عمودهای

است.) آن ارتفـاع های برخورد محل مثلث، يک ارتفـاعی (مرکز است.

،۱ طول های به بازه n+ ۱ کرده ايم. تقسيم مساوی قسمت ۲n به نقطه ۲n با را دايره يک محيط .۵
دهيد نشان است. نقـاط اين روی آنها ته و سر که دارند قرار نحوی به دايره اين روی n + ۱ ،. . . ،۲

است. ديگری درون کاملاً بازه ها اين از يکی

که نوشت طبيعی عدد دو جمع صورت به را n می توان دهيد نشان است. طبيعی عددی n ≥ ۵۰ .۶
۸۰+۱۴ صورت به می توان را ۹۴ مثال، برای نباشند. بزرگ تر √n از عدد دو آن از کدام هر اول عوامل

نيستند. بزرگ تر √۹۴ از عدد دو اين اول عوامل از يک هيچ که نوشت
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دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات
۱۳۹۴ رياضی، المپياد

۱۸ و ۱۷ تاريخ در کشور رياضی المپياد سومين و سی دوم مرحله آزمون
در شده پذيرفته دانش آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۴ ارديبهشت
به روز هر در و روز دو در شرکت کنندگان گرديد. برگزار اول مرحله آزمون

گفتند. پاسخ تشريحی سؤال سه به نيم و ساعت چهار مدت
لازم آن هاست. حل راه همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ دفترچهٔ
دفترچه اين در که دارند هم ديگری حل های راه سؤالات که است ذکر به
از آزمون سؤالات برای صحيحی حل راه هر که است طبيعی نشده اند. ذکر

باشد. نيامده دفترچه اين در اگرچه می شود پذيرفته شرکت کنندگان
حل ها راه در توضيحاتی است ممکن حل ها راه اين آموزشی جنبهٔ به توجه با
ممکن همچنين و نباشد ضروری تصحيح بارم بندی نظر از که باشد آمده
دليل به است ضروری تصحيح بارم بندی اساس بر که توضيحاتی بعضی است

باشند. نيامده حل ها راه اين در بودن واضح
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

نابرابر قطعاتی به وسط، از نامنظم برش چند با را دايره شکل به کيکی بهرام و آرش کنيد فرض .۱
حق فقط بهرام سپس بردارد. دل خواه به را قطعات از يکی می تواند آرش ابتدا در کرده اند. تقسيم
در کس هر ترتيب، همين به و باشد شده برداشته مجاورش قطعهٔ که بردارد را قطعه ای دو از يکی دارد
شده برداشته مجاورش قطعهٔ قبلی مراحل از يکی در که بردارد را قطعه ای دارد حق فقط خود نوبت
قطعات، وزن دانستن با آرش، باشد، شده قطعه پنج شکل هر به کيک ابتدا در اگر کنيد ثابت باشد.

برسد. او به کيک نصف دست کم که کند عمل طوری می تواند
حل. راه 

ق۴) و (ق۵ يا ق۳) و (ق۵ آرش اگر که است واضح می ناميم. ق۵ تا ق۱ سنگين، به سبک از را قطعات
دو اين از يکی از کدام هر که دارد را قطعه دو بهرام زيرا است رسيده کيک از نيمی به آورد، دست به را

است. سبک تر قطعه
حل مختلف حالت چهار در را مسأله هم، به نسبت سنگين تر قطعهٔ سه موقعيت به توجه با اکنون

می کنيم:
را ق۵ آرش است کافی صورت اين در باشد. وسطی ق۵ و باشند هم کنار ق۵ و ق۴ ق۳، اول. حالت

بردارد. را ق۴ يا ق۳ از يکی می تواند بعد مرحلهٔ در او زيرا بردارد

اول حالت :۱ شکل

را ق۵ آرش اگر هم حالت اين در نباشد. وسط ق۵ و باشند هم کنار در ق۵ و ق۴ ق۳، دوم. حالت
بردارد. را ق۳ يا ق۴ از يکی می تواند بعد مرحلهٔ در آرش دهد انجام بهرام که انتخابی هر با بردارد،

دوم حالت :۲ شکل
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

هر با بردارد، را ق۵ آرش اگر هم حالت اين در نباشند. ق۵ مجاور هيچ کدام ق۴ ق۳، سوم. حالت
بردارد. را ق۳ يا ق۴ از يکی می تواند بعد مرحلهٔ در آرش دهد انجام بهرام که انتخابی

سوم حالت :۳ شکل

روش صورت اين در نباشد. دو اين مجاور ديگری و باشد ق۵ مجاور ق۴ يا ق۳ از يکی چهارم. حالت
برمی دارد را ق۵ بود، کم تر اگر نه. يا است نصف از کم تر ق۴ و ق۳ جمع آيا که دارد اين به بستگی آرش
ق۳ جمع که حالتی (يعنی صورت اين غير در می رسد. ق۴ و ق۳ به بهرام حالت به ترين در ادامه در و
نيست ق۵ مجاور که آنی ق۴ و ق۳ بين از بايد آرش صورت اين در است.) کيک نصف دست کم ق۴ و
و ق۳ بين از باقی مانده قطعهٔ به يا ق۵ به يا آرش بردارد، بعد نوبت در بهرام که قطعه ای هر بردارد. را
اين فرض طبق که می رسد آرش به تايش دو ق۵ و ق۴ ق۳، بين از لذا و يافت خواهد دست رسی ق۴

نيست. کم تر نصف از قسمت

چهارم حالت :۴ شکل
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

نامحدود کامپيوتر حافظهٔ کند. ذخيره را جبری عبارات خود حافظهٔ در می تواند که داريم کامپيوتری .۲
را زير اعمال می توان کامپيوتر اين با است. شده ذخيره آن حافظهٔ در x عبارت فقط ابتدا در و است

داد: انجام

(به کرد ذخيره حافظه اش در نيز را ۱
f

می توان باشد، کامپيوتر حافظهٔ در f جبری عبارت هرگاه •
نباشد). صفر با متحد f اين که شرط

در نيز را f − g و f + g می توان باشند، کامپيوتر حافظهٔ در g و f جبری عبارت های هرگاه •
باشند.) يکسان می توانند g و f ) کرد. ذخيره حافظه اش

... و ۱
x− ۱

x

+ ۱
x

، ۱
x− ۱

x

،x− ۱
x

، ۱
x

کرد: ذخيره حافظه در را عبارات اين می توان مثال عنوان به
(دو کرد. ذخيره حافظه در را آن با متحد عبارتی يا و xn عبارت بتوان که بيابيد را n طبيعی اعداد همهٔ
باشند.) برابر باشد، دو هر دامنهٔ در که x مقدار هر برای اگر می گوييم متحد را x متغير با جبری عبارت

حل. راه
است. فرد طبيعی اعداد مسأله، جواب می کنيم ثابت

ابتدا در که x عبارت زيرا است فرد تابعی کرد، ذخيره حافظه در بتوان که عبارتی هر که کنيد توجه اولاً
توابعی نيز f −g و f +g ، ۱

f
باشند، فرد توابعی g و f اگر نيز و است فرد تابعی است کامپيوتر حافظهٔ در

هستند. فرد
نشان اکنون کرد. ذخيره حافظه در را آن با متحد عبارتی يا و xn نمی توان زوج، nهای برای پس

کرد. ذخيره حافظه در را xn با متحد عبارتی می توان فرد، n برای می دهيم
واضح k = ۰ برای استقرا پايهٔ .n = ۲k + ۱ کنيد فرض می کنيم. ثابت n روی استقرا با را ادعا اين
آن ها) با متحد عبارت هايی (يا x۲k−۱ ،. . . ،x۵ ،x۳ ،x عبارت های توانسته ايم کنيد فرض اکنون است.
کنيم. ذخيره حافظه در نيز را ۱

x۲k−۱ نيز و x۲k−۱ + x۲k−۳ می توانيم بنابراين کنيم. ذخيره حافظه در را
می کنيم: ذخيره حافظه در را زير عبارات ترتيب به حال

x۲k−۱ + x۲k−۳ ⇒ ۱
x۲k−۱ + x۲k−۳ ⇒ ۱

x۲k−۱ − ۱
x۲k−۱ + x۲k−۳ ≡ ۱

x۲k+۱ + x۲k−۱

⇒ x۲k+۱ + x۲k−۱ ⇒ x۲k+۱

شد. ثابت استقرا حکم و کنيم ذخيره حافظه در نيز را x۲k+۱ توانستيم پس
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

نقـاط در ترتيب به را AB و AC اضلاع می گذرد، ABC مثلث C و B رئوس از که دلخواهی دايرهٔ .۳
باشد AC بر P از شده رسم عمود پای H و باشد CE و BD تقـاطع Pمحل اگر می کند. قطع E و D
متشابه اند. CAE و MNH مثلث های کنيد ثابت باشند، AP و BC وسط های ترتيب به N و M و

حل. راه
می کنيم ادعا صورت اين در می ناميم. T و K ترتيب به را M و H به نسبت P نقطه ی قرينه ی
PH = HT ،PN = NA که کنيد توجه ادعا اين برای هستند. هم نهشت KAT و MNH مثلث های
ادعا بنابراين و هستند موازی هم با مثلث دو اين اضلاع تالس قضيه ی طبق پس است. PM = MK و
مثلث دو در ∠BAC زاويه ی برابری و ∠EBD = ∠ECD به توجه با ديگر طرف از است. شده ثابت
کنيم ثابت است کافی  مسئله حکم اثبات برای بنابراين هستند. متشابه مثلث دو اين ACE و ABD

و ∠BAD = ∠KAT که کنيم ثابت است کافی  يعنی هستند. متشابه ABD و AKT مثلث دو که
.AB
AD

= AK
AT

هم چنين

∠BAD = (چون است ADT و ABK مثلث های بودن متشابه  معادل احکام اين که کنيد دقت
ضلع به نسبت P قرينه کردن از T که اين به توجه با اما .(∠BAK = ∠DAT اگر تنها و اگر ∠KAT

حکم اثبات برای بنابراين و هستند هم نهشت هم با ADP و ADT مثلث های آمده بود، دست به AC
هستند. متشابه ADP و ABK مثلث دو که دهيم نشان بايد

است متوازی الاضلاع يک چهارضلعی اين کرده اند، نصف  را يک ديگر قطرها BKCP چهارضلعی در چون
که می دهد نتيجه اين .BK ∥ CE لذا و

∠ABK = ∠AEC = ۱۸۰◦ − ∠BEC = ۱۸۰◦ − ∠BDC = ∠ADP

.BK = CP است، متوازی الاضلاع BKCP که اين به توجه با مجدداً که کنيد توجه ديگر سوی از
.AD
DP

= AB
BK

= AB
CP

دهيم نشان بايد مثلث دو تشابه اثبات شدن کامل برای پس
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کنيم: ثابت بايد PDC و ABD مثلث های در سينوس ها قضيه ی طبق هم اين برای
sin(∠ABD)

sin(∠ADB)
=

sin(∠DCP )

sin(∠CDP )

برابر هم با زوايا اين سينوس های پس است، ∠ADB = ۱۸۰◦ − ∠CDP و ∠ABD = ∠DCP اما
می رسد. پايان به مسئله حکم اثبات بنابراين و هست برقرار ما نظر مورد تساوی بنابراين و هستند
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پای ترتيب، به Y و X .∠ADC = ∠ACB و است A زاويهٔ نيمساز AC ،ABCD چهارضلعی در .۴
BD خط روی AXY مثلث ارتفـاعی مرکز کنيد ثابت هستند. CD و BC بر A از شده رسم عمودهای

است.) آن ارتفـاع های برخورد محل مثلث، يک ارتفـاعی (مرکز است.
حل. راه

حکم اثبات برای بناميم P را BD با Y E تقـاطع اگر می ناميم. E را AX بر Y از وارد عمود پای
داريم: است. CD موازی XP معادلاً يا است عمود AY بر XP کنيم ثابت کافيست

Y E||CB ⇒ DY

Y C
=

DP

PB

ازطرفی
ADC ∼ ACB ⇒ DY

Y C
=

CX

XB

پس
DP

PB
=

CX

XB

است. موازی CD با XP تالس قضيه ی عکس طبق بنابراين
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،۱ طول های به بازه n+ ۱ کرده ايم. تقسيم مساوی قسمت ۲n به نقطه ۲n با را دايره يک محيط .۵
دهيد نشان است. نقـاط اين روی آنها ته و سر که دارند قرار نحوی به دايره اين روی n + ۱ ،. . . ،۲

است. ديگری درون کاملاً بازه ها اين از يکی
حل. راه

داخل هيچ کدام که دارد وجود مسأله شرايط با بازه n+ ۱ دراين صورت نباشد. برقرار حکم کنيد فرض
اين شامل ديگر بازه های از يک هيچ اين که به توجه با بگيريد. نظر در را ۱ طول به بازه ٔ نيست. ديگری
بازه  اين درون اگر و ندارند اشتراک انتهايی) نقـاط در احتمالاً (مگر بازه اين با بازه ها بقيه ٔ نيست، بازه

داشت: خواهيم چيزی چنين کنيم، صاف را باقی مانده کمان و کنيم حذف دايره از را

است. شده زده علامت آن روی واحد فـاصله  های با نقطه ۲n که ۲n − ۱ طول به پاره خطی
ديگری شامل کدام هيچ که n+ ۱ ،. . . ،۲ طول های به و نقـاط اين ته و سر با بازه n همچنين

نيست.

قرار بازه اين درون کاملاً ديگری بازه ٔ هيچ که آن جايی از بگيريد. نظر در را n + ۱ طول به بازه ٔ حال
يک يا و چپ سمت در نقطه يک شامل بازه n−۱ اين از کدام هر کوچکترند، آن از بازه ها بقيه ٔ و ندارد
سرهای حال می افتد. اتفـاق حالات اين از يکی فقط و است n+ ۱ طول به بازه ٔ راست سمت در نقطه
چپ سمت در نقـاط اين بگيريد. نظر در را اول دسته ٔ بازه های از يک هر نقطه های) چپ ترين (يعنی
را کوچک تر بازه ٔ بزرگ تر بازه ٔ باشد، يکی بازه دو سر اگر چون هستند، متمايز و دارند قرار بازه  بزرگترين
بزرگترين راست سمت در که بگيريد نظر در را دوم دسته ٔ بازه های ته نقـاط ترتيب همين به می پوشاند.
دسته ٔ ته های و اول دسته ٔ (سرهای متمايز نقطه ٔ n− ۱ بايد مجموع در پس متمايزند. و دارند قرار بازه
بزرگترين اما هستند. بازه بزرگترين بيرون و علامت زده شده نقـاط ميان از همگی که باشيم داشته دوم)
دارد، قرار آن بيرون علامت زده شده نقطه ٔ n − ۲ و است علامت زده شده نقطه ٔ n + ۲ شامل خود بازه
می انجامد تناقض به خلف فرض پس کرد. انتخاب آن بيرون علامت زده شده نقطه ٔ n−۱ نمی توان پس

می شود. ثابت حکم و
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که نوشت طبيعی عدد دو جمع صورت به را n می توان دهيد نشان است. طبيعی عددی n ≥ ۵۰ .۶
۸۰+۱۴ صورت به می توان را ۹۴ مثال، برای نباشند. بزرگ تر √n از عدد دو آن از کدام هر اول عوامل

نيستند. بزرگ تر √۹۴ از عدد دو اين اول عوامل از يک هيچ که نوشت
حل. راه

در می کنيم، استفـاده نيستند))، بيش تر y از x اول ((عوامل عبارت از بارها راه حل طول در که آن جا از
همهٔ يعنی x ⊑ y که صورت اين به می کنيم. قرارداد مفهوم اين نمايش برای را ⊑ نماد ابتدا همين

هستند. y مساوی يا کم تر x اول عوامل
می کند. کمک n عدد برای نمايش اين به رسيدن در را ما ساده نکتهٔ دو

(.r > m بايد باشد، داشته m از بزرگ تر اولی عامل r (اگر .r ⊑ m ،r ≤ m طبيعی عدد هر برای •

است.) s يا r از عاملی rs اول عامل (هر .rs ⊑ m آن گاه ،s ⊑ m و r ⊑ m اگر •

کم تر اعدادی حاصل ضرب صورت به را r عدد بتوان اگر که می دهند نتيجه نکته ها اين خاص طور به
.m۲ ⊑ m همواره مثال برای ،r ⊑ m نوشت m مساوی يا

n = m۲ + r پس .m۲ ≤ n < (m+ ۱)۲ که باشند متوالی کامل مربع دو (m+ ۱)۲ و m۲ کنيد فرض
به می توان را n که دهيد نشان بايد و [

√
n] = m صورت اين در که کنيد دقت .۰ ≤ m ≤ ۲m که

.b ⊑ m و a ⊑ m که نوشت a+ b صورت
n ≥ ۵۰ چون که کنيد (توجه می کنيم. تقسيم حالت دو به m بودن فرد يا زوج حسب بر را مسئله

بود.) خواهد m ≥ ۷ است، شده فرض
بگيريد: نظر در را زير متوالی عدد m+ ۱ حال است. زوج m+ ۱ باشد، فرد m اگر

n− (m+ ۱), n−m, . . . , n− ۲, n− ۱

ادعا است. بخش پذير m+ ۱ بر n− j = m۲ + r− j مثلاً آن ها از يکی متوالی عدد m+ ۱ اين بين از
صورت اين در که می کنيم

n = (n− j)
︸ ︷︷ ︸

a

+ j
︸︷︷︸

b

زيرا ،j ⊑ m داريم ،۱ ≤ j ≤ m+۱ هر برای که کنيد توجه می دهد. دست به را n برای مطلوب نمايش
m+۱ = ۲(m+۱

۲ ) آن گاه ،j = m+۱ اگر و است واضح موضوع اين بالا نکتهٔ به توجه با باشد، j ≤ m اگر
از .j ⊑ m صورت هر در پس .m + ۱ ⊑ m بالا نکته های طبق مجدداً ،m+۱

۲ ≤ m و ۲ ≤ m چون و
n−j

m+۱ ⊑ m پس . n−j

m+۱ < m+۱ نتيجه در و n− j < (m+۱)۲ ،m تعريف نحوهٔ به توجه با ديگر طرف
نوشت: می توان يعنی اين و

n = (m+ ۱)( n−j

m+۱)
︸ ︷︷ ︸

a

+ j
︸︷︷︸

b
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است. تمام کار بنابراين و a ⊑ m که می گيريم نتيجه n−j

m+۱ ⊑ m و m+ ۱ ⊑ m چون که
m + ۲ حالت اين در بود. خواهد زوج m + ۲ بار اين قبل حالت به شبيه باشد، زوج m که حالتی در

می گيريم: نظر در را زير متوالی عدد

n−m,n− (m− ۱), . . . , n− ۱, n, n+ ۱

است. بخش پذير m+ ۲ بر آن ها از يکی حتماً متوالی عدد n+ ۲ اين بين از

از . n−j

m+۲ ⊑ m لذا و n−j

m+۲ ≤ m قبل حالت مشابه ،m+ ۲|n− j که شود يافت ۱ ≤ j ≤ m اگر •
a = n− j کل در بنابراين .m+ ۲ ⊑ m پس .۲, m+۲

۲ ≤ m که m+ ۲ = ۲(m+۲
۲ ) ديگر طرف

بود. خواهد ما مطلوب نمايش b = j و

نوشت: می توان است زوج m+ ۲ چون باشد، بخش پذير m+ ۲ بر n خود اگر •

n = ۲(m+ ۲
۲ )(

n

m+ ۲) = (
m+ ۲

۲ )(
n

m+ ۲)
︸ ︷︷ ︸

a

+(
m+ ۲

۲ )(
n

m+ ۲)
︸ ︷︷ ︸

b

n+۱ = (m−۱)(m+۲) = m۲+m−۲ ،m۲+۱ ≤ n+۱ ≤ (m+۱)۲ چون ،m+۲|n+۱ اگر •
m۲ از کوچک تر يا و (m + ۱)۲ از بزرگ تر m + ۲ ديگر (مضرب های n + ۱ = m(m + ۲) يا و
است. مطلوب نمايش همان b = m− ۳ و a = m۲ ،m− ۳ < m چون اول حالت در هستند).

نوشت: می توان پس .n = (m+ ۱)۲ − ۲ دوم حالت در

n = (m+۱)۲ −۲ = (m+۱)۲ −۹+۷ = (m−۲)(m+۴)+۷ = ۲(m− ۲)(m+۴
۲ )

︸ ︷︷ ︸

a

+ ۷
︸︷︷︸

b

مطلوب نمايش هم حالت اين در پس .b ⊑ m و a ⊑ m لذا و m+۴
۲ ≤ m ،m ≥ ۷ چون حال

است. تمام کار بنابراين و دارد وجود

مابقی در و شد استفـاده استدلال آخرين در تنها m ≥ ۷ فرض از راه حل طول در که کنيد توجه توضيح.
را مسئله حکم بالا استدلال نکته اين به توجه با می کرد. کفـايت (n ≥ ۱۶) m ≥ ۴ فرض استدلال ها
نتيجه است ۷ از کم تر و زوج عددی m که m۲ + ۲m− ۱ شکل به اعداد مگر طبيعی اعداد همهٔ برای
نوشت. ۳۲ + ۱۵ صورت به را آن می توان که است ۴۷ برابر m = ۶ برای عددی چنين اين می دهد.
در ندارد. نمايشی چنين که ديد سادگی به می توان که برمی خوريم ۲۳ عدد به هم m = ۴ مورد در

است. درست ۲۳ جز به ۷ از بزرگ تر اعداد همهٔ برای مسئله حکم واقع
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  به نام او

 
  روز اول

  

 مرغ تخم عدد ۳۰ و برنج کيلوگرم ۱۰ شامل بايد سبد هر. است کالا سبد  ۱۰۰ پخش مسئول گاهی فروش. ۱

 برخی در ولی دارد وجود سبدها در مرغ تخم عدد ۳۰۰۰  و برنج کيلوگرم ۱۰۰۰ مجموعاً که دانيم می. باشد

 مرحله هر در توانند می گاه فروش کارمندان. است يادشده مقدار از تر بيش يا تر کم کالا دو اين مقدار سبدها

 در کم دست. کنند جا جابه را سبد دو آن مرغ تخم تعداد هر و برنج خواه دل مقدار هر و انتخاب را سبد دو

 کرد؟ برابر هم با را سبدها همة مرغ تخم و برنج ای، اوليه وضعيت هر از شروع با توان، می مرحله چند

  

  

ABCDمربع  .٢ P و N  نقطة دو. است مفروض   AD و AB اضلاع روی ترتيب، به ،   انتخاب شکلی به  

PNکه اند شده NC Q نقطة و     که  شده انتخاب طوری AN  خط پاره روی  
 
NCB QPN   .

 کنيد ثابت

 .BCQ PQA
1

 

2

 

  

  

x نامنفی و حقيقی اعداد .٣  ،  y و z دانيم می. هستند مفروض 

  ( ) .xy yz zx x y z    2 2 2
2 

 کنيد ثابت

.
x y z

xyz
 

 3
2

3
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  به نام او

  

  روز دوم

 
 .بيابيد را زير معادلة طبيعی های جواب تمام .٤

nn mn m  

  

 
 عضو دو b و a   هرگاه که صورتی در گوييم  »توانا«  را S  مانند مثبت حقيقی اعداد از ناتهی زيرمجموعة .٥

 اعداد از يکی کم دست گاه آن باشند آن متمايز
ba  يا  

ab عضو S     .باشند  

 .بزنيد مثال عضوی چهار توانای مجموعة يک. الف

 .ندارد عضو  چهار از بيش متناهی توانای مجموعة يک کنيد ثابت .ب

  

 
 به ها بندی گروه هفته هر پايان در و اند شده تقسيم گروه تعدادی به اعضا ، »ای حرفه معمابازان «  انجمن در .٦

 همة و شود می مشخص عضو ترين به عنوان به اعضا از يکی گروه هر در کند؛ می تغيير خاصی شکل

 عضو يک فقط گروهی اگر. دهند می تشکيل را جديد گروه يک و شده جدا خود گروه از ها گروه های ترين به 

 دارد عضو n انجمن کنيد فرض. شود می منحل قبلی گروه و رود می جديد گروه به عضو همان باشد داشته

 اعضای تعداد بعد به آن از که رسد می فرا ای هفته کنيد ثابت. باشند بوده گروه يک در اعضا همة ابتدا در و

n1 حداکثر ها گروه تمام 2   .است  
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 پژوهان جوانمرکس ملی پرورش استعدادهای درخشان و دانش

 پژوهان جوانمعاونت دانش

های تشریحی آزمون سؤاÓت و پاسخ
1393مرحله دوم المپیاد ریاضی   
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او نام به

ارديبهشت ۱۲ و ۱۱ تاريخ در کشور رياضی المپياد دومين و سی دوم مرحله آزمون
اول مرحله آزمون در شده پذيرفته دانش�آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۳
به نيم و ساعت چهار مدت به روز هر در و روز دو در شرکت�کنندگان گرديد. برگزار

گفتند. پاسخ تشريحی سؤال سه
راه تدوين در آن�هاست. حل راه همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ دفترچهٔ
يک از بيش سؤالات بعضی برای و گرفته قرار نظر مد امر اين آموزشی جنبهٔ حل�ها
دارند هم ديگری حل�های راه سؤالات که است ذکر به لازم است. شده ارائه حل راه
سؤالات برای صحيحی حل راه هر که است طبيعی نشده�اند. ذکر دفترچه اين در که

باشد. نيامده دفترچه اين در اگرچه می�شود پذيرفته شرکت�کنندگان از آزمون
آمده حل�ها راه در توضيحاتی است ممکن حل�ها راه اين آموزشی جنبهٔ به توجه با
بعضی است ممکن همچنين و نباشد ضروری تصحيح بارم�بندی نظر از که باشد
اين در بودن واضح دليل به است ضروری تصحيح بارم�بندی اساس بر که توضيحاتی

باشند. نيامده حل�ها راه
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باشد. تخم�مرغ عدد ۳۰ و برنج کيلوگرم ۱۰ شامل بايد سبد هر است. کالا سبد ۱۰۰ پخش مسئول فروش�گاهی .۱
مقدار سبدها برخی در ولی دارد وجود سبدها در تخم�مرغ عدد ۳۰۰۰ و برنج کيلوگرم ۱۰۰۰ مجموعاً که می�دانيم
انتخاب را سبد دو مرحله هر در می�توانند فروش�گاه کارمندان است. يادشده مقدار از بيش�تر يا کم�تر کالا دو اين
با می�توان، مرحله چند در دست�کم کنند. جابه�جا را سبد دو آن تخم�مرغ تعداد هر و برنج دلخواه مقدار هر و

کرد؟ برابر هم با را سبدها همه�ٔ تخم�مرغ و برنج اوليه�ای، وضعيت هر از شروع

سبد يک در تخم�مرغ�ها همه�ٔ آن در که بگيريد نظر در را اوليه�ای وضعيت ابتدا است. ۹۹ مسئله پاسخ حل. راه�
مرحله ۹۹ حداقـل بنابراين می�شود. تخم�مرغ دارای جديد سبد يک حداکثر مرحله هر در صورت اين در باشند.
می�توان مرحله ۹۹ در اوليه وضعيت هر با می�کنيم ادعا اکنون شوند. تخم�مرغ دارای سبدها همه�ٔ تا است لازم
بين از مرحله، هر در تخم�مرغ) عدد ۳۰ و برنج کيلوگرم ۱۰ شامل يعنی (درست کرد. درست را سبدها همه�ٔ
در را تخم�مرغ تعداد بيش�ترين با سبدی و برنج ميزان بيشترين با سبدی نشده�اند، درست هنوز که سبدهايی
(ممکن دارد. تخم�مرغ عدد ۳۰ حداقـل دوم سبد و دارد برنج کيلوگرم ۱۰ حداقـل اول سبد وضوح به بگيريد. نظر
جابجايی با کنيد.) انتخاب را ديگر دل�خواه سبد يک و سبد همين صورت اين در باشند، يکی سبد دو اين است
بنابراين ساخت. تخم�مرغ عدد ۱۰ دقيقـاً و برنج کيلوگرم ۱۰ دقيقـاً با سبد يک می�توان سبد دو اين بين اجناس
آخر سبد پس شده�اند، درست سبد ۹۹ مرحله ۹۹ از پس کرد، درست را سبد يک حداقـل می�توان مرحله هر در

است. شده درست خود به خود نيز

۱
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شده�اند انتخاب شکلی به AD و AB اضلاع روی به�ترتيب، ،P و N نقطه�ٔ دو است. مفروض ABCD مربع .۲
کنيد: ثابت .N̂CB = Q̂PN که شده� انتخاب طوری AN پاره�خط روی Q نقطه�ٔ و PN = NC که

B̂CQ =
۱
۲ P̂QA.

پس ،PN = NC فرض طبق کند. قطع E نقطه�ٔ در را BC خط تا می�دهيم امتداد را PQ خط حل. راه
EPC مثلث درمی�يابيم رابطه دو اين جمع از .∠QPN = ∠NCB می�دانيم همچنين .∠NPC = ∠PCN

متساوی�الساقين EPC مثلث چون می�کنيم. رسم را PS و CK ارتفـاع�های مثلث اين در است. متساوی�الساقين
مجموع QBCK چهارضلعی در .CK = CB پس است مربع ضلع طول برابر PS طرفی از .PS = CK است

و است محاطی چهارضلعی اين نتيجه در است. درجه ۱۸۰ برابر ∠CKQ و ∠QBC زاويه�های

∠BCK = ∠AQP.

(CQ = CQ,CK = CB) ضلع يک و وتر حالت به CBQ و CKQ قـائم�الزاويه مثلث دو که کنيد توجه
و است ∠KQB,∠KCB نيمساز QC بنابراين هستند. همنهشت

∠BCQ =
∠KCB

۲ =
∠AQP

۲ .

۲
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می�دانيم: هستند. مفروض z و y ،x نامنفی و حقيقی اعداد .۳

۲(xy + xz + zy) = x۲ + y۲ + z۲.

کنيد: ثابت
x+ y + z

۳ ≥ ۳√۲xyz.

نخست: حل راه
x ⩾ y ⩾ z کنيد فرض

x۲ + y۲ + z۲ = ۲(xy + yz + zx)

⇒ ۱x۲ + x(−۲y − ۲z) + y۲ + z۲ − ۲yz = ۰
⇒ x = (y + z)±

√
(y + z)۲ − y۲ − z۲ + ۲yz = (y + z)± ۲√yz = (y + z)± ۲√yz = (

√
y ±√

z)۲

⇒ √
x =

√
y −√

z يا √x =
√
y +

√
z

با حال می�دهد. رخ x = y + z + ۲√yz معادلا يا √x =
√
y +

√
z حالت تنها x ⩾ y ⩾ z فرض با که

می�رسيم زير معادل نابرابری به حکم در x جای�گذاری
y + z + ۲√yz + y + z

۳ ⩾ ۳
√

۲(y + z + ۲√yz)yz

سمت چون است واضح مسئله اصلی حکم حالت اين در ولی y = ۰ کنيم فرض ابتدا بالا نابرابری اثبات برای
طرف دو و است) بديهی y = ۰) است صفر مخالف y کنيد فرض حال است. مثبت چپ سمت و صفر راست

کنيم: ثابت بايد پس z
y
= t کنيد فرض و کنيد تقسيم y بر را بالا معادل حکم

۲t+ ۲√t+ ۲
۳ ⩾

۳
√

۲(t+ ۱ + ۲√t)t

می�آيد: دست به حسابی-هندسی نابرابری از استفـاده با هم اين که
۲t+ ۲√۲t+ ۲

۳ =
(
√
t+ ۱) + (

√
t+ ۱) + ۲t

۳ ⩾
۳
√

(
√
t+ ۱)۲۲t

= ۳
√

۲(t+ ۱ + ۲√t)t

۳
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۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

دوم: حل راه
x ⩾ y ⩾ z کنيد فرض

x۲ + y۲ + z۲ = ۲(xy + yz + zx)

⇒ x۲ + x(−۲y − ۲z) + y۲ + z۲ − ۲yz = ۰
⇒ x = (y + z)±

√
(y + z)۲ − y۲ − z۲ + ۲yz = (y + z)± ۲√yz = (y + z)± ۲√yz = (

√
y ±√

z)۲

⇒ √
x =

√
y −√

z يا √x =
√
y +

√
z

معادلا يا √x =
√
y +

√
z حالت تنها x ⩾ y ⩾ z فرض با که

x = y + z + ۲√yz

می�رسيم زير معادل نابرابری به حکم در x جايگذاری با حال می�دهد. رخ
y + z + ۲√yz + y + z

۳ ⩾ ۳√۲(y + z + ۲√yz)yz

کرد فرض می�توان حسابی-هندسی) (نابرابری A ⩾ B چون حال B =
√
yz و A =

y + z

۲ کنيد فرض
می�رسيم زير معادل حکم به قبل رابطه�ٔ در A = B + e جای�گذاری با صورت اين در e ⩾ ۰ که A = B + e

۲B +
۴e
۳ ⩾

۳
√

۲(۴B + ۲e)B۲

می�رسيم زير معادل حکم به برسانيم سه توان به را طرف دو اگر حال

(۲B +
۴e
۳ )۳ ⩾ ۸B۳ + ۴eB۲

داريم: اما

(۲B +
۴e
۳ )۳ = ۸B۳ + ۳(۲B)۲ ۴e

۳ + ۶B(
۴e
۳ )۲ + (

۴e
۳ )۳ ⩾ ۸B۳ + ۱۶B۲e ⩾ ۸B۳ + ۴eB۲

شد. ثابت نظر مورد رابطه�ٔ پس

۴
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بيابيد. را زير معادله�ٔ طبيعی جواب�های تمام .۴

nnn
= mm.

نخست: حل راه�
(ابتدا .m = knt و نباشد بخش�پذير n بر k که می�کنيم انتخاب طوری را t نامنفی صحيح عدد و k طبيعی عدد
تقسيم حاصل برابر را k سپس باشد، بخش�پذير nt بر m که می�گيريم نظر در نامنفی صحيح عدد بزرگ�ترين را t

داشت خواهيم اصلی تساوی در جای�گذاری اين با می�گيريم.) نظر در nt بر m

nnn
= mm = (knt)kn

t

می�گيريم nt فرجه�ٔ به راديکال طرف دو از

nnn−t
= (knt)k = kknkt

می�کنيم تقسيم nkt بر را طرف دو

nnn−t
−kt = kk (۱)

نتيجه در و nm ≥ nnn پس ،m = knt ≥ nt ≥ nn آن�گاه t ≥ n اگر

mm = nnn ≤ nm ⇒ m ≤ n ⇒ nn ≤ n ⇒ n ≤ ۱ ⇒ n = ۱

می�آيد. دست به m = n = ۱ جواب و
صورت اين در ،s = nn−t − kt کنيد فرض صحيح. عددی nn−t − kt و است مثبت n− t آن�گاه n > t اگر اما
اگر است. صحيح ديگر طرف که حالی در می�شود، ناصحيح اخير تساوی طرف يک آن�گاه s < ۰ اگر .ns = kk

را k و n از يکی تنها اولی عدد اگر صورت اين در ،s > ۰ کنيم فرض شده. بررسی انتها در که k = ۱ آن�گاه s = ۰
عوامل پس نيست. ممکن اين که می�شمارد را ns = kk تساوی طرف دو از يکی تنها اول عدد اين آن�گاه بشمارد
باشد، اولشان عوامل به عدد دو اين تجزيه�ٔ k = p

β۱
۱ · · · pβr

r و n = p
α۱۱ · · · pαr

r کنيد فرض يکسان�اند. k و n اول
صورت اين در

ns = kk ⇒ (pα۱۱ )s · · · (pαr
r )s = (pβ۱

۱ )k · · · (pβr
r )k

می�گيريم نتيجه تساوی طرف دو در اول عدد هر توان�های برابری از

pαis
i = p

βik
i ⇒ αis = βik ⇒ αi

βi
=

k

s

است. اوليه فرض خلاف که است بخش�پذير n بر k نتيجه در و βi ≥ αi آن�گاه s ≥ k اگر

۵
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طرف دو از است. بخش�پذير k بر هم nn−t پس است. بخش�پذير k بر n نتيجه در و αi > βi آن�گاه k > s اگر
می�گيريم k فرجه�ٔ راديکال (۱) تساوی

n
nn−t

k
−t = k

،nn−t − t = ۰ يعنی .k = ۱ و s = ۰ ناچار به نيست n از مضربی k و است صحيح عبارت اين در n توان چون
اما

t = nn−t ≥ n۱ ≥ n > t

می�رسيم. تناقض به و

۶
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دوم: حل راه
می�کنيم فرض بعد به اين از می�آيد. دست به m = n = ۱ جواب و m = ۱ آن�گاه n = ۱ اگر که کنيد توجه ابتدا

و m = nr صورت اين در ،r = lognm کنيم فرض .n > ۱

nnn
= mm = (nr)n

r
= nrnr

باشد برابر طرف دو در n توان�های بايد n > ۱ چون

nn = rnr ⇒ r = nn−r (۲)

می�آوريم دست به nnn
= mm تساوی طرف دو از (n (پايه�ٔ لگاريتم گرفتن با طرفی از

nn = m lognm ⇒ r =
nn

m
(۳)

q آن�گاه شود برقرار np = q تساوی q و p مثل مثبت و گويا عددهايی و n مثل طبيعی عددی ازای به اگر لم.
است. طبيعی عددی

صورت اين در باشند. گويا عدد دو اين کسری نمايش�های q = c
d و p = a

b کنيد فرض اثبات.

np = q ⇒ n
a
b =

c

d
⇒ na =

( c

d

)b
=

cb

db
⇒ db|cb ⇒ d|c ⇒ q ∈ N

گويا .np = q داريم q = r و p = n − r فرض با ،(۱) تساوی بنابر و گوياست r (۲) تساوی� بنابر راه�حل. ادامه�ٔ
طبيعی عددی r يعنی باشد. طبيعی عددی بايد q لم، بنابر پس است. r بودن گويا مستقيم نتيجه�ٔ q و p بودن

است.
نيست. پذير امکان تساوی نتيجه در nn−r ≥ n۱ > r آن�گاه r < n اگر

نيست. ممکن تساوی هم باز نتيجه در nn−r < ۱ < r آن�گاه r > n اگر
است. n > ۱ فرض خلاف که n = r = ۱ پس r = nn−r = ۱ آن�گاه n = r اگر

است. m = n = ۱ جواب تنها نتيجه در

۷
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متمايز عضو دو b و a هرگاه که صورتی در گوييم «توانا» را S مانند مثبت حقيقی اعداد از ناتهی زيرمجموعه�ٔ .۵
باشند. S عضو ba يا ab اعداد از يکی دست�کم آن�گاه باشند آن

بزنيد. مثال عضوی چهار توانای مجموعه�ٔ يک الف.
ندارد. عضو چهار از بيش متناهی؛ توانای مجموعه�ٔ يک کنيد ثابت ب.

حل. راه�

است: عضوی ۴ توانای مجموعه�ٔ يک {۱, ۱
۲ ,

۱
۴ ,

۱
۱۶} الف.

۱x = ۱,
(۱

۴
) ۱

۲
=

( ۱
۱۶

) ۱
۴
=

۱
۲ ,

( ۱
۱۶

) ۱
۲
=

۱
۴ .

به - آمد خواهد ادامه در که همان�طور - توانا مجموعه�های کلی صورت تحليل با می�توان را مثال اين (البته
آورد.) دست

می�کنيم: يادآوری را رساندن توان به عمل اساسی خاصيت چند ابتدا ب.

.ax < bx ،a < b مثبت اعداد و x مثبت عدد هر برای •

،x < y اگر ديگر، عبارت به می�شود؛ زياد x افزايش با ax مقدار باشد، ۱ از بيشتر a حقيقی عدد اگر •
.ax < ay

می�شود. کم x افزايش با ax مقدار باشد، ۱ از کمتر a مثبت حقيقی عدد اگر •

لم: يک ابتدا می�رويم. مسأله حل سراغ به حال

باشد. ۱ از کمتر عضو يک و ۱ از بزرگتر عضو يک شامل هم�زمان نمی�تواند متناهی توانای مجموعه�ٔ يک لم.

عضوی شامل هم که دارد وجود S متناهی توانای مجموعه�ٔ اين�صورت در نباشد. چنين کنيد فرض اثبات.
در عضو کوچکترين و a با را S مجموعه�ٔ عضو کوچکترين است. ۱ از کوچک�تر عضوی شامل هم و ۱ از بزرگتر
نتيجه در دارند.) وجود اعضايی چنين S بودن متناهی (بنابر می�دهيم. نمايش b با را ۱ از بزرگتر اعضای ميان
همين�طور باشد. S در نمی�تواند ab پس است، S عضو کوچکترين a اما ،ab < a۱ = a داريم .a < ۱ < b

يک هيچ پس باشد. S در نمی�تواند هم ba پس نيست، b و ۱ بين عضوی شامل S اما ،۱ = b۰ < ba < b۱ = b

می�کند. ثابت را لم و نقض را S بودن توانا اين و ندارند قرار S در ba و ab عدد دو از
□

بيشتر آنها اعضای همه�ٔ که هستند آن�هايی اول نوع هستند. نوع دو متناهی، توانای مجموعه�های لم، به توجه با
هستند. ۱ مساوی يا کمتر آنها اعضای همه�ٔ که هستند آن�هايی دوم نوع و هستند ۱ مساوی يا

۸
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اعضای a۱ < a۲ < · · · < an همچنين باشد. عضو ۳ از بيش با و اول نوع از توانايی مجموعه�ٔ S کنيم فرض
و است بيشتر n از يکی حداکثر آن اعضای تعداد ندارد، ۱ از کمتر عضو S که آنجايی از باشند. S در ۱ از بزرگتر
ايجاب S بودن توانا پس نمی�گيرد. قرار S در پس است، بيشتر an از aain ،۱ ≤ i < n هر برای .n ≥ ۳ نتيجه در

حال باشد. S در aani که می�کند

a۱ < aan۱ < aan۲ < · · · < aann−۱

پس بودند، S در ۱ از بزرگتر اعضای همه�ٔ a۱ < · · · < an ديگر طرف از هستند، S در ۱ از بزرگتر عضو n

a۲ = aan۱ , a۳ = aan۲ , . . . , an = aann−۱.

a۱ > ۱ به توجه با (۱ < n−۱ ،n ≥ ۳ به توجه (با کنيم. بررسی an−۱ و a۱ مورد در را S بودن توانا بياييد حال
داريم:

a۱ = a۱۱ < a
an−۱
۱ < aan۱ = a۲.

مشابه: طريق به ندارد. وجود S در عددی چنين و است a۲ و a۱ بين عددی a
an−۱
۱ پس

an−۱ < a
a۱
n−۱ < aann−۱ = an.

اول نوع توانای مجموعه�های که می�گيريم نتيجه و باشد توانا نمی�تواند S پس ندارد. قرار S در هم a
a۱
n−۱ پس

دارند. عضو ۳ حداکثر
اعضای a۱ < a۲ < · · · < an و عضو ۴ از بيش با دوم نوع از متناهی توانای مجموعه�ٔ يک S کنيد فرض حال
.۱ = a۰

n > aain > a۱
n = an ،۱ ≤ i < n هر برای پس an < ۱ است. ۴ حداقـل n پس باشند. آن در ۱ از کمتر

داريم: است. S عضو aani و ندارد قرار S در aain پس

a۱ = a۱۱ < aan۱ < aan۲ < · · · < aann−۱ < ۱.

داريم قبل حالت استدلال مشابه نتيجه در و

a۲ = aan۱ , a۳ = aan۲ , . . . , an = aann−۱.

معادلاً يا و
an−۱ = a

۱
an
n , an−۲ = a

۱
an
n−۱, . . . , a۱ = a

۱
an۲ .

هستند: زير صورت به S اعضای دهيم، نشان a با را an اگر پس

· · · < a
۱
a۲ < a

۱
a < a.

پس ،an−۱ < ۱ که کنيد توجه حال

an = aann−۱ < a
an−۲
n−۱ < ۱.

۹
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چون و دارد قرار S در a
an−۱
n−۲ پس

a
an−۱
n−۲ > aann−۲ = an−۱

داريم: پس aan−۱
n−۲ = an

a
an−۱
n−۲ =

(
a۱/a۲)(a۱/a)

= a =⇒ aa
(۱/a)−۲

= a

⇒ a
۱
a
−۲ = ۱

حال .an = ۱
۲ , an−۱ = ۱

۴ , an−۲ = ۱
۱۶ پس .a = ۱

۲ نتيجه در و ۱
a − ۲ = ۰ پس a ̸= ۱ که اين به توجه با که

می�کنيم: بررسی an−۳ و an−۲ برای را بودن توانا شرط حال .an−۳ = a۲
n−۲ = ۱

۲۸ و n− ۳ ≥ ۱ پس n ≥ ۴

an =
۱
۲ =

( ۱
۲۴

) ۱
۴
<

( ۱
۲۴

) ۱
۲۸

= a
an−۳
n−۲ < ۱.

همين�طور
۱
۲ < a

an−۲
n−۳ =

( ۱
۲۸

) ۱
۱۶

=

(۱
۲
) ۱

۲
< ۱.

مجموعه�های پس می�شود. نقض بودن توانا شرط و ندارند قرار S در a
an−۲
n−۳ و a

an−۳
n−۲ عدد دو از يک هيچ پس

دارند. عضو ۴ حداکثر دوم نوع توانای
دارد. عضو ۴ حداکثر متناهی توانای مجموعه�ٔ نوع دو هر پس

۱۰
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به گروه�بندی�ها هفته هر پايان در و شده�اند تقسيم گروه تعدادی به اعضا حرفه�ای» «معمابازان انجمن در .۶
به�ترين�های همه�ٔ و می�شود مشخص عضو به�ترين عنوان به اعضا از يکی گروه هر در می�کند؛ تغيير خاصی شکل
باشد داشته عضو يک فقط گروهی اگر می�دهند. را جديد گروه يک تشکيل و شده جدا خود گروه از گروه�ها
همه�ٔ ابتدا در و دارد عضو n انجمن کنيد فرض می�شود. منحل قبلی گروه و می�رود جديد گروه به عضو همان
حداکثر گروه�ها تمام اعضای تعداد بعد به آن از که می�رسد فرا هفته�ای کنيد ثابت باشند. بوده گروه يک در اعضا

است. ۱ +
√۲n

نخست: حل راه
داشته�باشيم، ۱,۲, ..., k اعضای با گروه k اگر که کنيد دقت کليدی و واضح نکته�ٔ اين به ابتدا سخنی هر از پيش

کنيد. توجه سوال حل به حال داشت. خواهيم ۱,۲, ..., k اعضای با گروه k هم بعد مرحله�ٔ در
۱ ≤ i < k که i هر ازای به که داشت خواهيم گروه k−۱ نهايت در حرکت، (

k
۲
) از پس همواره n =

(
k
۲
) اگر لم:

باشد. موجود عضو i با گروهی
يک حالت به حرکت يک از پس که n =

(۳
۲
)
= ۳ داريم نيز k = ۳ برای و است بديهی k = ۲ برای لم: اثبات

می�رسيم. نفره دو گروه يک و نفره يک گروه
می�کنيم. اثبات k = m+ ۱ برای را حکم حال باشد، برقرار ۱ ≤ k ≤ m هر ازای به استقرا حکم می�کنيم فرض
گروه m− ۱ حرکت، (

m
۲
) از پس استقرا فرض طبق باشد. عضو (

m+۱
۲

) با گروهی اصلی گروه کنيد فرض بنابرين
اعضای تعداد ضمناً باشد. موجود عضو i با گروهی ۱ ≤ i ≤ m − ۱ که i هر ازای به که داشت خواهيم جديد

شد. اثبات استقرا با حکم اين بنابر است. (m+۱
۲

)
−

(
m
۲
)
= m با برابر هم اصلی گروه

اثبات می�خواهيم n ≤
(
k+۱

۲
) که طوری به n =

(
k
۲
)
+ t کنيد فرض می�رويم: سوالات باقيمانده�ٔ اثبات به حال

سادگی به هم کار اين برای است. نفر n گروه بزرگترين اعضای تعداد بعد به آن از که دارد وجود مرحله�ای کنيم
هستند. اصلی بقيه و فرعی عضو آنها از تا (k+۱

۲
)
−
(
k
۲
)
− t که داريم معماباز (k+۱

۲
) کنيد فرض بالا لم اثبات مانند

اصلی اعضای با گروه هر از عضو برداشت اولويت هم مرحله هر در نموديم.) اضافه فرعی عضو تعدادی واقع (در
از که دارد وجود مرحله�ای می�دانيم لم طبق می�بازند!). همه از ممکن جای تا فرعی (اعضای می�باشد گروه آن
بيشتر k از گروه هر اعضای تعداد مرحله هر در دارد. وجود عضو i با گروهی ، ۱ ≤ i ≤ k هر ازای به بعد به آن
بيشتر k از اصلی اعضای تعداد بنابراين است. درست حکم اين هم فرعی اعضای گرفتن نظر در بدون و نمی�شود

می�شود: نتيجه صورت اين به حکم پس نمی�شود.

k۲
−k
۲ =

(
k
۲
)
< n =

(
k
۲
)
+ t ≤

(
k+۱

۲
)

⇒ k۲ − k + ۱
۴ < ۲n ⇒ (k − ۱

۲)
۲ < ۲n ⇒ k <

√۲n+ ۱
۲ <

√۲n+ ۱

۱۱
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دوم: حل راه
هر در و باشيم داشته دواير از تايی n دسته�ٔ يک ابتدا در اگر کنيم ثابت که است اين معادل سوال که کنيد توجه
از که رسيد خواهد فرا مرحله�ای کنيم، ايجاد جديد دسته�ای آنها با و کرده انتخاب دايره يک دسته هر از مرحله

باشد. دايره √۲n+ ۱ حداکثر شامل دسته هر بعد، به مرحله آن
انتها در و می�دهيم ارائه اثبات از کلی شهودی و کرده تعريف تعدادی باشد فهم�تر قـابل حل راه که اين برای

می�کنيم. دقيق را داديم ارائه که شهودی
هر که طوری به گوييم دايره�ها از نمايشی را دسته�بندی اين «قيافه�» دواير، از دسته�بندی هر برای :۱ تعريف
زير شکل در شده�باشند. مرتب دوايرشان تعداد حسب بر نيز ستون�ها و باشد دواير از ستونی شکل به دسته

می�بينيد. چپ سمت در را (۱,۳,۹,۳) دسته�بندی قيافه�ٔ و راست سمت در را (n) دسته�بندی قيافه�ٔ

۱,۲,۳,۴, ..., k دسته�های در دايره�ها که طوری به دايره�است (
k+۱

۲
) شامل «k طول به «پلکان يک :۲ تعريف

داشته�باشند. قرار تايی
دايره يک آن بزرگ�تر دسته�ٔ t به که است k طول به پلکانی (t ≤ k (که «t تاج و k طول به «پلکان يک :۳ تعريف
۱,۲, ..., k− t, k− t+ ۲, ..., k, k+ ۱ دسته�های در که دايره�است (

k+۱
۲
)
+ t شامل نتيجه در کرده�ايم. اضافه

پس می�گيريم. نظر در k+ ۱ طول به پلکان همان را t تاج و k طول به پلکان t = k+ ۱ اگر گرفته�اند. قرار تايی
است. k طول به پلکان يک ۰ تاج و k طول به پلکان

اين (k+۱
۲
)
≤ m <

(
k+۲

۲
) اگر که است دايره m شامل دسته�بندی دايره» m با پلکانی «ساختار يک :۴ تعريف

باشد. m−
(
k+۱

۲
) تاج و k طول به پلکانی شکل به دسته�بندی

است x۰, x۱, ..., xk دسته�های با پلکانی (t ≤ k + ۱ (که «r جايگاه و t تاج و k طول به «پلکان يک :۵ تعريف
و xi = i+ ۱ باشد {r, r+ ۱, ..., r+ t− ۱} مجموعه�ٔ عضو k+ ۱ پيمانه�ٔ به k− i اگر که باشد) ۰ می�تواند x۰)

است. t تاج و k طول به پلکان يک ۰ جايگاه و t تاج و k طول به پلکان پس .xi = i صورت اين غير در
ساختار يک قيافه ،۲ تاج و ۳ طول به پلکان يک قيافه ،۳ طول به پلکان يک قيافه چپ به راست از زير شکل

می�دهد. نشان را ۵ جايگاه و ۲ تاج و ۳ طول به پلکان يک قيافه و ۹ طول به پلکانی

۱۲
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سطر می�کند: تغيير شکل اين به دسته�بندی قيافه�ٔ مرحله هر در داشته�باشيم، دسته�بندی يک چنانچه :۱ نکته
جايگاه در دوايرش تعداد حسب بر ستون اين سپس می�شود. تبديل جديد ستون يک به و شده جدا پايينی

می�کند: تغيير شکل اين به (۲,۱,۴) دسته�ٔ قيافه�ٔ مثال برای می�گيرد. قرار مناسب

مرحله�ٔ از دايره�ها کنيم اثبات می�خواهيم راه ادامه�ٔ در b = n−
(
a+۱

۲
) و (a+۱

۲
)
< n ≤

(
a+۲

۲
) کنيد فرض اکنون

می�شوند. تکرار خاصی الگوی با قيافه�ها و شده جمع شکل مانند بعد به n− a− ۱

می�پردازيم. دقيق اثبات به حال
دايره n− l با دسته يک همراه به دايره l با پلکانی ساختار يک شامل دسته�بندی ،(l < n) lام مرحله�ٔ در :۱ ادعا

است.
اثبات برای است. واضح عمل اولين به توجه با استقرا پايه�ٔ می�کنيم. ثابت را حکم l روی استقرا به ادعا: اثبات
l−۱ با پلکانی ساختار يک شامل دسته�بندی l−۱ام، مرحله�ٔ در استقرا فرض طبق که می�کنيم توجه استقرا گام

داريم: حالت دو حال است. دايره n− l + ۱ با دسته يک همراه به دايره

۱۳
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تاج و k − ۱ طول به پلکانی حالت اين در .l − ۱ =
(
k+۱

۲
)
− ۱ که داشته�باشد وجود k نخست: حالت

برابر دسته�ها طول بعد مرحله�ٔ در که هستند. ۲,۳, ..., k − ۱, k, n− l + ۱ طول به دسته�ها پس داريم k − ۱
n− l با ستون يک همراه به k + ۱ طول به پلکان يک اين که شد. خواهد ۱,۲,۳, ..., k − ۲, k − ۱, k, n− l

است. lتايی پلکانی ساختار يک و دايره ۰ < n− l با ستون يک حاوی بعد مرحله حالت اين در پس است. دايره

به تاج و k− ۱ طول به پلکان يک شکل به پلکانی ساختار حالت اين در (
k
۲
)
≤ k− l <

(
k+۱

۲
)
− ۱ دوم: حالت

دسته�ها طول پس است. ۱ طول به دسته�ای شامل پلکان حالت اين در پس است. k−۱ از کم�تر و نامنفی طول
حال است.). k−۱ يا k ساختار دسته�ٔ بزگترين (طول است (۱, ..., k− t−۱, k− t+۱, ...), n− l+۱ شکل به
موجود دسته�های و می�شود ايجاد k طول به دسته�ای جديد دسته�های ايجاد و دسته هر از دايره يک حذف با
بود.) خواهد ۲ يا ۱ ساختار دسته�ٔ کوچکترين (طول بود خواهند ([۰, ]..., k− t−۲, k− t, ..., k), n− l شکل به

است. دايره ۰ < n− l با ستون يک همراه به دايره l با پلکانی ساختار يک اين که

می�شود. ادعا اثبات موجب اين و گرفتيم نتيجه را استقرا حکم حالت دو هر در پس
است. درست نيز l = n − a − ۱ برای حکم اين پس است. درست n < l هر برای ۱ ادعای که می�دانيم حال
که آنجايی از داريم. a+۱ طول به ستون يک و n−a−۱ طول به پلکانی ساختار يک n−a−۱ مرحله�ٔ در پس
طول به پلکانی پلکانی، ساختار که می�دهد نشان اين که (a۲

)
≤ n− a− ۱ ≤

(
a+۱

۲
) پس (a+۱

۲
)
< n ≤

(
a+۲

۲
)

همراه به a طول به پلکانی a+ ۱ طول به دسته کردن اضافه با پس دارد. (a (شايد مثبت طول به تاج و a− ۱
a + ۱ از دسته�ای هيچ طول اين، از پس که می�کنيم ادعا داشت. خواهيم (a + ۱ (شايد مثبت طول به تاج
می�کنيم اضافه پلکان روی قرمز دايره�ٔ تعدادی و کرده آبی را موجود دايره�های کل اثبات برای نمی�شود. بيشتر
خودش به مرحله هر از پس a+ ۱ طول به پلکان ،۱ نکته�ٔ به توجه با کنند. ايجاد a+ ۱ طول به پلکان يک تا

۱۴
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حال نمی�شود. a+ ۱ از بيشتر هيچ�گاه دسته�ها طول آبی، و قرمز دايره�های شامل قيافه�ٔ در پس می�شود. تبديل
تأثيری هيچ قرمز دايره�های که می�شود نتيجه دهيم قرار دسته هر بالای در را قرمز دايره�های مرحله هر در اگر
a + ۱ مساوی کم�تر همواره دسته�هايشان در آبی دايره�های تعداد نتيجه در و ندارند آبی دايره�های ساختار در

است.

که کنيد توجه حال
(
a+۱

۲
)
< n ⇒ (a+ ۱)۲ − (a+ ۱) < ۲n ⇒ (a+ ۱)۲ − (a+ ۱) + ۱

۴ < ۲n ⇒ ((a+ ۱)− ۱
۲)

۲ < ۲n ⇒

(a+ ۱)− ۱
۲ <

√۲n ⇒ a+ ۱ <
√۲n+ ۱

است. √۲n+ ۱ از کم�تر همواره دسته هر درون دايره�های تعداد پس
به نيز n − a + ۱ مرحله�ٔ از پس را دسته�بندی�ها ساختار و رفته سوال راه�حل از فراتر کمی می�خواهيم اکنون
تشکيل� ۰ جايگاه و b تاج و a طول به پلکان يک ها دسته�بندی مرحله اين در که کنيد توجه بياوريم. دست

داشت. خواهيم r جايگاه و b تاج و a طول به پلکانی a− n+ ۱ + r مرحله�ٔ در :۲ ادعا داده�اند.
استقرا گام تکميل برای است. ۱ ادعای نتيجه�ٔ همان پايه می�زنيم. استقرا r روی ادعا اثبات برای ادعا: اثبات

می�گيريم. نظر در را حالت دو و گرفته نظر در r − ۱ برای را فرض
يک حالت اين در نباشد. {r − ۱, r − ۲, ..., r + t − ۲} مجموعه�ٔ عضو a + ۱ پيمانه�ٔ به a نخست: حالت
جايگاه و b تاج و a طول به پلکان تعريف در x۰ مجموعه�ٔ حالت، اين فرض به توجه با و داريم a طول به پلکان
و دايره�ها اين نمودن جدا با و است پايينی دايره�ٔ a دارای دسته�بندی اين قيافه�ٔ پس است. دايره صفر دارای r

دسته�ٔ جای به xi دسته�ٔ که اين به توجه با همچنين بود. خواهد دايره a دارای xa دسته�ٔ جديد دسته�ٔ ايجاد
مجموعه�ٔ عضو a + ۱ پيمانه�ٔ به a − j اگر جديد دسته�بندی در که کنيم ادعا می�توانيم گرفته�است قرار xi−۱

طول به پلکان بعدی مرحله�ٔ در پس .xj = j صورت اين غير در و xj = j + ۱ باشد {r, r + ۱, ..., r + t− ۱}
داشت. خواهيم r جايگاه و b تاج و a

به پلکان يک حالت اين در باشد. {r − ۱, r − ۲, ..., r + t− ۲} مجموعه�ٔ عضو a+ ۱ پيمانه�ٔ به a دوم: حالت
دارای r جايگاه و b تاج و a طول به پلکان تعريف در x۰ مجموعه�ٔ حالت، اين فرض به توجه با و داريم a طول
ايجاد و دايره�ها اين نمودن جدا با و است پايينی دايره�ٔ a + ۱ دارای دسته�بندی اين قيافه�ٔ پس است. دايره ۱
دسته�ٔ جای به xi دسته�ٔ که اين به توجه با همچنين بود. خواهد دايره a + ۱ دارای xa دسته�ٔ جديد دسته�ٔ
مجموعه�ٔ عضو a + ۱ پيمانه�ٔ به a − j اگر جديد دسته�بندی در که کنيم ادعا می�توانيم گرفته�است قرار xi−۱

طول به پلکان بعدی مرحله�ٔ در پس .xj = j صورت اين غير در و xj = j + ۱ باشد {r, r + ۱, ..., r + t− ۱}

۱۵
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داشت. خواهيم r جايگاه و b تاج و a

واضحی نظم به دسته�بندی�ها a−n−۱ مرحله�ٔ از پس که کنيم ادعا می�توانيم اکنون شد. ثابت نيز ۲ ادعای پس
مرحله�ٔ پس داشتيم، a+ ۲ طول به دسته�ای n− a− ۱ مرحله�ٔ از پيش چون و می�شوند تکرار مرحله a+ ۱ هر
n− a−۱ مرحله�ٔ از پس دسته�بندی�ها قيافه��ی پس می�شود. شروع تناوب اين که مرحله�ايست اولين n− a−۱

بود: خواهد زير شکل مانند

۱۶
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  به نام او

 
  روز اول

  

  ی و نسبت به هم اول را بيابيد کهای طبيعهb و a ةهم. ۱

/ .
a

b a
b
  

aاگر: توضيح(  bو  92  b/ گاه آن، 13 a برابر سيزده و نود و دو صدم است(. 

  

  

و ... ،w1 ،w2فرض کنيد اعداد طبيعی  .٢
n

w،  وزنn به اين . دنوزنه باش
 تر کوچککه  W يعیطب گوييم اگر برای هر عدد می» کامل«ها  مجموعه از وزنه

از 
n

w w w  1 2  برابر ها وزنهاين تعدادی از  ، مجموع وزناست W 

ين وزن را تر سنگين يک وزنه با ،کاملوزنة   ثابت کنيد اگر از يک مجموعه. شود
  .امل استمانده نيز ک باقیحذف کنيم، مجموعه وزنة 

  

  

 A که شامل رأس مثلثمحيطی  ةاز داير BC وسط کمان. داده شده است ABC خواه مثلث دل. ٣

رسم  MC و MB ، دو خط به موازاتمحيطی مثلث ةيرمرکز دا ،O ةاز نقط .ناميم می M نيست را
ارتفاع امتداد اگر ثابت کنيد  .قطع کنند L و K را به ترتيب در نقاط AC و AB کنيم تا اضلاع می

NK گاه آن تلاقی کند N ةنقط محيطی در ة، با دايردر مثلث A نظير رأس NL. 

 
  

  موفق باشيد

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



  به نام او

  

  روز دوم

 
و رسم  را بر دايره  PB و PA دو مماس. باشدای خارج از آن  نقطه P يک دايره و Cفرض کنيد . ٤

 را در C ةبرای بار دوم داير PBK محيطی مثلث ةداير. ايم انتخاب کرده AB خط روی پاره را K نقطة

Pرا  Aنسبت به  P ةقرين. کند قطع می Tنقطة   نشان دهيد. ناميم می PBT P KA   .  

 
 
nيک جدول های  در خانه .٥ m از ی يها ، خانهمنظور از يک رديف اريب. اعداد صحيح نوشته شده است

خواهيم طی چند  می .مقداری ثابت استبرابر ها  آن سطر ةستون و شمار ةشمارجدول است که تفاضل 
يک رديف  های يک رديف افقی يا خانه توانيم مرحله میدر هر . مرحله اعداد داخل جدول را صفر کنيم

ثابت  .عمودی و يا يک رديف اريب را انتخاب و از همه يک واحد کم کنيم يا به همه يک واحد اضافه کنيم
3 زيرجدولهر  بتوان اعداد داخلکنيد اگر  توان  می گاه آن صفر کرد های ديگر، ، صرف نظر از خانهرا 3

5جدول به عنوان مثال در  .اعداد داخل جدول را صفر کردهمة  اريب  های رديفيکی از های  خانه ،زير 9
3های  های يکی از زيرجدول و خانه  با علامت توجه کنيد که خانة  .مشخص شده است با علامت  3

  .شود تنهايی يک رديف اريب حساب می نيز به) ٩، ستون ١سطر (بالا  -گوشة راست 

١  ٢  ٣  ٤  ٥ ٦  ٧  ٨  ٩    

                  ١  

                 ٢  

                  ٣  

                  ٤  

                  ٥  


3ابتدا به اين سؤال فکر کنيد که اعداد يک جدول : نمايی راه(   .)تدر چه صورت قابل صفر کردن اس 3

 
 

 ةدنبال. ٦ n
a کند زير صدق می ةاز اعداد طبيعی در رابط:  

[ ] [ ]n n

n

n n

a a
a

a a






 1
2

1

2 2
  

]که در آن منظور از  ]xصحيح عدد  ء، جزx عدد طبيعی ثابت کنيد  .استm د دارد که وجو
m

a  و  4
 ,

m
a  1 3 4.  
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او نام به
۱۳۹۲ دوم مرحلة آزمون پاسخ�های

.a
b
= b/a که بيابيد را اول هم به نسبت و طبيعی های b و a همة .۱

،b/a = b + a
۱۰k صورت اين در .(۱۰k−۱ ≤ a < ۱۰k) يعنی باشد، a ارقام تعداد k کنيد فرض اول. حل راه

داشت: خواهيم مسئله فرض به توجه با بنابراين
a

b
= b+

a

۱۰k ⇒ ۱۰ka = ۱۰kb۲ + ab

a که آن�جا از �می�آيند. دست به ۱۰k |ab و b|۱۰ka ،a
∣

∣۱۰kb۲ بخش�پذيری، روابط به توجه و بالا عبارت به توجه با
و b

∣

∣۱۰k می�آيد دست به قبلی اول رابطة دو از استفاده و اقليدس لم کاربردن به با هستند، اول هم به نسبت b و
با ديگر بار حال .۱۰k = ab بنابراين .ab

∣

∣۱۰k داشت خواهيم است، يک برابر b و a ب.م.م چون مجدداً .a
∣

∣۱۰k

است: ممکن زير حالت چهار لذا و ندارند مشترکی عامل هستند، اول هم به نسبت b و a که اين به توجه
.b = ۱ و a = ۱۰k حالت۱.
.b = ۵k و a = ۲k حالت۲.
.b = ۲k و a = ۵k حالت۳.
.b = ۱۰k و a = ۱ حالت۴.

a > b۲ لذا و a
b
> b �می�آيد دست به (a

b
= b/a) مسئله فرض از ضمناً دارد. تناقض a بودن رقمی k با ۱ حالت

قبول مورد حالت تنها پس .(۲k < ۵۲k, ۱ < ۱۰۲k) ندارند امکان هم ۴ و ۲ های حالت نکته اين به توجه با و
۳ از بزرگ�تر نمی�تواند k يعنی .۲k−۱ ≤ ۵ نتيجه در و ۱۰k−۱ ≤ a = ۵k ،a بودن رقمی k به توجه با است. ۳

.(۲k−۱ ≤ ۵ < ۸ = ۲۳ ⇒ k ≤ باشد(۳
است. مسئله از جوابی اين و ۵

۲ = ۲/۵ وضوح به که b = ۲ و a = ۵ صورت اين در .k = ۱ •
. ۲۵

۴ > ۶ > ۴/۲۵ زيرا ندارد امکان که b = ۴ و a = ۲۵ صورت اين در .k = ۲ •
. ۱۲۵

۸ > ۱۰ > ۸/۱۲۵ چون نيست ممکن هم اين که b = ۸ و a = ۱۲۵ صورت اين در .k = ۳ •
است. b = ۲ و a = ۵ مسئله جواب تنها بنابراين

اين با معادل اين و a
b
= b/a = b + a

۱۰k داشت خواهيم پس باشد. a ارقام تعداد k کنيد فرض دوم. حل راه
با(ساده� مساوی و تحويل�ناپذير کسری a−b۲

b
يعنی (a− b۲, b) = ۱ پس ،(a, b) = ۱ چون .a−b۲

b
= a

۱۰k که است
و a − b۲ |a داشت خواهيم پس .sb = ۱۰k و s(a − b۲) = a که دارد وجود s ∈ N بنابراين است. a

۱۰k شدة)
قابل +۱ حالت تنها a−b۲

b
= a

۱۰k > ۰ که آن�جا از اما .a − b۲ = ±۱ لذا و a − b۲ |۱ ،(a − b۲, a) = ۱ چون
و a ≥ ۱۰k−۱ پس است، a ارقام تعداد k چون که کنيد توجه حال . ۱

b
= a

۱۰k و a = b۲ + ۱ يعنی است. قبول
يا ۲ ،b اول عوامل پس است، ۱۰ از توانی ab = b(b۲ + ۱) = ۱۰k طرفی از .b ≤ ۱۰ نتيجه در ، ۱

b
= a

۱۰k ≥ ۱
۱۰

عامل هم b۲ + ۱ چون و b۲ + ۱ ∈ {۲, ۵, ۱۷, ۲۶, ۶۵, ۱۰۱} صورت اين در .b ∈ {۱, ۲, ۴, ۵, ۸, يعنی{۱۰ است ۵

۱
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پس نيست. ۱۰ از توانی b(b۲ + ۱) = ۲ ،b = ۱ اگر اما می�ماند. b = ۲ و b = ۱ حالت تنها ندارد ۵ و ۲ جز اولی
. (a

b
= ۵

۲ = ۲/۵ = b/a) است. مسئله از جوابی وضوح به هم اين که می�ماند باقی b = ۲ و a = ۵ حالت تنها

۲
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اگر می�گوييم «کامل» وزنه�ها از مجموعه اين به باشند. وزنه n وزن wn و . . . , w۲, w۱ طبيعی اعداد کنيد فرض .۲
W برابر وزنه�ها اين از تعدادی وزن مجموع است، w۱ + w۲ + · · ·+ wn از کوچک�تر که W طبيعی عدد هر برای
باقی�مانده وزنة مجموعه کنيم، حذف را وزن سنگين�ترين با وزنه يک کامل، وزنة مجموعه� يک از اگر کنيد ثابت شود.

است. کامل نيز

هر برای و w۱ = ۱ اگر تنها و اگر است کامل w۱ ≤ w۲ ≤ · · · ≤ wn عدد n مجموعة می�دهيم نشان حل. راه
دارای w۱ ≤ w۲ ≤ · · · ≤ wn اگر کنيد توجه . wi ≤ w۱ + w۲ + · · ·+ wi−۱ + ۱ باشيم داشته ۲ ≤ i ≤ n

کافيست حکم اثبات برای پس هستند شرط آن دارای نيز w۱ ≤ w۲ ≤ · · · ≤ wn−۱ اعداد باشند شده ياد شرط
کنيم. ثابت را خود ادعای

به آنگاه wi > w۱ +w۲ + · · ·+wi−۱ +۱ باشيم داشته ۲ ≤ i ≤ n يک برای يا w۱ > ۱ اگر که است روشن
کامل وزنه تعدادی اگر پس نمی�شود. وزنه�ها از تعدادی هيچ مجموع w۱+w۲+· · ·+wi−۱+۱ عدد يا ۱ عدد ترتيب
نشان n روی استقرا به باشد برقرار شده ياد شرط وزنه تعدادی برای اگر حال است. صادق آن�ها دربارة بالا شرط باشند
n = k− ۱ برای را حکم حال است. واضح داريم وزنه يک تنها که حالتی در استقرا پاية هستند. کامل که می�دهيم
w۱ ≤ w۲ ≤ · · · ≤ wk−۱ اعداد باشند شده ياد شرط دارای w۱ ≤ w۲ ≤ · · · ≤ wk اگر می�کنيم. فرض
از کوچک�تر که W طبيعی عدد هر پس کاملند مجموعه�ای استقرا فرض طبق پس هستند شرط آن دارای نيز
طبيعی های W آن برای حال است. w۱, w۲, . . . , wk−۱ از تعدادی جمع صورت به باشد w۱ +w۲ + · · ·+wk−۱

داريم: wk ≤ w۱ +w۲ + · · ·+wk−۱ + ۱ چون w۱ +w۲ + · · ·+wk−۱ < W < w۱ +w۲ + · · ·+wk که

−۱ ≤ w۱ + w۲ + · · ·+ wk−۱ − wk < W − wk < w۱ + w۲ + · · ·+ wk−۱

پس ۱ ≤ W −wk < w۱ +w۲ + · · ·+wk−۱ صورت اين غير در است. حاصل مطلوب W −wk = ۰ حالت در
مجموعه آن به را wk اگر حال است. w۱, w۲, . . . , wk−۱ از تعدادی جمع صورت به W − wk استقرا فرض طبق

می�شود. نتيجه نيز n = k برای حکم و بود خواهد W برابر جديد مجموعة اعضای مجموع کنيم اضافه

۳
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M را نيست A رأس شامل که مثلث محيطی دايرة از
⌢

BC کمان وسط است. شده داده
△

ABC دل�خواه مثلث .۳
AC و AB اضلاع تا می�کنيم رسم MC و MB موازات به دوخط مثلث، محيطی دايرة مرکز ، O نقطة از می�ناميم.
در محيطی دايرة با مثلث، در A رأس نظير ارتفاع امتداد اگر کنيد ثابت کنند. قطع L و K نقاط در ترتيب به را

.NK = NL آن�گاه کند تلاقی N نقطة

اول. حل راه

رسم MC و MB خطوط بر را LE و KF عمودهای L و K نقاط از است. KB = LC می�کنيم ثابت ابتدا
نتيجه در و هستند

△

ABC مثلث محيطی دايره از MC و MB برابر وتر دو تا O فاصله برابر عمود، دو اين می�کنيم.
برابرند. هم با

و
△

KBF ∼=
△

LCE نتيجه در است.) محاطی ABMC (چهارضلعی ∠KBF = ∠LCE داريم: ديگر طرف از
است. KB = LC

داريم: باشد،
⌢

BAC کمان وسط نقطة D اگر

۴
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DB = DC

∠DBA = ∠DCA

KB = LC



















⇒
△

DBK ∼=
△

DCL ⇒







∠KDL = ∠BDC = ∠BAC

KD = LD

داريم: و است محاطی AKOLD که می�شود نتيجه پس ∠KOL = ∠BMC طرفی از

∠AKD = ∠ALD = ∠AOD = B̂ − Ĉ

∠KBD = ∠LCD = B̂−Ĉ
۲







⇒ ∠KDB = ∠LDC =
B̂ − Ĉ

۲

⇒ KB = KD = LD = LC (∗)

شد. خواهد اثبات مساله حکم
△

NDL و
△

NDK مثلث دو هم�نهشتی اثبات با انتها در

∠NDK = ∠NDB + ∠BDK = (۹۰◦ − B̂) + ( B̂−Ĉ
۲ ) = Â

۲

∠NDL = ∠NDC − ∠CDL = (۹۰◦ − Ĉ)− ( B̂−Ĉ
۲ ) = Â

۲



















⇒ ∠NDK = ∠NDL

.NK = NL داريم: و می�شود اثبات
△

NDL و
△

NDK مثلث دو هم�نهشتی (∗) رابطة کمک با اکنون

دوم. حل راه

۵
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کنند. قطع C ′ و B′ در را MC و MB تا می�کنيم رسم مثلث AC و AB اضلاع موازات به خط دو O نقطة از
داريم:

△

OMC ′ و
△

OMB′ مثلث دو در سينوس�ها قضية طبق

OB′

sin( B̂+Ĉ

۲ )
= R

sin(B̂+ Â

۲ )

sin(B̂ + Â
۲ ) = sin(Ĉ + Â

۲ )

OC′

sin( B̂+Ĉ

۲ )
= R

sin(Ĉ+ Â

۲ )























⇒ OB′ = OC ′ ⇒ KB = LC = x (۱)

که: می�آيد بدست (۱) رابطة طبق
x

R
=

sin( B̂+Ĉ
۲ )

sin(Ĉ + Â
۲ )

=
sin( B̂+Ĉ

۲ )

cos( B̂−Ĉ
۲ )

(۲)

۶
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بدست
△

CNL و
△

BNK مثلث دو در کسينوس�ها قضيه از استفاده با را NL و NK پاره�خط دو طول اکنون
می�کنيم. مقايسه يکديگر با و آورده



















NK۲ = NB۲ +BK۲ − ۲NB · BK · cos(۹۰◦ − Ĉ + B̂)

NL۲ = NC۲ + CL۲ − ۲NC · CL · cos(۹۰◦ − B̂ + Ĉ)

داريم: BK = CL = x چون حال

NK = NL

⇔ NB۲ − ۲NB · x · cos(۹۰◦ − Ĉ + B̂) = NC۲ − ۲NC · x · cos(۹۰◦ − B̂ + Ĉ)

⇔ NB۲ − ۲NB · x · sin(Ĉ − B̂) = NC۲ − ۲NC · x · sin(B̂ − Ĉ) (۳)

داريم: سينوس�ها قضيه از
NB = ۲R · sin(۹۰◦ − B̂) = ۲R · cos B̂ , NC = ۲R · sin(۹۰◦ − Ĉ) = ۲R · cos Ĉ

نوشت: ساده�تری صورت به می�توان را (۳) رابطة حال
۴R۲ · cos۲B̂ + ۴R · x · cos B̂ · sin(B̂ − Ĉ) = ۴R۲ · cos۲Ĉ − ۴R · x · cos Ĉ · sin(B̂ − Ĉ)

⇔ x · sin(B̂ − Ĉ) ·
[

cos B̂ + cos Ĉ
]

= R ·
[

cos Ĉ − cos B̂
]

·
[

cos B̂ + cos Ĉ
]

⇔
x

R
=

cos Ĉ − cos B̂

sin(B̂ − Ĉ)
=

۲ sin( B̂−Ĉ
۲ ) sin( B̂+Ĉ

۲ )

۲ sin( B̂−Ĉ
۲ ) cos( B̂−Ĉ

۲ )
=

sin( B̂+Ĉ
۲ )

cos( B̂−Ĉ
۲ )

.NK = NL داشت: خواهيم بازگشت�پذيرند مراحل اين که آنجا از و می�باشد (۲) رابطة همان تساوی، اين

۷
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روی را K نقطة و �رسم دايره بر را PB و PA مماس دو باشد. آن از خارج نقطه�ای P و دايره يک C کنيد فرض .۴
قرينة می�کند. قطع T نقطة در را C دايرة دوم بار برای

△

PBK مثلث محيطی دايرة کرده�ايم. انتخاب AB پاره�خط
.∠PBT = ∠P ′KA دهيد نشان می�ناميم. P ′ را A به نسبت P

هستند. C دايرة به متعلق کمان�ها همة حل راه اين در اول. حل راه

: ∠AKT = ∠BPT بنابراين است محاطی KTPB چهارضلعی

∠TAK =
⌢

TB
۲ = ∠TBP

∠AKT = ∠BPT







⇒
△

TAK ∼
△

TBP ⇒
TA

TB
=

AK

BP
=

AK

AP ′
⇒

AP ′

TB
=

AK

TA
(۱)

داريم: طرفی از

∠P ′AK =
⌢

AY B
۲ = ∠BTA

(۱)







⇒
△

P ′AK ∼
△

BTA ⇒ ∠P ′KA = ∠BAT = ∠PBT.

۸
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محيطی دايرة به نسبت را A نقطة قوت می�کنيم. ثابت ديگری راه از را (۱) رابطة تنها حل راه اين در دوم. حل راه
می�کنيم: محاسبه

△

PBK مثلث

AX · AP = AK · AB ⇒
AB

AX
=

AP

AK
=

AP ′

AK
(۱)

است: محاطی TKBP چهارضلعی طرفی از

∠TBP = ∠TXA

∠TAX =
⌢

AT
۲ = ∠TBA

∠TAB =
⌢

TB
۲ = ∠TBP



















⇒
△

TAB ∼
△

TXA ⇒
AB

XA
=

TB

TA

(۱)
⇒

AP ′

AK
=

TB

TA
⇒

AP ′

TB
=

AK

TA

۹
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جدول از خانه�هايی اريب، رديف يک از منظور است. شده نوشته صحيح اعداد n ×m جدول يک خانه�های در .۵
داخل اعداد مرحله چند طی می�خواهيم است. ثابت مقداری برابر آن�ها سطر شمارة و ستون شمارة تفاضل که است
را اريب رديف يک يا و عمودی رديف يک يا افقی رديف يک خانه�های می�توانيم مرحله هر در کنيم. صفر را جدول
زيرجدول هر داخل اعداد بتوان اگر کنيد ثابت کنيم. اضافه واحد يک همه به يا کنيم کم واحد يک همه از و انتخاب
مثال عنوان به کرد. صفر را جدول داخل اعداد همة می�توان آن�گاه کرد صفر ديگر، خانه�های از نظر صرف را، ۳ × ۳
شده�اند. مشخص ۳ × ۳ زيرجدول�های از يکی خانه�های و اريب رديف�های از يکی خانه�های زير، ۵ × ۹ جدول در

می�شود. حساب اريب رديف يک تنهايی به نيز (۹ ستون ،۱ (سطر راست-بالا گوشة خانة که کنيد توجه

باشد، ۳ از کمتر n و m از يکی که حالتی در می�کنيم. اثبات m,n ≥ ۳ که حالتی در را مسأله حکم ابتدا حل. راه
جدول کنيم ثابت بايد حالت اين در کرد. صفر را آن ۳× ۳ جدول زير هر می�توان پس ندارد. وجود ۳× ۳ جدول زير

می�کنيم. ثابت انتها در را قسمت اين کرد. صفر شده معرفی اعمال با می�توان را
بگيريد نظر در ۳ × ۳ زيرجدول يک می�دهيم. نشان A(i, j) با را j ستون و i سطر خانه�ی در نوشته�شده عدد
زير اين شاخص از منظور می�دهيم. نشان S(i, j) با را زير�جدول اين باشد. (i, j) آن، بالا-راست گوشة خانة که
يعنی است، شده مشخص علامت�های با زير شکل در شده مشخص خانه�های اعداد زدن جمع از حاصل عدد جدول،

عدد
A(i+ ۱, j)− A(i+ ۲, j) + A(i+ ۲, j − ۱)− A(i+ ۱, j − ۲) + A(i, j − ۲)− A(i, j − ۱)

خانه�های اريب، يا عمودی يا افقی رديف هر که هستند خاصيت اين دارای بالا شکل در شده مشخص خانه�های
از يک هر انجام با پس می�کند. قطع مخالف علامت با خانه دو در يا و نمی�کند قطع يا را بالا شکل در شده مشخص
هر اعداد می�توان فرض، بنابر که آن�جا از حال نمی�کند. تغيير زيرجدول يک شاخص مسأله، صورت در مجاز اعمال

۱۰
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از ۳ × ۳ زيرجدول هر شاخص پس نمی�کند تغيير فرآيند اين طول در شاخص چون و کرد، صفر را ۳ × ۳ زيرجدول
می�ماند. صفر نيز فرآيند طول در و است صفر ابتدا

در استقرا پاية می�کنيم. اثبات m + n روی استقرا با را حکم داريم. را حکم اثبات برای لازم مقدمات اکنون
زيرجدول يک جدول کل چون است بديهی حکم حالت اين در .m = n = ۳ يعنی ،m + n = ۶ که است حالتی
m > ۳ کنيم می فرض است. بيش�تر ۳ از n و m از يکی دست�کم پس .m+n > ۶ کنيد فرض حال است. ۳× ۳
آمده دست به آخر ستون حذف از که بگيريد نظر در را اصلی جدول از زيرجدولی حال است). مشابه n > ۳ (حالت
اعمال از استفاده با می�توان استقرا، بنابر پس است. برقرار n × (m − ۱) زيرجدول اين برای استقرا فرض است.
باشد. ناصفر است ممکن آن آخر ستون تنها که می�رسيم جدولی به پس کرد. صفر را زيرجدول اين اعداد همة مجاز،
را S(۱,m) زيرجدول باشند. برابر بايد بالا-راست، خانة عدد جز به آخر ستون اعداد حالت اين در که می�کنيم ادعا

با است برابر جدول اين شاخصِ بگيريد. نظر در
A(۲,m)−A(۳,m)+A(۳,m−۱)−A(۲,m−۲)+A(۱,m−۲)−A(۱,m−۱) = A(۲,m)−A(۳,m)

گرفتن نظر در با .A(۳,m) = A(۲,m) پس باشد. صفر بايد شاخص اين شد، گفته آن�چه بنابر طرفی از
A(۴,m) = می�شود نتيجه مشابهاً فوق، استدلال تکرار و S(n− ۲,m) و ... ،S(۴,m) ،S(۳,m) زيرجدول�های
به خانه�ها همة مقادير آخر، ستون در پس .A(n,m) = A(n− ۱,m) و ... ،A(۵,m) = A(۴,m) ،A(۳,m)

صفر را آن�ها همة می�توان آخر ستون روی مجاز عمل تعدادی از استفاده با پس برابرند. يک�ديگر با (۱,m) خانه جز
کرد صفر نيز را (۱,m) خانه�ی می�توان شده، تشکيل (۱,m)خانة از تنها که اريبی رديف از استفاده با سپس و کرد

می�شود. صفر جدول کل بنابراين و
(حالت m < ۳ کنيد فرض مثلاً باشند. کم�تر ۳ از n و m از يکی حداقل که کنيم ثابت را حالتی می�ماند تنها
،m = ۲ اگر کرد. صفر را خانه�ها همة سطر�ها، از استفاده با می�توان وضوح به ،m = ۱ اگر است). مشابه n < ۳

می�بريم. کار به را زير روش
،(n, ۲) خانه از گذرنده اريب رديف از استفاده با سپس می�کنيم. صفر را A(n, ۱) nام، سطر از استفاده با ابتدا
استفاده با سپس می�کنيم. صفر را A(n − ۱, ۱) n)ام، − ۱) سطر از استفاده با سپس می�کنيم. صفر را A(n, ۲)
همة تا می�دهيم ادامه را فرآيند همين و می�کنيم صفر را A(n− ۱, ۲) ،(n− ۱, ۲) خانه از گذرنده اريب رديف از

شود. صفر جدول

۱۱
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می�کند: صدق زير رابطة در طبيعی اعداد از {an} دنبالة .۶

an+۲ =

[۲an+۱
an

]

+

[ ۲an
an+۱

]

و am = ۴ که دارد وجود m طبيعی عدد کنيد ثابت است. x عدد صحيح جزء ،[x] از منظور آن در که
.am+۱ ∈ {۳, ۴}

حل. راه
an ≥ ۳ داريم: n ≥ ۳ هر ازای به لم۱.

می�شود نتيجه an−۱ ≥ an−۲ اگر an < ۳ کنيد فرض اثبات.

۲an−۱
an−۲

≥ ۲ ⇒

[۲an−۱
an−۲

]

≥ ۲ ⇒

[۲an−۲
an−۱

]

= ۰ ⇒ an−۱ > ۲an−۲ ⇒
۲an−۱
an−۲

> ۴

رابطة چون است مشابه کاملاً استدلال نيز an−۲ ≥ an−۱ که حالتی در است. تناقض در an < ۳ فرض با که
است. متقارن قبل جمله دو به نسبت بازگشتی

.an+۱ = an يا an+۲ < max{an+۱, an} داريم: n ≥ ۳ هر ازای به لم۲.
می�کنيم فرض کليت از شدن کاسته بدون بازگشتی رابطة تقارن علت به همچنين .an+۱ ̸= an می�کنيم فرض اثبات.

پس: an = max{an+۱, an}
۲an+۱
an

< ۲

ازطرفی
an+۱, an ≥ ۳ ⇒

۲an
an+۱

≤
۲an

۳ ⇒ an+۲ =

[۲an+۱
an

]

+

[ ۲an
an+۱

]

≤ ۱ +
۲an

۳ ≤
an

۳ +
۲an

۳ = an

نتيجه حکم و باشند تساوی نمی�توانند ۱ ≤ an
۳ و ۲an

an+۱
≤ ۲an

۳ نابرابری�های دوی هر an+۱ ̸= an فرض به توجه با و
می�شود.

ak = ak+۱ که دارد وجود k لم۳.
: n ≥ ۳ هر برای ۲ لم طبق نباشد چنين اگر اثبات.

an+۲ < max{an+۱, an}

و
an+۳ < max{an+۲, an+۱}

يعنی an+۳ < an+۱ می�شود نتيجه an+۲ < an+۳ که حالتی در
max{an+۳, an+۲} < max{an+۱, an}

می�شود نتيجه نيز an+۲ > an+۳ که حالتی در و
max{an+۳, an+۲} < max{an+۱, an}

۱۲
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استدلال اين که کنيد توجه است. ممکن غير که است نزولی اکيداً همواره متوالی جمله�های جفت ماکزيمم يعنی
می�شود. ظاهر دنباله در بار بی�نهايت متوالی و برابر جمله دو که می�دهد نتيجه

۴ يا ۳ برابر عدد دو آن اگر و می�شود ظاهر ۴ عدد دنباله در برابر جملة دو از پس همواره که کنيد توجه حال
عدد دو آن اگر اما می�شود. ۳ هم ۴ از بعد جملة بيايند هم سر پشت ۴ و ۳ اگر چون می�شود حاصل مطلوب باشند
می�شود ظاهر دنباله در ديگر مساوی عدد دو که باری اولين اگر ak = ak+۱ > ۴ مثلاً باشند ۴ از بزرگتر برابر

داريم: ۳ لم اثبات به توجه با است، فرد m که باشد ak+m = ak+m+۱

ak+۱ = max{ak+۱, ak+۲ = ۴} > max{ak+۳, ak+۴} > · · · > max{ak+m, ak+m+۱} = ak+m

داريم: است زوج m که حالتی در و
ak+۱ = max{ak+۱, ak+۲ = ۴} > max{ak+۳, ak+۴} > · · · > max{ak+m−۱, ak+m} ≥ ak+m

است قبلی متوالی برابر جفت از کمتر متوالی برابر جفت يک همواره باشند ۴ از بيش برابر متوالی اعداد وقتی تا يعنی
به را ما مطلوب که می�رسيم متوالی ۴ يا ۳ عدد دو به مدتی از پس و يابد ادامه بی�نهايت تا نمی�تواند روند اين ولی

می�دهد. دست

۱۳
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 به نام او
 المپياد رياضي کشور امين سیمرحلة دوم 

 زمان: چهار ساعت و نيم روز اول ۱۳۹۱ارديبهشت  ۱۱شنبه،  دو

 

 www.ysc.ac.ir پژوهان جوان: دانش معاونتگاه  آدرس وب
 .است محفوظ جوان پژوهان دانش معاونت یبرا سؤالات نيا حقوق ةيكل

 

قطع  Qو  P ةرا در دو نقط O ،C1به مرکز  C2 ةروی آن مفروض است. داير O ةو نقط C1 ةداير) ۱

Cکند. می و فرض  مماس داخل است C1بر  S ةمماس خارج و در نقط C2بر  R ةکه در نقط استای  دايره 3

ثابت ناميم.  می Yو  Xرا به ترتيب  C1با  ORو  PRگذرد. محل برخورد دوم  می Q ةاز نقط RSکنيد خط 

 .موازی است SYبا  QX کنيد

 

 

 

به را دور يک دايره قرار داد  nو...  ۳، 2، 1توان اعداد  . به چند طريق میباشدعددی طبيعی  n فرض کنيد )۲

 باشد؟ شمجاور دو عددِ مجموعِعليهی از  هر عدد مقسومکه شکلی 

 

 

 

nعدد طبيعی  باشدعددی طبيعی  t اگر ثابت کنيد )٣   کدام از اعدادِ هيچ و استاول  tوجود دارد که نسبت به  1

 n t، n t2 ،n t3 ...و 
عدد طبيعی به يک باشد و  ،عليه مشترک مثبت آن دو تنها مقسوم ند اگرهستدو عدد نسبت به هم اول ( .نيستندتوان کامل 

a  طبيعی اعداد اگر شود گفته میتوان کامل b  وm  که  باشندموجودm  maو 2 b(. 
 

 

 نمره است. ۷بارم هر سؤال 
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 به نام او
 المپياد رياضي کشور امين سیمرحلة دوم 

 زمان: چهار ساعت و نيم روز دوم ۱۳۹۱ ارديبهشت ۱۲ شنبه، سه

 

 www.ysc.ac.ir پژوهان جوان: دانش معاونتگاه  آدرس وب
 .است محفوظ جوان پژوهان دانش معاونت یبرا سؤالات نيا حقوق ةيكل

 

د که هر عدد طبيعی در نشو از اعداد طبيعی يافت می ...و A1 ،A2 ،A3های دو عضوی  الف) آيا زيرمجموعه) ٤
 ؟باشد n1391برابر  nAمجموعِ اعضای ، n ها ظاهر شود و برای هر عدد طبيعیِ دقيقاً يکی از اين مجموعه

 
شوند که هر عدد طبيعی در دقيقاً  طبيعی يافت میاز اعداد  ...و A1 ،A2 ،A3دو عضوی های  ب) آيا زيرمجموعه 

n برابر nAمجموعِ اعضای ، n ها ظاهر شود و برای هر عدد طبيعیِ يکی از اين مجموعه  ؟باشد 21391
 

 

x یایِ درجة دو چندجمله )٥ ax b 2دانيم که شرط لازم و کافی  را در نظر بگيريد. می ،ی، با ضرايب حقيق
aيعنی  ،اين است که دلتای آن تجزيه کرد در اعداد حقيقی آن راکه بتوان  برای اين b2 تر يا مساوی  بزرگ ،4

نشان دهيد چيزی مشابه دلتا برای  است. bو  a های متغيره باای  جملهدلتا نيز يک چندتوجه کنيد که صفر باشد. 
)ایِ چهار متغيرة  چندجملهثابت کنيد های درجة چهار وجود ندارد:  ای چندجمله , , , )a bP c d  وجود با خاصيت زير

 :ندارد
x درجة چهار ای چندجمله ax bx cx d  3 ایِ  جمله دضرب چهار چن قابل تجزيه به حاصل 24

) اگر و تنها اگر درجة يک باشد , , , )a b c dP  0. 
 

 

 

مماس  ABو  BC ،CAبر اضلاع به ترتيب  Fو  D ،Eدر نقاط  ABCمحاطی داخلی مثلث  دايرة) ۶

محاطی  ثابت کنيد مرکز دايرة ناميم. یم Sو  T، نقاط Cو  Bرا به ترتيب نسبت به  Eو  Fنقاط  قرينةاست. 

 قرار دارد. ABCمحاطی داخلی مثلث  دايرة يا روی درون ATSداخلی مثلث 
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  به نام او

 ١٣٩٠ی المپياد رياضی، حل سؤالات مرحله دوم بيست و نهمين دورهراه

 روی دايره SPQو  XY بايد ثابت کنيم کمان های SYو   QXرای اثبات موازی بودن. باول حلراه. ١
C1 .مماس بر دايره کار برای اين  برابرندC1 در نقطه S مشترکو محل تلاقی آن با مماس  کنيمرا رسم می 

Cو  C2 دايره های   شکل روابط زير برقرار است: با توجه بهناميم. حال می A را R در نقطه 3

  

   

   ( )

ASQ SPQ SR

ASQ ARS BRQ RQ

SPQ SR RQ

 

  

   1

 

 :چنين روابط زير نيز برقرار استهم

      

   

  

( )

( ),( )

( )

( )

( )

QX QPX RQ YOQ YXQ QX XY

QX XY QX XY

QX XY RQ

     

   

  

2

2 3

1 1 1 1 1
2 2 2 4 4

1 1 3
4 4

4

 

  داريم: )٤(و  )١(حال با توجه به روابط 

  SPQ RQ XY   

  شود.و حکم ثابت می

  نکته:
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 ) که برابری ٣قسمت ( XY QX کند به صورت های مختلفی قابل بيان است . به را ثابت می
  توان استدلال زير را به کار برد:مثال میطور 

 

       
( )

( )

( ) ( )
I

OP OQ OP OQ I

OP OR OPR ORP OP XY OQ XQ XQ XY

  

        
1 1
2 2

 

 ) های) به وسيله بيان تجانس دايره١اثبات رابطه C1  وC Cو  C2 هایطور دايرهو همين 3 نيز  3
  قابل بيان است.

  داريم حل دوم.راه

 

 

     

  

( ) ( )

( )
OQ OR

OP OQ OP OQ

OP OR OPR ORP

OP XY OQ XQ XQ XY

ROX QOX OAR


  

  

     

   

1 1
2 2

90 1

 

C و C2چنين چون هم مماس هستند،  R در نقطه 3
OR از مرکز دايره C کند. پس مرکز دايره نيز عبور می 3
C و  RYمحل برخورد  Cواقع است ( RCروی خط  3

C دايره است) در نتيجه   3 ( )CSR  90 2.  

)شود) نتيجه می٢) و (١از ( )SD OX 3.  

C و C1مرکز تجانس Sه کچنين با توجه به اينهم ، است 3
 محل برخورد امتدادDموازی هستند ( YQو  DQ پس

SC  با دايرهC1  است ) .در نتيجه YD OQ پس .  ( )YSD QXO 4  

  شود.ند و حکم ثابت میانيز موازی SYو  QXشود که) نتيجه می٤) و (٣حال با توجه به (
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هايی را که با يک دوران به ناميم. آرايشبا خاصيت مطلوب را يک آرايش مجاز می nتا  1آرايشی از اعداد . ٢
  کنيم.شوند يکی فرض میهم تبديل می

n برای  n و برای آرايش مجازفقط دو  3  گرد يا (اعداد به ترتيب ساعت آرايش مجازنيز فقط دو 4
و برای اعداد  آرايشدو  ٣تر از کنيم که برای اعداد زوج بزرگگرد) وجود دارد. حال با استقرا ثابت میپادساعت
  مجاز وجود دارد. آرايش، چهار ٣تر از فرد بزرگ

به آرايشی  را حذف کنيم n اگرو  است nبرابر با  nمجموعِ دو عددِ مجاورِ ، nتا  ١در يک آرايش مجازِ . لم
nتا  ١مجاز برای  1 تا  ١رسيم. برعکس، اگر در آرايشی مجاز برای میn 1 عدد ،n  را بين دو عدد که
  آيد.به دست می nتا  ١است قرار دهيم، آرايشی مجاز برای  n مجموعشان

  شند، داريمبا bو  n، aاگر دو عدد مجاور . اثبات

,| ba nb an    2 3 

  پس:

a b n  

x (يعنی حالت باشند yو  x ) به ترتيبn (به غير از bو  aحال اگر دو عدد مجاور  a n b y(:  

| | |a x n a x a b a x b      

| | |b y n b y a b b y a      

،n،١،٢به آرايش مطلوبی از اعداد  n پس با حذف 1 ١اگر در آرايشی مجاز برای و برعکس  رسيممی 
nتا  1 عدد ،n  را بين دو عدد که مجموعشانn  تا  ١است قرار دهيم، آرايشی مجاز برایn  به دست
  آيد.می

  

nدرست باشد، سپس حکم را برای  nزوج  کنيم حکم استقرا برای عددفرض می حال 1  وn  ثابت  2
  کنيم.می
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به طور  nتا  ١اند از چينش اعداد وجود دارد که عبارت nتا  ١بنابر فرض استقرا، تنها دو آرايش مجاز برای 
n حال بايدگرد. گرد و پادساعتساعت 1 را بين دو عدد مجاور از اين دو آرايش که مجموعشان n 1 

,}توانند فقط می شود که اين دو عدداست، قرار دهيم. به راحتی معلوم می }n1  يا{ , }n n 2 2 . پس باشند 1

n برای عدد فرد 1 اند چهار حالت صحيح وجود دارد که در دوتای آن اعداد به ترتيب دور دايره قرار گرفته
 کنيم) غير ازگذاری میگذاريم) و در دو حالت ديگر(که با حالات ب نام(اين دو حالت را حالات الف نام می

n 1 خواهيم جواب مساله را برای عدد زوجاند. حال میگرفته بقيه اعداد به ترتيب قرار n  بدست  2
 ،n،١،٢ مجاز اعداد هایآرايشرا بين دو عدد مجاور از  +٢nبياوريم. بايد عدد  1 ،که مجموع  قرار دهيم

n هاآن  n الف هایآرايششود که در . به راحتی معلوم میباشد 2  nو  1 تواند بينفقط می 2 1 
nهای ب مجموع هيچ دو عدد مجاوری آرايششود که در چنين به راحتی معلوم میقرار گيرد. هم  2 

nشود. بنابراين برای عدد زوج نمی  پس گام استقرا اثبات شد و وجود دارد.  آرايش مجازنيزفقط دو   2
  اثبات کامل است.

 نکته: اگر تمامی مراحل اثبات درست گفته شده باشد ولی عدد n 1  های دليل به آرايشرا بدون
  ای نخواهد داشت.عدد اضافه کند، اثبات اشتباه است و نمره n مجاز

 های بالا در جواب گرفته نشوندشوند يکی که با يک دوران به هم تبديل می هايیاگر آرايشn  ضرب
گرد ها (ساعتهايی که فقط جهت آنهمچنين اگر آرايش شوند و باز هم جواب مورد قبول است.می

  گرد) با هم تفاوت دارد يکی گرفته شوند باز هم مورد قبول است.يا پادساعت

 

  

  کنيم:حل مساله را با چند لم آغاز میحل دوم. راه

  هيچ دو عدد زوجی در دايره کنار هم نيستند. لم.

زوج  a2و  a1 و شده باشندبه ترتيب دور دايره چيده  naو  a3و  a2و  a1واضح است اگر اعداد اثبات. 
a| هم زوج است زيرا می دانيم a3گاه نباشند آ a a2 3 شوند ی اعداد زوج میو با تکرار اين روند همه 1

  که تناقض است.

فرد باشد تنها دو عدد فرد کنار هم  n زوج باشد اعداد دور دايره يکی در ميان زوج هستند و اگر n اگر لم.
  کنار هم زوج و فرد هستند. هایجفتی هستند و بقيه
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برابر است و هيچ دو عدد زوجی کنار هم  باشد چون تعداد اعداد زوج و فرد زوج n اگر ١طبق لم اثبات. 
باشد چون تعداد اعداد فرد يکی بيشتر است فرد  nنيستند پس اعداد يکی در ميان زوج و فرد هستند و اگر 

  های کنار هم زوج و فرد هستند.ی زوجپس تنها دو عدد فرد کنار هم هستند و بقيه

  

کنيم که تنها يک چينش متوالی (بدون در نظر گرفتن جهت و چرخش) وجود حال برای اعداد زوج ثابت می
  .اندبه همين ترتيب دور دايره چيده شده nتا  ١ دارند. يعنی اعداد

  اثبات.

n عدد 1  مجاور آن زوج هستند. پس مجموع دو عدد مجاور بايد مضرب  دِاعدا ٢فرد است پس طبق لم
nزوجی از  1 برابرها آن مجموعِبايد  باشد پس n 2 n تر ازباشد (بيش 2 2 تواند باشد چون نمی 2

nو  n ماندهباقی ترين اعدادِبزرگ  n شانعوجممهستند که  2 2  مجاور اعدادِ ). پس قطعاًاست 2
n 1 بايد n  وn  nو  n باشند. پس اعداد 2 1  وn  با  به شکل متوالی قرار دارند. حال 2
  اعداد به شکل متوالی قرار دارند. یهمه دهيمنشان می استقرا

n و n اعدادفرض کنيد  1 و  n k به طور متوالی قرار گرفته اند )n k  2 نشان می ) 2
n دهيم عدد بعدی k 1  است. فرض کنيد عدد بعدیx باشد داريم |n k x n k    1 

n|دهد که نشان می k x  n تر ازکم x . حال چون1 k ست تنها عدد ممکنا n k 1 
n دهد عدد بعدیست که نشان میا k 1 کند.ست که اين روند متوالی بودن اعداد را اثبات میا  

 

n حال برای اعداد فرد  (بدون در نظر گرفتن جهت و چرخش)  آرايش مجازکه تنها دو  مکنيثابت می 3
  های زير باشندبه يکی از ترتيب بايد وجود دارند. يعنی اعداد حتماً

,, , n1 2  

, , , , ,, ,
n n n

n n
  

  
1 1 3 1

2 2 2
1 2  

  .است nمتوالی عدد  فردِ دو عددِ تنهافرد باشد يکی از  n اگر لم.
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اعداد باشد ولی اگر  n باشد بايد برابر n است و چون بايد مضربِتر کم n2از  n مجاورِ مجموع اعداد اثبات.
 فردِ پس يکی از دو عددِ فرد است. n شود چون n تواندها نمید مجموع آننزوج باش دو عددِ n مجاورِ

  ست .ا n متوالی عدد

n اگر  n پس فرض می کنيم شودحکم به راحتی اثبات می 5  5. 

  ی اثبات می پردازيم:به ادامهحال 

n عدد  آن يا  زوج هستند  يا يکی از اعداد مجاور  هر دو عدد مجاورِ ٣و لم  ٢فرد است پس طبق لم  2
n مجاور n است. اگر nآن   n ديگرِ باشد مجاورِ 2  nتواند فقط می 2  چون مجموع  باشد 4

nهای مجاور  nبايد بر  2  nتواند پذير باشد و اين مجموع حداکثر میبخش 2 2  باشد که چون 1
n  5 ،n n  3 6 2 nپس بايد  1 2 nو  nپس . باشد 4  nو  2   مجاور هستند ولی 4
nهای عدد فرد کنار هم باشند. پس مجاور ٣امکان ندارد  ٢طبق لم    زوج هستند. حال مانندِ دو عددِ 2

n مجاور بايد مضرب زوجی از عددِ دو اثبات برای اعداد زوج مجموعِ  nبايد برابر  باشد پس قطعاً 2 2 4 
n باشد (بيشتر از 2 nو  n باقی مانده ترين اعدادِتواند باشد چون بزرگنمی 4 1  مجموعشان هستند که

n 2 n که کمتر از است 1 3 n مجاور است). پس اعدادِ 6  n بايد 2 1  وn    .باشند 3

n تا اينجا ديديم که 1  وn  nو  2  n مجاور x هستند. حال اگر متوالی 3 1 باشد داريم 
|n x n  1   دهد:پس دو حالت رخ می 2

x :حالت اول n.   

  .هستند ،n،٢، ١ توان نتيجه گرفت اعداد متوالی و به صورتدر اين حالت مشابه اثبات اعداد زوج می 

ݔ:حالت دوم  = ١ 

n ترين عددی است که اعدادبزرگ k فرض کنيد 1 وn  nو  و  2 k  به طور متوالی قرار

n( اندگرفته k  1 n	 دهيمنشان می). 2
k




1
2

  است. n آن و عدد بعدیِ

n|داريمبناميد.  yعدد بعدی را  k y n k    n| دهدکه نشان می 1 k y  . از طرفی 1
nبا  k ،yی انتخابِ بنابر نحوه k 1  برابر نيست و چونn k y   y پس 1 n.  حال اگر

|بگيريم داريم  zرا  n عدد ديگر مجاور ( )n z n k . کنيم ادعا میn
n

k



1

2
زيرا در غير . 
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nو  z اين صورت kکمتر از هر دو n
2

| با خواهند بود که  ( )n z n k  پسدر تناقض است . 

n
n

k



1

2
n| چون و  k n 1 پس n

k



1

2
 همان n مجاور مجموع اعدادِ. حال چون 

n  است روشن است که عدد ديگر مجاورn بايد n  1
2

  .باشد 

nو  و  ٢و  ١ توان ثابت کرد اعدادحال به طرز مشابه می  3
2

nو    1
2

 آرايشِآيند پس متوالی می 

,مورد نظر  , , , ,, ,
n n n

n n
  

  
1 1 3 1

2 2 2
1     است. 2

 

 .نکته: اثبات حتی درست نحوه ی زوج و فرد قرار گرفتن نمره ای ندارد  
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t رض کنيدحل اول. ف. راه٣ q s 1  کهq  و  است اولعددی( , )s q  بزرگترين  در واقع . (1
ݐ	است که   ݍتوانی از +   را می شمارد)  ١

x   را طوری انتخاب کنيد که x0 حال 0 xو  )q1 ی(به پيمانه 1 t0. قرار دهيدn x ادعا  .0
  جواب مسئله است. n می کنيم اين

  ،i برای هرتوجه کنيد 

in t t  1 0  به پيمانه ی)q1 ولی (in t t   1   )q(به پيمانه ی  0

inای  iفرض کنيد به ازای  t   توان کامل شود. (فرض خلف) در نتيجهr  ای وجود دارد که   r   و1

i rn t y  نمای عدد اول   و چون q   در تجزيه یin t  به عوامل اول برابر با   ،است بر 

r در نتيجه پذير استبخش .α  و  2
( )

  ( )  
ir i r rry n t x t z t


     0 از همين .
y.شود که تساوی نتيجه می z  

  حال توجه کنيد،

  rr r r r rz t z x z z z y z t         0 1 

  کار می کند.  nکه تناقض است. پس فرض خلف باطل است و اين 

  کنيم که در آن،ای استفاده میتوجه کنيد در اثبات نابرابری سوم از بسط دو جمله

 
( )

( )    r r r r rr r
z z rz z rz z z 
       1 211 1

2
  

r(نابرابری بالا برای     درست است) 2

  و حالت در نظر بگيريد.حل دوم. دراه

tيک)   ) توان کامل نباشد. قرار دهيد  1 )n t t  21 کند. فرض کار می n. ادعا می کنيم اين 1

knای  kکنيد برای  t  توان کامل شود. در نتيجه با تعريف( )  y t t  21،  

    ( )   ( )( )k k kt t t y ky ky t t b t           
2 11 1 1 1 1 1 

 مناسبی) b(به ازای 
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tبه وضوح   و  1 b t  1 هريک اند و ضربشان توان کامل است. پس بايستی نسبت به هم اول 1
  توان کامل باشند که خلاف فرض اوليه ما است.

tدو)   rtتوان کامل باشد. قرار دهيد  1 m 1  کهm  توان کامل نيست. (برای اين کارr  را

)ترين توان ممکن انتخاب کنيد) قرار دهيد بيش )n t t  2
0 1  و  1  rn n جواب  n. همين 0

  مسئله است.

,فرض کنيد به ازای  ,k c d ایk dn t c يم گير. مشابه روش کار در حالت (يک) نتيجه میt  1 
tام کامل است. پس با توجه به اين که  dتوان   ترين نمای بيش rام کامل نيز هست و  rتوان  1

rپذير است. پسبخش dبر  rممکن است،  ld و  

      d k d kldt c n c n    0  

       kl dd d klc n c c n n n t     11 2
0 0 0 0  

  که تناقض است.

  

  مواردی که اثبات آن ها نمره ای در بر ندارد:

  اثبات برای حالت خاصt k 4 tيا  1 k 8   و از اين قبيل. 3

  اثبات برای حالت خاصی کهt 1  عامل اولی مانندp  داشته باشد کهt  بخش پذير  p2بر  1
  نباشد.

  

  اشتباهات رايج:

 کهاثبات اين n  ای وجود دارد که برای هر  i  ،ایin t  توانi .در حالی که ام کامل نيست 

inشد بايد ثابت می t  توانj ام کامل نيست حتی برایj i.  
 ِمعرفی n نسبت به  کهبدون اثبات اينt  استاول.  
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  شود.هايی يافت نمیبا استفاده از برهان خلف نشان می دهيم چنين زير مجموعه حل الف). راه٤
، ... افراز کرد A1 ،A2 ،A3طور نباشد و بتوان اعداد طبيعی را به زيرمجموعه های دو عضوی فرض کنيد اين

}اگر   باشد. i1391برابر  iAطوری که حاصل جمع اعضای  , }i i iA a b  باشد آنگاه چونia  وib 
iاند و  اعداد طبيعی ia b i  1391  پس,i ia b i 1391:داريم .  

       ,i ii a b i       1391 1391 1391 1391 2 1391  
2از  A1 ،A2 ،A3 ، ... ،A1391پس همه ی اعضای  کمتر هستند، يعنی حداکثر  1391 2 1391 1 

های دوعضوی، که مجموعه قرار داد که با فرض اوليه مبنی بر افراز به مجموعه ١٣٩١توان در اين عدد را می
2ی آن در نتيجه دهد گيرد، تناقض دارد. اين تناقض نشان میمجموعه قرار می ١٣٩١ عدد در اين 1391

ی شدههای دوعضوی با شرايط خواستهتوان به زيرمجموعهفرض اوليه نادرست بوده و اعداد طبيعی را نمی
  مسئله افراز کرد.

  

  دهيم جواب مثبت است.ها نشان میبرای ساخت اين مجموعه روشیی ارائه ب) با

ای ترين عددی که تا به حال در هيچ مجموعه، کوچکiaام، -iی به اين صورت است که در مرحله روش

iقرار نگرفته و  ib i a  21391 ی را در مجموعهiA م دهيدهيم. در مراحل زير نشان میقرار می
  های حاصل شرايط مسئله را داراست.مجموعه

 aها قرار می گيرد، در غير اين صورت، فرض کنيد آ. همه ی اعداد طبيعی در حداقل يکی از اين مجموعه
 aتر از اعداد کوچکی ام همه-iی ای نيامده و در مرحلهترين عددی باشد که در هيچ مجموعهکوچک

شود. پس فرض اوليه انتخاب می aعدد  iدر مرحله  روش فوقانتخاب شده باشند، در اين صورت طبق 
  شوند.ها پوشانده میی اعداد طبيعی در اين مجموعهنادرست بوده و همه

 شودکنيم هيچ عددی در بيش از يک مجموعه نيامده و بدين ترتيب ثابت میمراحل زير ثابت میبـ . در 
  افرازی است که مورد نظر سوال است. روشاين  خروجیِ

iaلم.  i 2 1.  
iام، -iتا پيش از مرحله ی  .اثبات 2 اند، پس دست کم يکی از اعداد عدد در مجموعه ها قرار گرفته 2

iکمتر يا مساوی  2 iaانتخاب نشده است در نتيجه  1 i 2 1.  
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نيامده ای ترين عددی است که تا به حال در هيچ مجموعهکوچک iaبا توجه به اينکه در هر مرحله  .١
iکدام از با هيچ iaپس  2 iچنين عدد قبلی برابر نيست و هم 2 ja a  کهj i .باشد  

 ( )i i ib i a i i a        2 21391 1391 1 2 1 

iاگر   .٢ j :آنگاه  

( )i i j jb i a i i i b a           2 2 21391 1391 2 1 1391 1 

های متفاوت با يکديگر برابر بدين ترتيب ثابت شده است که هيچ دو عدد در يک مجموعه يا در مجموعه
  نيستند در نتيجه هر مجموعه دقيقا دو عضوی است و هيچ عددی در بيش از يک مجموعه نيامده است.

 

)بتدا فرض کنيد حل اول. اراه. ٥ , ) ( , , , )Q b d P b d 0 )در اين صورت 0 , )Q b d  اگر و تنها اگر  0

xچندجمله ای  bx d 4 ی حقيقی باشد و اين مورد هم برقرار است اگر و تنها اگر دارای چهار ريشه 2

x bx d 2  دارای دو ريشه حقيقی نامنفی باشد  

  (چرا که

( )( ) ( )( )x bx d x x x bx d x x             2 4 2 2 2  

xو   2  به عوامل خطی تجزيه می شود اگر و تنها اگر  x) حال ثابت می کنيم 0 bx d 2 

,ی حقيقی نامنفی است اگر وتنها اگر دارای دو ريشه ,b d b d   2 4 0 0 0.  

,فرض کنيد    xريشه های  0 bx d 2 باشند در اين صورت:  

( )( ) ( )x bx d x x x x            2 2  

)و بنابراين   ) ,b d       0 و چون چندجمله دارای ريشه بود پس  0

b d 2 4 0.  

,حال بر عکس فرض کنيد  ,b d b d   2 4 0 0 xبنابراين  0 bx d 2ی دارای دو ريشه
,حقيقی است فرض کنيد اين ريشه ها    باشند در اين صورت مانند قبل( ),b d      

dحال   ,بنابراين  0  دارای علامت مخالف نيستند، بنابراين اگر  گاه آن 0  و در نتيجه  0
( )b      ,که خلاف فرض ماست پس داريم 0     خواستيم ثابت شد.چه میوآن 0
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  حال داريم

)١(( , ) , ,Q b d b d b d     20 4 0 0 0  

bحال برای هر   )ی ای تک متغيرهچندجمله 0 )bQ y که( ) ( , )bQ y Q b y  برایb
y 

2
0

4
 

yنامنفی و برای   )ای تابعی پيوسته است پس منفی است و چون هر چندجمله 0 )bQ 0 پس  0
)ای چندجمله ) ( , )L b Q b bبرای هر  0  ای دارای بی برابر صفر شده است و اين يعنی اين چندجمله 0

)نهايت ريشه است و بنابراين همه جا صفر است و اين يعنی  ) ( , )L Q 1 10 )  بايد ١بنابراين طبق ( 0
1داشته باشيم   به تناقض رسيديم پس حکم مسأله ثابت شد. پس0

 

)ای های به شکل ندجملهحل دوم. چراه )( )x sx t x ux v   2 را در نظر بگيريد. اين  2

xی حقيقی است اگر و تنها اگر هر يک از ای دارای چهار ريشهچندجمله sx t 2 وx ux v 2

s,افتد اگر و تنها اگر حقيقی باشند و اين اتفاق میی دارای دو ريشه t u v   2 24 0 4 0.  

  توجه کنيد که 

( )( ) ( ) ( ) ( )x sx t x ux v x s u x t su v x sv tu x tv            2 2 4 3 2  

)پس اگر  , , , )P a b c d ای با خاصيت گفته شده در فرض موجود باشد داريمچند جمله:  

( , , , ) ,P s u t su v sv tu tv s t u v         2 20 4 0 4 0  

)پس اگر  , , , ) ( , , , )Q s t u v P s u t su v sv tu tv    گاهآن  

)١(( , , , ) ,Q s t u v s t u v     2 20 4 0 4 0  

  :کنيمقبل عمل می حلراهحال شبيه 

mاگر  n 2 4 ,ای تک متغيره در اين صورت چندجمله0 , ( ) ( , , , )m n kQ x Q m n k x برای

k
x 

2

4
kنامنفی و برای  

x 
2

4
قبل داريم  حلراهمنفی است و بنابراين مثل  
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, , ( ) ( , , , )m n k
k k

Q Q m n k 
2 2

0
4 4

m. حال اگر   ای چندجمله 0

, ( ) ( , , , )m k
k

P y Q m y k
2

4
mبرای هر  

y 
2

4
برابر صفر شده است و بنابراين بی نهايت ريشه دارد،  

)حقيقی  yپس برای هر  , , , )
k

Q m y k 
2

0
4

)پس به طور مثال بايد   , , , )Q 110 0 ) بايد ١پس طبق ( 0

   23 1 4   شود.بت میرساند و حکم مسأله ثاکه اين ما را به تناقض می 0

,رض کنيد حل سوم. راه ,   ای اعدادی حقيقی باشند در اين صورت چندجمله

( )( )(( ) )x x x      2  برای هر  دارای چهار ريشه حقيقی نيست اما برای  0  0 
  ی حقيقی است پس اگر دارای چهار ريشه

( )( )(( ) )x ax bx cx d x x x           4 3 2 2  

)گاه آن , , , )P a b c d  اگر  0  )و  0 , , , )P a b c d  اگر پس  0  پس مانند قبل نتيجه  0

xگيريم که اگر می ax bx cx d   4 3 ی ی حقيقی باشد و يک ريشهدارای چهار ريشه 2
)مضاعف در اين صورت  , , , )P a b c d    توانيم به اتمام برسانيم.حل قبلی میحل را مانند راهحال راه 0

 حل قبل هم با اثبات توجه کنيد که در واقع در راه( , , , )
k

Q m n k 
2

0
4

mبرای  n 2 4 0 

    ا همان حکم بالا را ثابت کرده بوديم. دقيق
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ˆاين داريم براست. بنا Bالساقين به رأس متساوی BDTثلث . حل اول. راه٦ ˆDTB B
1
2

طور مشابه . به

ˆ ˆDSC C
1
2

  اين بر. بنا

ˆˆ ˆ ˆ .TDS B C A    
1 1 1180 90
2 2 2

  

Iو  Iترتيب را به ATSو  ABCهای های محاطی داخلی مثلثهای دايرهاگر مرکز   بناميم، خواهيم
  داشت

ˆ ˆ,̂

ˆˆ ˆˆ .

I TS T I ST S

TI S T S A 

  

    

1 1
2 2

1 1 1180 90
2 2 2

  

ˆبنابراين  ˆDS TT I S  و چونI   وD  هردو يک طرف خطTS  هستند، چهارضلعیTDI S  محاطی
است که همان  SDو  TDهای منصفمحيطی اين چهارضلعی همان محل برخورد عمود یهاست. مرکز داير

 یههستند. پس مرکز اين دايره همان مرکز داير ABCاز مثلث  Ĉو  B̂های خارجی زوايای سازنيم
  ناميم.می aIاست که آن را  Aمتناظر با رأس  ABCمحاطی خارجی مثلث 

aIو شعاع  aIبه مرکز  یهاگر داير D  را  ،بناميمI   همان تقاطع  با خطaAI چنين است. همaI 

TDSˆقرار دارند (چون  TSدر دو طرف  Dو   است)  TDSمحيطی مثلث  یهمرکز داير aIو  90
Iدر حالی که   ،D  وI در يک طرف TS  قرار دارند. پسI  خط روی نيمaI I المرکزين است که خط

Iکه است. پس برای اثبات اين محاطی و  یهداير  محاطی است، کافی است ثابت  یهداخل يا روی داير
aکنيم  a aI r I I II I r     که در آنr محاطی داخلی مثلث  یهشعاع دايرABC  .است
arاما  DI  وa aI I I D شوند به ل میهای فوق تبدي. پس نامساوی

a a aID I D II I I ID     که همان نامساوی مثلث در مثلثaI ID  است و حکم ثابت
  شود.می
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Eفرض کنيد حل دوم. راه  محاطی داخلی مثلث  یهتماس داير یهنقطATS  با ضلعAS  باشد. با توجه

II یهبه اين که زاوي   با ضلعAC  برابر باA
2

)cosاست، خواهيم داشت   )
A

EE II 
2

. پس کافی 

)cosاست ثابت کنيم  )
A

EE r 
2

  دانيم. می

 

( ),

( ) ( ) ( ) .

AB AC BC

AE AT AS TS AB BD A D

A

C C TS

E  

     



  

1
2
1 1
2 2

  

AEتوجه کنيد که  AE محاطی داخلی مثلث  یه، زيرا دايرABC  کاملاً داخل مثلثATS 

EEاست. بنابراين  rبيشتر از  ATSمحاطی داخلی  یهاين شعاع دايربراست و بنا BC TS  
1
2

 .

cosاست ثابت کنيم پس کافی
A

C TSB r
1
2 2

  بگيريم، داريم AIبا  EFرا تقاطع  M. اما اگر 

ˆcos sin .
A

IE MIE EM EFr   
1

2 2
  

TBCبراين کافی است ثابت کنيم بنا S EF 2 داريم .FE TS BC  2
  

  زيرا 
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( ) ( )FE TS FB BC CE TB BC CS      
       

  

FBو  TB CE CS    0
   

  . بنابراين

BC FE TS FE TS FE TBC S     22
    

  

  شود.و حکم ثابت می

  ها نمره ندارد:نکاتی که نوشتن آن

  حل مسئله در حالتی کهAB AC. 

  تنها دو فرمولAE p a   وE p TSA   . 

 محاطی مثلث  یهمعادل کردن حکم مسئله با يک نامساوی بر حسب شعاع دايرATS. 

 BI TD  وCI SD. 

 ˆ ˆDT EDF S   90. 

  اثبات اين کهI   داخل مثلثTDS .نيست 

  نوشتن فرمولی برایAI  وAI   بر حسب اضلاع وTS  وcos Â
1
2

های مقدماتی و انجام کار 

  ها).کسينوس یهبا مقدار آن با استفاده از قضي TSها (از جمله جايگذاری کردن روی اين فرمول
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طوری قرار در اطراف يک خط راست مورچه روی زمين  ۱۳۹۰) ۱

متر است.  يک سانتیتر از  کمهر کدام تا خط سر فاصلة اند که  گرفته

متر باشد  تر از دو سانتی هر دو مورچه بيشسر ثابت کنيد اگر فاصلة 

هر سر (فرض کنيد  است. تر از ده متر بيش مورچهدو کم  دست سرفاصلة 

  است!) مورچه يک نقطه

  

  

داريم  ABCمثلث در  )۲
ABC = 60


 زاويةساز  كنيم تا نيم رسم مي ABعمودي بر ضلع  Bاز رأس  .


BAC ةرا در نقط D چنين از رأس  طع كند. همقC  عمودي بر ضلعBC زاوية ساز  كنيم تا نيم سم مير

ABC ةرا در نقط E .ثابت كنيد قطع كند 


BED £ 30


.  

  

  

  

  

,صعودی های  دنباله ةهم) ۳ , ,a a a
1 2 3

  برای هر که را بيابيد  اعداد طبيعیاز,i j Î  ،های  عليه تعداد مقسوم

i j+ های  عليه با تعداد مقسومi ja a+  اگر  یعنيدنباله بودن  ی(صعود .باشدبرابرi j£ گاه  آنjia a£.(  
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) ةدر بازعدد حقيقی  n را بيابيد که nترين عدد طبيعی  کوچک) ۴ , ها  مجموع آن د کهنوجود داشته باش 11-(

 باشد. ۲۰ها  های آن صفر و مجموع مربع

  

  

رنگ  nتواند به  زيبا می ةياب است. اين پرند ای کم نام پرنده کمان رنگين )۵

مندان حقيقت  مختلف درآيد و هر روز رنگی متفاوت از روز قبل دارد. دانش

اند: هيچ چهار روزی در طول عمر اين  اين پرنده کشف کرده جديدی دربارة

iاُم، که lاُم و kاُم،jاُم، iپرنده وجود ندارد مثل روزهای  j k l< < < 

اُم نيز lو  اُمjرنگ باشد و در روزهای   اُم همkاُم و iو اين پرنده در روزهای 

اُم باشد. حداکثر طول عمر اين kاُم و iاز روزهای  متفاوترنگ و به رنگی  هم

  چند روز است؟ nپرنده بر حسب 

  

  

را به  l ةيم تا خط داده شدا هاددامتداد  Cو  Bرا به ترتيب از طرف  ABCاز مثلث  ACو  ABاضلاع  )۶
های مذکور را به  نيز امتداد BCمنصف  نسبت به عمود l ة. فرض کنيد قريننندقطع ک Eو  Dترتيب در نقاط 

Eو  ¢Dترتيب در نقاط  BD. ثابت کنيد اگر کندقطع  ¢ CE DE+ BDگاه  آن = CE D E¢ ¢ ¢ ¢+ =.  
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او نام به
۱۳۹۰ رياضی، المپياد دوره�ی نهمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

قرار مفروض خط طرف يک مورچه ۶۹۵ لااقل مورچه، ۱۳۹۰ از لانه�کبوتری اصل طبق اول. راه�حل .۱
در که می�گيريم درنظر را مورچه�هايی آن تنها ادامه در باشد. خط بالای طرف اين کنيد فرض دارند.

دارند. قرار خط بالای
نمايش�گر (xi, yi) که کنيد فرض و کنيم می انتخاب آن بر عمود را y محور و خط جهت در را x محور
که: داريم j و i مختلف مورچه�ی دو برای صورت اين در باشد. محور بالای در مورچه يک سر مختصات

(xi − xj)
۲ + (yi − yj)

۲ ≥ ۲۲ = ۴ ⇒ (xi − xj)
۲ ≥ ۴ − (yi − yj)

۲ ≥ ۳

بر مورچه�ها که کنيم فرض اگر پس xi − xj ≥
√

۳ که داريم خط بالای در مورچه�ای دو هر برای لذا
متوالی عضو دو هر فاصله�ی که داريم x۱ < x۲ < x۳ < ... < x۶۹۵ يعنی: شده�اند، مرتب x مختصه حسب
xراستای در مورچه دو اين نتيجه در x۶۹۵ − x۱ ≥

√
۳ × ۶۹۴ > ۱۲۰۰ پس ۳√است لااقل فوق دنباله�ی از

است. متر ۱۲ از بيش�تر آن�ها فاصله�ی کلا�ً پس دارند فاصله متر ۱۲ از بيش
معادل مسئله فرض کنيم، رسم سانتی�متر يک شعاع به دايره�ای مورچه هر سر مرکز به اگر دوم. حل راه
می�کنند(چرا؟) قطع را نظر مورد خط همگی و نمی�کنند قطع را هم�ديگر دايره�ای دو هيچ که می�شود اين
کلی به دايره�ها همه�ی که می�دهد نتيجه می�کنند قطع را نظر مورد خط دايره�ها همه�ی که اين هم�چنين

می�گيرند. قرار خط مرکزيت به ۴ پهنای به نواری داخل
می گيرد می قرار سانتی�متر ۱۰۰۰ طول درون مورچه�ها همه�ی سر که کنيم فرض اگر خلف فرض با
باشند. آن درون کلی به دايره�ها همه که دارد وجود نظر مورد نوار از ۱۰۰۲ طول که گرفت نتيجه توان
ناحيه اين درون دايره�های مساحت مجموع از که است مربع سانتی�متر ۴۰۰۸ ناحيه اين مساحت اما

است. تناقض اين و است کم�تر (۱۳۹۰π ≈ ۴۳۶۷)
می�دهد. نيز به�تری کران�های که دارد وجود مسئله اين برای نيز ديگری راه�حل�های توضيح:

يک BEG صورت اين در بگيريد. BC ضلع به نسبت E نقطه�ی قرينه�ی را G شکل مطابق اول. راه�حل .۲
.(∠EBG = ۹۰◦− ∠ABC

۲ = دارد(◦۶۰ درجه ۶۰ زاويه�ی يک که (BE = BG)است متساوی�الساقين مثلث
در که اين به توجه با بگيريم مثلث اين از BG ضلع وسط را M اگر است. متساوی�الاضلاع مثلث اين پس
است کافی� پس .∠BEM = ۳۰◦ نتيجه در و EM ⊥ BG است، ارتفاع همان ميانه متساوی�الساقين مثلث
است. ∠A زاويه�ی نيم�ساز روی D نقطه�ی که کنيد توجه منظور اين برای .BD ≤ BM که دهيم نشان
بر DH که اين به توجه با ديگر طرف از اما .BD = DH باشد، AC بر D از وارد عمود پای H اگر پس
عمود طرف يک در B و D که می�دهد نشان اين .BD ≤ DC کل در پس .DH ≤ DC است، عمود AC

وسطش نقطه�ی در را BG تالس قضيه�ی طبق ،BC منصف عمود که می�دانيم اما دارند. قرار BC منصف
اثبات ترتيب اين به و DB ≤ BM لذا و دارد قرار BM پاره�خط روی D نتيجه در می�کند. قطع M يعنی

می�رسد. پايان به

۱
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مطابق را است AD BEو تقاطع محل اين�جا در که ABC مثلث داخلی محاطی دايره�ی مرکز دوم. راه�حل
داريم: صورت اين در بگيريد. ۱

۲∠BAC برابر را α می�دهيم. نمايش I با معمول

∠IBD = ۹۰◦ − ∠IBA = ۹۰◦ − ∠CBA
۲ = ۹۰◦ − ۳۰◦ = ۶۰◦

∠CEB = ۹۰◦ − ∠CBE = ۹۰◦ − ∠CBA
۲ = ۹۰◦ − ۳۰◦ = ۶۰◦

از است. دو هر مشترک ضلع BE و ∠CEB = ∠EBD = ۶۰◦ ،BED و BEC مثلث دو در بنابراين
و BD

AB
= tanα که می�دانيم ولی BD ≤ CE که دهيم نشان است کافی است، ∠EBC = ۳۰◦ که آن�جا

پس .EC
BC

= tan(۳۰◦)
BD ≤ CE ⇔ AB tanα ≤ BC tan ۳۰◦

⇔ AB
BC

. tanα ≤ tan ۳۰◦

⇔ tanα sin(۱۲۰◦−۲α)
sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦

⇔ sinα
cosα

sin(۱۲۰◦−۲α)
۲ sinα. cosα ≤ tan ۳۰◦

⇔ sin(۱۲۰◦ − ۲α) ≤ ۲cos۲α. tan ۳۰◦

⇔ sin ۱۲۰◦. cos(۲α)− sin ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ (۱ + cos(۲α)) tan ۳۰◦

⇔ (sin ۱۲۰◦ − tan ۳۰◦). cos(۲α)− cos ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦

می�کنيم. استفاده کوشی�شوارتز نامساوی از آخر معادل حکم اين دادن نشان برای حال
((sin ۱۲۰◦ − tan ۳۰◦). cos(۲α)− cos ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦)۲

≤ ((sin ۱۲۰◦ − tan ۳۰◦). cos(۲α)− cos ۱۲۰◦. sin(۲α) ≤ tan ۳۰◦)۲

= (
√

۳
۲ −

√
۳

۳ )۲ + (−۱
۲ )۲ = ۳

۳۶ +
۱
۴ = ۱

۳ = tan۲(۳۰◦)

کنيد فرض خلف برهان به منظور اين برای است. صعودی اکيداً دنباله اين که می�دهيم نشان ابتدا .۳
دهيد. قرار p− i برابر را j ،p مثل بزرگ اول عدد يک برای حال .ai = ai+۱ ،i طبيعی عدد يک برای که
در و دارد مقسوم�عليه دو تنها هم ai + aj پس دارد. مقسوم�عليه دو تنها و است اول i+ j صورت اين در
دارد. مقسوم�عليه دو نتيجه در و بوده اول هم ai+۱ + aj لذا و ai+۱ + aj = ai + aj اما است. اول نتيجه

۲
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ندارد. امکان که است اول هم i+ j + ۱ = p+ ۱ پس
دارد. مقسوم�عليه p ،i+j = ۲p−۱ صورت اين در دهيد. قرار است اول عدد يک p که ۲p−۲ برابر را j و i حال
۲α۱pα۲

۲ · · · pαs

s صورت به اول عوامل به ۲ai تجزيه�ی اگر حال باشد. داشته مقسوم�عليه p بايد هم ۲ai پس
باشيم: داشته بايد باشد،

(α۱ + ۱)(α۲ + ۱) · · · (αs + ۱) = p

و α۱ = p− ۱ پس است. α۱ + ۱ ناچاراً آن�هم و باشد يک از بزرگ�تر می�تواند αiها + ۱ از يکی تنها پس
عدد بی�نهايت در که داريم صحيح اعداد از صعودی اکيداً دنباله�ای حال .ai = a۲p−۲ = ۲p−۲ نتيجه در
را خاصيت اين عددی هر برای است مجبور دنباله اين صورت اين در است. شده ak = k ،k مثل صحيح

است. طبيعی اعداد دنباله�ی می�کند صدق خاصيت اين در که دنباله�ای تنها پس باشد. داشته

صورت اين در کنند. برآورده را مسئله شرط a۱, a۲, . . . , an حقيقی اعداد کنيد فرض .۴
۲۰ = a۲

۱ + a۲
۲ + · · ·+ a۲

n < ۱ + ۱ + · · ·+ ۱
︸ ︷︷ ︸

n

= n

کنيد فرض منظور اين برای است. جواب n = ۲۲ که دهيم نشان می�خواهيم .n ≥ ۲۱ پس
a۱ ≤ a۲ ≤ · · · ≤ a۲۱

حال .a۲
۱ +a۲

۲ + · · ·+a۲
۲۱ = ۲۰ و a۱ +a۲ + · · ·+a۲۱ = ۰ که باشند (−۱, ۱) بازه�ی در حقيقی عدد تعدادی

کوچک�ترين ۲۱ که اين به توجه با طرفی از .a۱ ≤ ۰ ≤ a۲۱ پس .a۱ ≤ a۱+a۲+···+a۲۱
۲۱ ≤ a۲۱ که کنيد دقت

k مشخص طبيعی عدد بنابراين باشند. صفر نمی�توانند aiها از هيچ�کدام است خاصيت اين با ممکن عدد
که دارد وجود

−۱ < a۱ ≤ a۲ ≤ · · · ≤ ak < ۰ < ak+۱ ≤ · · · ≤ a۲۱ < ۱

داريم: حال .۰ < a۲
i < ai نتيجه در و باشد ۰ < ai < ۱ بايد k + ۱ ≤ i ≤ ۲۱ هر برای آن�گاه ،k ≤ ۱۰ اگر

۲۰ = a۲
۱ + a۲

۲ + · · ·+ a۲
۲۱ = (a۲

۱ + · · ·+ a۲
k) + (a۲

k+۱ + · · ·+ a۲
۲۱)

< (a۲
۱ + · · ·+ a۲

k) + (ak+۱ + · · ·+ a۲۱)

< (a۲
۱ + · · ·+ a۲

k) + (−a۱ − a۲ − · · · − ak)

< ۲k ≤ ۲۰

به بالا استدلال تکرار و ai جای به −ai دنباله�ی گرفتن نظر در با ،k ≥ ۱۱ هم اگر است. تناقض يک که
شرايط زير دنباله�ی هم n = ۲۲ برای .n ≥ ۲۲ لذا و باشد ۲۱ برابر نمی�تواند n پس می�رسيم. تناقض

دارد. را شده خواسته
a۱ = a۲ = · · · = a۱۱ = −a۱۲ = −a۱۳ = · · · = −a۲۲ =

√

۱۱
۱۰

است. ۲۲ مسئله پاسخ پس

برای است. ۲n − ۱ برابر رنگين�کمان عمر روزهای تعداد حداکثر که می�دهيم نشان n روی استقرا با .۵
که رنگ�ها از زير دنباله�ی �دهيم، نمايش ۱, ۲, . . . , n شماره�های با را مختلف رنگ�های اگر روز تعداد اين

۳
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دارد. را شده خواسته خاصيت وضوح به است ۲n− ۱ برابر آن طول
(۱, ۲, . . . , n− ۱, n, n− ۱, . . . , ۱)

و باشد درست n از کم�تر اعداد برای حکم که کنيد فرض حال است. بديهی کاملاً حکم n = ۱ حالت در
بگيريم. نتيجه n حالت در را حکم می�خواهيم

داشته را رنگ اين R۱, R۲, . . . , Rk شماره�های با روز k در و باشد R رنگين�کمان اول روز کنيد فرض
است!) R۱ = ۱ است.(طبيعتاً

بازه�ی از بگيريد.(منظور نظر در را (Rk, . . .) و (Rk−۱, Rk) ،...،(R۲, R۳) ،(R۱, R۲) بازه�های از کدام هر حال
رنگ يک دارای مختلف بازه�ی دو در روز در پرنده اگر است.) Ri+۱ام و Riام روز بين روز�های (Ri, Ri+۱)

باز�ه�های بنابراين می�خورد. هم� به اول روز شامل بازه�ی ته و سر و روز دو اين مورد در مسئله فرض باشد،
دارند. مختلف رنگ�های مختلف

می�گيرد. خود به می�شود شروع Ri روز از که بازه�ای در کمان رنگين که بگيريد رنگ�هايی تعداد برابر را Ci

تعداد استقرا فرض طبق است، Ci < n که اين به توجه با باشد. ∑k
i=۱ Ci = n− ۱ بايد بالا نتيجه�ی طبق

روزهای تعداد که کنيد دقت تنها است. ۲Ci − ۱ برابر حداکثر می�شود شروع Ri از که بازه�ای روزهای
حداکثر رنگين�کمان عمر روزهای کل تعداد صورت اين در که باشد صفر برابر است ممکن آخر بازه�ی
عمر روزهای تعداد باشد ناصفر تعداد اين که صورت اين غير در است. k +

∑k−۱
i−۱ (۲Ci − ۱) = ۲n − ۱

است. k +
∑k

i=۱(۲Ci − ۱) = ۲n− ۲ < ۲n− ۱ حداکثر رنگين�کمان

بگيريد l و a تقاطع نقطه�ی را X باشد. ضلع اين منصف عمود a و BC ضلع وسط M که کنيد فرض .۶
پاره�خط روی نقطه�ای را Y باشد. ∠ACB = γ و ∠ABC = β،∠MXE = α کنيد فرض علاوه به و
خط روی Z باشد.(پس BC منصف عمود به نسبت Y نقطه�ی قرينه�ی Z و EY = EC که بگيريد DE

يک نتيجه در و متساوی�الساقين ذوزنقه�ی يک BCY Z چهارضلعی وضوح به صورت اين در است.) l′
خط با چهارضلعی اين محيطی دايره�ی (Z از (غير دوم تقاطع نقطه�ی را K است. محاطی چهارضلعی
Z همان K حالت اين در است. مشابه کاملاً باشد مماس l′ بر دايره اين که حالتی در بگيريد.(اثبات l′

است. D′B = D′K شرايط اين با که می�کنيم ادعا بود.) خواهد
∠CED = ۳۶۰◦ − (∠MCE + ∠CMX + ∠MXE) = ۳۶۰◦ − (۱۸۰◦ − γ + ۹۰◦ + α) = ۹۰◦ + γ − α

⇒ ∠CY E = ۱۸۰◦−∠CED
۲ = ۱۸۰◦−۹۰◦−γ+α

۲ = ۴۵◦ − γ
۲ + α

۲ (۱)

.∠XY Z = ۹۰◦ − ∠MXE = ۹۰◦ − α (۲) است، متساوی�الساقين ZXY مثلث که آن�جا از حال
(۱), (۲) ⇒ ∠CY Z = ۱۸۰◦ − (۹۰◦ − α)− (۴۵◦ − γ

۲ − α
۲ ) = ۴۵◦ + γ

۲ + α
۲

∠CKZ = نتيجه در و است محاطی کرديم معرفی را K که نحوه�ای به توجه با CYKZ چهارضلعی
پس .∠CY Z = ۴۵◦ + γ

۲ + α
۲

∠CKE′ = ۱۸۰◦ − ∠CKZ = ۱۳۵◦ − γ
۲ − α

۲ (۳)

∠CE′K = ۳۶۰◦ − (∠MCE′ + ∠XMC + ∠MXE′)

= ۳۶۰◦ − (۱۸۰◦ − γ + ۹۰◦ + ۱۸۰◦ − α) = α+ γ − ۹۰◦ (۴)

۴
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نتيجه: در
∠KCE′ = ۱۸۰◦ − (∠CE′K + ∠CKE′)

(۳),(۴)
= ۱۸۰◦ − (α+ γ − ۹۰◦ + ۱۳۵◦ − α

۲ − γ
۲ )

= ۱۳۵◦ − α
۲ − γ

۲ = ∠CKE′

⇒ ∠KCE′ = ∠CKE′

طريق به .CE′ = KE′ نتيجه در و است متساوی�الساقين مثلث يک CE′K مثلث که داديم نشان پس
D′E′ = D′K +KE′ = BD′ +CE′ کل در بنابراين و BD′ = KD′ که کرد ثابت می�توان مشابه کاملاً

می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و

۵
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 به نام او

 مين المپياد رياضي کشورتهش دوم بيست و ةمرحل

چهار ساعت و نيم: زمان اولروز  ۱۳۸۹ ارديبهشت ۹شنبه،  پنج

 

 www.ysc.ac.ir :پژوهان جوان گاه باشگاه دانش آدرس وب

 

۱ (a و bو اند  دو عدد طبيعی a b> . اگر دو عددab a و 1− b+ نسبت به هم اول باشند و دو عدد 

ab + a و 1 b− ،ثابت کنيد  نيز نسبت به هم اول باشند( ) ( )ab a b+ + −2 2
 .نيست مربع کامل 1

 

 

 

 

۲( nهايی که  ثابت کنيد تعداد مثلث. ها بر روی يک خط نيستند  نقطه در صفحه داريم که هيچ سه تايی از آن

) ازها يک باشد،   نقطه باشند و مساحت آنnها از بين اين  رئوس آن )n n−22

3
 .تر نيست بيش 

 

 

 

 

 بر AB هستند به طوريکه W2 و W1 به ترتيب روی B و A. اند  متقاطعP و D در W2 و W1های  دايره) ۳
 را برای بار دوم در W2ی   دايرهAD . باشدAB به خط Pتر از   نزديکD فرض کنيد .دو دايره مماس است

Cاگر . کند  قطع میM وسط BC باشد، ثابت کنيد: 

DPM BDC= 

 

 

 

 

 . نمره است۷بارم هر سؤال 
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 به نام او

 ضي کشورمين المپياد رياتشه دوم بيست و ةمرحل

چهار ساعت و نيم: زمان دومروز  ۱۳۸۹ ارديبهشت ۱۰ه، جمع

 

 www.ysc.ac.ir :پژوهان جوان گاه باشگاه دانش آدرس وب

 

)ای  جمله های چند ضريب) ۴ )P x ax bx cx d= + + +3  اند و  هايی حقيقی  عدد2

{ } { }min , max ,d b d c a c+ > + 

)ی  ثابت کنيد که معادله )P x = ]ی   در بازه0  . جواب ندارد11−,[

 

 

 

ABC ،Aدر مثلث  )۵ =  و Eدهيم و به ترتيب   امتداد میC و B را از طرف AC و ABاضلاع . 60
F گيريم که  وری در نظر میطها  روی اين امتداد راBE CF BC= ی   دايره محل برخوردKی  نقطه. =

 . قرار داردAی  ساز زاويه  روی نيمKثابت کنيد . است) Eبه غير از ( EF با ACEمحيطی مثلث 

 

 

 

ها تدارک ديده  آموز دارد و تعدادی کلاس فوق برنامه برای آن  دانشnای  مدرسه) ۶

در هر  . ثبت نام کندها کلاستواند در هر تعداد از  می آموز  دانشهر که شده است

 مختلف، ر دو کلاسدانيم که اگ  می.اند آموز ثبت نام کرده کلاس حداقل دو دانش

گاه تعداد اعضای آن دو کلاس، متفاوت  آموز مشترک داشته باشند، آن حداقل دو دانش

)ها از  ثابت کنيد تعداد کلاس. است )n − 2
 . بيشتر نيست1

 

 

 

 . نمره است۷بارم هر سؤال 

  

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



او نام به
۱۳۸۹ رياضی، المپياد دوره�ی هشتمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

که کنيد دقت ابتدا .۱
(ab+ ۱)۲ + (a− b)۲ = a۲b۲ + a۲ + b۲ + ۱ = (ab− ۱)۲ + (a+ b)۲ = (a۲ + ۱)(b۲ + ۱)

مشترکی اول عامل اگر زيرا هستند. اول هم به نسبت b۲+۱ و a۲+۱ مسئله شرايط تحت که می�کنيم ادعا
.p|a− b يا و p|a+ b پس باشد. بخش��پذير p بر بايد a۲ − b۲ يعنی آن�ها تفاضل باشند، داشته p مثل

بايد است، بخش�پذير p بر (ab − ۱)۲ + (a + b)۲ = (a۲ + ۱)(b۲ + ۱) که اين به توجه با ،p|a + b اگر
است سؤال فرض که ab− ۱ و a+ b بودن اول هم به نسبت توجه با که باشد بخش�پذير p بر هم ab− ۱

(ab+ ۱)۲ + (a− b)۲ = (a۲ + ۱)(b۲ + ۱) که اين به توجه با ،p|a− b اگر حالت اين مشابه ندارد. امکان
a − b بودن اول هم به نسبت به توجه با که باشد بخش�پذير p بر ab + ۱ بايد است، بخش�پذير p بر هم
و هستند اول هم به نسبت b۲ + ۱ و a۲ + ۱ کل در پس ندارد. امکان است سؤال فرض که ab + ۱ و
که می�شود يافت x صحيح عدد يعنی هستند. کامل مربع دو هر باشد کامل مربع آن�ها حاصل�ضرب اگر
هستند صحيح دو هر x + a و x − a چون و (x − a)(x + a) = ۱ که می�دهد نتيجه اين .x۲ = a۲ + ۱

برابر a می�دهد نتيجه اين که برابرند هم با صورت هر در پس باشند. −۱ برابر دو هر يا ۱ برابر دو هر بايد
باشد. کامل مربع نمی�تواند حاصل�ضرب اين بنابراين دارد. تناقض a بودن طبيعی با که است صفر

زوج يک باشد. موجود نقاط اين بين در رئوس با مثلث��های بين در يک مساحت با مثلث k کنيد فرض .۲
نقطه�ی هر باشد. d برابر نقطه دو اين بين فاصله�ی کنيد فرض و بگيريد نظر در دل�خواه به را نقاط اين از
برابر فاصله��ای بايد باشد، يک برابر گرفته�شده نظر در نقطه�ی دو و آن توسط شده توليد مثلث که ديگری
فاصله�ی به موازی(و خط دو روی بايد نقاطی چنين اين پس باشد. داشته نقطه دو آن شامل خط از ۲

d

سه خطی هيچ روی مسئله فرض طبق که آن�جا از و باشند داشته قرار نقطه دو آن شامل پاره�خط با ( ۲
d

نقطه). دو حداکثر خط دو از کدام هر است(روی ۴ حداکثر نقاطی چنين تعداد ندارند قرار نقاط از نقطه
بار سه دقيقاً مثلث هر بشماريم را نقاط اين تعداد نقطه، زوج (

n

۲
) همه�ی برای اگر که کنيد دقت حال

پس است. شده شمرده
۴
(
n

۲

)
≥ ۳k ⇒

۲
۳(n

۲ − n) ≥ k

می�شود. ثابت مسئله حکم ترتيب اين به و

قطع N نقطه�ی در را AB پاره�خط است، دايره دو اصلی محور که PD پاره�خط امتداد کنيد فرض .۳
دهيم نشان است کافی بنابراين .∠BDC = ∠BPC نتيجه در و است محاطی BDPC چهارضلعی کند.
دارد، قرار دايره دو اصلی محور روی N نقطه�ی .∠DPB = ∠MPC معادلاً يا ∠DPM = ∠BPC

است: برابر دايره دو به نسبت آن قوت بنابراين
NA۲ = NB۲ ⇒ NA = NB

۱
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داريم: حال
∠PBC = ∠PDC =

۱
۲ÂDP = ∠PAB

∠PCB =
۱
۲ P̂DB = ∠PBA

برابر هم با آن�ها متناظر ضلع و ميانه� بين زاويه�ی نتيجه در و هستند متشابه PBA PCBو مثلث�های پس
مثلث در AB ضلع ميانه�ی PN و PBC مثلث در BC ضلع نظير ميانه�ی PM که کنيد دقت حال است.
داشتيم. را آن اثبات قصد که است حکمی همان اين و ∠DPB = ∠NPB = ∠MPC لذا و است PAB

بنابراين: .|α| ≤ ۱ که باشد معادله حقيقی ريشه�ی يک α کنيد فرض خلف برهان به اول. راه�حل .۴
P (α) = ۰ ⇒ aα۳ + bα۲ + cα+ d = ۰ ⇒ aα۳ + cα = −(bα۲ + d)

⇒ |α||aα۲ + c| = |bα۲ + d| ⇒ |aα۲ + c| ≥ |bα۲ + d| ≥ bα۲ + d

از يکی ازای به می�پذيرد، [۰, ۱] بازه�ی در f(x)|ax + c| تابع که مقداری بيش�ترين که کنيد دقت حال
پس: .f(x) ≤ max{f(۰), f(۱)} = max{|c|, |a+ c|} عبارتی به و است. بازه انتهايی مقادير

|aα۲ + c| ≤ max{|c|, |a+ c|}

نقاط از يکی در را خود مقدار کم�ترين نيز g(x) = bx+ d خطی تابع که گفت می�توان مشابه استدلالی با
پس: می�پذيرد. انتهايی

bα۲ + d ≥ min{d, b+ d}

داريم: بالا رابطه�های بنابر حال
max{|c|, |a+ c|} ≥ |aα۲ + c| ≥ bα۲ + d ≥ min{d, b+ d}

αای چنين پس است، تناقض در مسئله فرض با که max{|c|, |a + c|} ≥ min{d, b + d} بايد نتيجه در
ندارد. وجود

که کنيد دقت دوم. راه�حل
P (x) = ax۳ + bx۲ + cx+ d = (a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ + c(x− x۳) + d(۱ − x۲)

می�کنيم: ثابت ،x /∈ {−۱, ۰, ۱} اگر
(a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ > ۰ الف.

c(x− x۳) + d(۱ − x۲) ب.
پس ،۰ < |x| < ۱ که می�دانيم الف، ادعای اثبات برای

(a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ = x۲((a+ c)x+ (b+ d))

که: کنيد دقت حال
b+ d > |a+ c ≥ x(a+ c)| ≥⇒ (a+ c)x۳ + (b+ d)x۲ > ۰

نتيجه: در و ۱ − x۲ > ۰ که کنيد دقت ب ادعای اثبات برای
d > |c| > |xc| ≥ −xc ⇒ cx+ d > ۰ ⇒ (۱ − x۲)(cx+ d) > ۰ ⇒ c(x− x۳) + d(۱ − x۲) > ۰

۲
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مگر ندارد، [−۱, ۱] در ريشه�ای P (x) که می�رسيم نتيجه اين به ب و الف رابطه�های زدن جمع با حال
می�کنيم: بررسی جداگانه را عدد سه اين که −۱ يا و +۱ ،۰ در احتمالاً

P (۰) = d > |c| ≥ ۰

b+ d > |a+ c| ⇒ b+ d > a+ c ⇒ P (−۱) > ۰

b+ d > |a+ c| ⇒ b+ d > −a− c ⇒ P (۱) > ۰

می�رسد. پايان به حکم اثبات و نيستند P (x) ريشه�ی هم نقاط اين پس

∠BCT = پس است، ∠ABC خارجی زاويه�ی با BCE متساوی�الساقين مثلث از زاويه�ای ∠BCT زاويه�ی .۵
پس: .∠CBT = ۱

۲ACB مشابه طور به و ۱
۲∠ABC

∠CTF = ∠BCT + ∠CBT =
۱
۲∠ABC + ∠ACB =

۱
۲(۱۸۰◦ − ∠BAC) = ۶۰◦

می�دهد نتيجه اين .∠EBF = ∠ACE = ∠AKE نتيجه در و است محاطی ABTC چهارضلعی بنابراين
است. محاطی ABKF چهارضلعی پس .∠ABF = ۱۸۰◦ − ∠EBF = ۱۸۰◦ − ∠AKE = ∠AKF که

KCF و KEB مثلث�های پس ،BE = CF و ∠BEK = ∠KCF و ∠EBK = ∠CFK که داريم حال
نيم�ساز AK و هستند برابر KC و EK کمان دو نتيجه عنوان به .KE = KC لذا و هستند هم�نهشت

بود. خواهد ∠BAC زاويه�ی

نشان باشد. iنفره کلاس�های مجموعه�ی Ai از منظور ،۲ ≤ i ≤ n طبيعی عدد برای کنيد فرض .۶
يک در حداکثر دانش�آموزان از عضوی دو زيرمجموعه�ی هر فرض طبق .|Ai| ≤

n(n−۱)
i(i−۱) که می�دهيم

.|Ai| ≤
n(n−۱)
i(i−۱) پس .(n۲

)
≥ |Ai|

(
i

۲
) عبارتی به پس کنند، شرکت هم با می�توانند Ai کلاس�های از کلاس

که می�دانيم حال
m = |A۲|+ |A۳|+ · · ·+ |An|

داشت: خواهيم فوق رابطه�ی در آمده دست به نامساوی جای�گذاری با نهايت در
m ≤ n(n− ۱)

(
۱

۲(۲−۱) +
۱

۳(۳−۱) + · · ·+ ۱
n(n−۱)

)

= n(n− ۱)
(

۱ − ۱
۲ + ۱

۲ − ۱
۳ + · · ·+ ۱

n−۱ − ۱
n

)
= n(n− ۱)(۱ − ۱

n
) = (n− ۱)۲

می�رسد. پايان به حکم اثبات نتيجه در و

۳
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)  فرض کنيد)۱ )p xتر يا   کم۱ و ۰، 1−ی  ای درجه دو است که قدرمطلق مقدار آن در سه نقطه  يک چندجمله

]نشان دهيد برای هر . استمساوی يک  ],x ∈ −11، 

( ) .p x ≤
5

4
 

 

 

50×ی   به يک شبکهشکل را يک باغ مربعی) ۲  متر در ۱از قطعات  50
ها يک درخت سيب، انار يا  ايم و در بعضی از قطعه  متر تقسيم کرده۱

کم يک درخت  دانيم که مجاور هر درخت انار، دست می. ايم هلو کاشته

کم يک درخت انار و يک درخت  سيب و مجاور هر درخت هلو دست
ای که در آن درختی نيست،  علاوه مجاور هر قطعه به. جود داردسيب و

دو قطعه را مجاور گوييم اگر يک . (از هر سه نوع درخت وجود دارد
 .)ضلع مشترک داشته باشند

 .تر نيست  تا بيش۱۰۰۰نشان دهيد تعداد قطعات خالی از 

 

 

ی محيطی مثلث را در   و دايرهD را در BC ضلع ABC از مثلث Aی  ساز داخلی زاويه فرض کنيد نيم )۳
Mاز .  قطع کندD خط  که دو نيمکنيم می خطی رسم MB و MC )شروع ی با نقطه M ( را در نقاطP و 

Qثابت کنيد .  قطع کندl lPAQ A≥. 
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۴( ( )n n + يک قدم، ی  ه ستون برابر در کنار هم، به فاصلnکار در   سرباز تازه2

ايستد يا به يکی از چهار جهت   با فرمان فرمانده، هر سرباز يا سر جايش می.اند ايستاده

nجايی، سربازها در   پس از جابه!دارد يک قدم بر می +  ستون برابر، به شکل منظم، 2

، به نحوی که دو سطر اول و آخر حذف و دو ستون به چپ و راست اضافه اند رفتهگقرار 

 . زوج استnثابت کنيد . ده استش

 

 

na  اعداد طبيعی)۵ a a< < <1 2 j بر ia  متمايز،j و iرای هر  ب هستند که اين خاصيترایاد … ia a− 

iنشان دهيد برای هر . پذير است بخش j<، 

.j iia ja≤ 

 

 

ها پخش   بين آن۱۱ تا ۱های   کارت با شماره۱۱اند و  شکل منظم نشستهای به   نفر دور يک ميز دايره۱۱) ۶

 يک نفر در هر مرحله. است؛ ممکن است برخی کارتی نداشته باشند و برخی بيش از يک کارت داشته باشند شده

 قبل و بعد از باشد، iی آن کارت  های خود را به فرد مجاورش بدهد در صورتی که اگر شماره تواند يکی از کارت می

i، مکان سه کارت اين عمل −1، i و i +  ۰ ی منظور از کارت شماره. (ندهندالزاويه   تشکيل يک مثلث حاده1

 !) است۱ ی  کارت شماره۱۲ ی  و منظور از کارت شماره۱۱ ی کارت شماره

ثابت کنيد . های ساعت، به افراد داده شده باشد  به ترتيب در جهت عقربه۱۱ تا ۱های  فرض کنيد در ابتدا کارت

 .ها در دست يک نفر جمع نخواهد شد گاه کارت هيچ
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او نام به
۱۳۸۸ رياضی، المپياد دوره�ی هفتمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

کنيد: دقت .۱
p(x) = ax۲ + bx+ c = x(۱+x)

۲ (a+ b+ c)− x(۱−x)
۲ (a− b+ c) + (۱ − x۲)c

= x(۱+x)
۲ p(+۱)− x(۱−x)

۲ p(−۱) + (۱ − x۲)p(۰)

آن�گاه: باشد، ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر
|ax۲ + bx+ c| ≤

x(۱ + x)

۲ +
x(۱ − x)

۲ + (۱ − x۲) =
۵
۴ − (

۱
۲ − x)۲ ≤

۵
۴

:−۱ ≤ x ≤ ۰ اگر و
|ax۲ + bx+ c| ≤ −

x(۱ + x)

۲ −
x(۱ − x)

۲ + (۱ − x۲) =
۵
۴ − (

۱
۲ + x)۲ ≤

۵
۴

تساوی نابرابری�ها اين به توجه با ضمناً .|p(x)| ≤ ۵
۴ ،[−۱, ۱] بازه�ی در x هر برای که می�دهد نشان اين

که: می�دهد رخ زمانی
.x = + ۱

۲ در p(x) = ±(x۲ − x− ۱) الف.
.x = − ۱

۲ در p(x) = ±(x۲ + x− ۱) ب.

و هلو درختان انار، درختان سيب، درختان تعداد نمايان�گر ترتيب به a۴ و a۳ ،a۲ ،a۱ کنيد فرض .۲
هم�سايه�ی يک انار درخت هر و هلو درخت هر خالی، خانه�ی هر که کنيد دقت باشند. خالی خانه�های
می�توان هم�سايه خانه�ی زوج ۴a۱ حداکثر است، a۱ که سيب�ها تعداد به توجه با هم�چنين دارند. سيب
اگر .۴a۱ ≥ a۲ + a۳ + a۴ پس نباشد. سيب درخت ديگری و باشد سيب درخت آن�ها از يکی که يافت
درخت ديگری و انار درخت آن�ها از يکی دقيقاً که مجاوری خانه�های زوج� تعداد برای را مشابهی شمارش
و دارد انار هم�سايه�ی يک هلو درخت هر و خالی خانه�ی هر که می�بينيم دهيم، انجام باشد خالی يا و هلو
هم�سايه�های از تا سه حداکثر دارد، سيب هم�سايه�ی يک انار درخت هر که اين به توجه با ديگر طرف از
خاصيت اين با مجاور خانه�ی زوج ۳a۲ حداکثر نتيجه در باشند. خالی يا و هلو می�توانند انار درخت يک

.۲a۳ ≥ a۴ که می�بينيم مشابه کاملاً استدلال با .۳a۲ ≥ a۳ + a۴ لذا و يافت می�توان
بنابراين:

۲a۳ ≥ a۴ ⇒ a۳ ≥ a۴
۲

۳a۲ ≥ a۳ + a۴ ≥ a۴
۲ + a۴ = ۳

۲a۴ ⇒ a۲ ≥ a۴
۲

۴a۱ ≥ a۲ + a۳ + a۴ ≥ a۴
۲ + a۴

۲ + a۴ = ۲a۴ ⇒ a۱ ≥ a۴
۲

داريم: a۱ + a۲ + a۳ + a۴ = ۵۰ × ۵۰ = ۲۵۰۰ که اين به توجه با کل در پس
۲۵۰۰ = a۱ + a۲ + a۳ + a۴ ≥

a۴
۲ +

a۴
۲ +

a۴
۲ + a۴ =

۵
۲a۴ ⇒ ۱۰۰۰ ≥ a۴

می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و

داريم: است، BAC زاويه�ی نيم�ساز AM که اين به توجه با .۳
∠DBM = ∠CBM = ∠MAC =

∠BAC

۲ = ∠BAM

۱
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خط اين روی که P نقطه�ی نتيجه در و است مماس BM بر B در ABD مثلث محيطی دايره�ی پس
را T APQ∠.(اگر = ∠APD ≤ ∠ABD = ∠B بنابراين باشد. دايره درون نمی�تواند دارد، قرار مماس
زاويه�ی است ∠ABD برابر که ∠ATD زاويه�ی بگيريم، ABD محيطی دايره�ی با PD تقاطع ديگر نقطه�ی

نيست. کم�تر ∠APD از بنابراين و بود خواهد APT مثلث خارجی
کل: در پس .∠AQP ≤ ∠C فهميد می�توان مشابه کاملاً استدلال با

∠PAQ = ۱۸۰◦ − ∠APQ− ∠AQP ≥ ۱۸۰◦ − ∠B − ∠C = ∠A

امکان�پذير n− ۲ برای اگر تنها و اگر است، امکان�پذير n > ۲ طبيعی عدد برای عمل اين می�کنيم ادعا .۴
کنيم. استفاده ”راست” و ”چپ” ”پايين”، ”بالا”، واژه�ی چهار از جهت چهار بيان برای کنيد فرض باشد.
بايد بالا سطر نفرات شوند، تبديل nتايی nستون + ۲ به بخواهند nتايی + ۲ ستون n اگر که کنيد دقت
ترتيب همين به بروند. بالا به واحد يک حتماً بايد پايين نفرات و کنند حرکت پايين به واحد يک حتماً
راست سمت به واحد يک چپ سمت نفرات و بروند چپ سمت به قدم يک بايد راست سمت نفرات
حرکتشان و هستند پايين و بالا ستون در که ستون�ها اين پايينی و بالايی نفر از غير به بيايند.(البته
به بايد که هستند nتايی ستون، n− ۲ شامل آن�ها کنيد. توجه سربازها بقيه�ی به حال شد.) داده توضيح
می�توان ادعا اين چندباره�ی تکرار با بنابراين می�شود. ثابت ادعا بنابراين شوند. تبديل −nتايی ۲ ستون n

باشد. انجام قابل n = ۲ برای اگر تنها و اگر است، انجام قابل کار اين باشد زوج عددی n اگر که ديد

باشد. انجام قابل n = ۱ برای اگر تنها و اگر است، انجام قابل کار اين باشد فرد عددی n اگر هم�چنين
بيايند وسط خانه�ی به می�توانند تنها دو هر کناری سرباز دو زيرا نيست، انجام قابل n = ۱ برای کار اين
کار اين پس است. انجام قابل کار اين که ديد می�توان سادگی به n = ۲ مورد در اما ندارد. امکان اين و

باشد. زوج n که است ممکن زمانی تنها

و صعودی اکيداً به توجه با و aj − ai|aj که می�دانيم متمايز، طبيعی اعداد از i < j زوج هر برای .۵
aiها: بودن طبيعی

aj > aj − a۱ > aj − a۲ > · · · > aj − ai

همه�ی aj > b۱ > b۲ > · · · > bk اگر بنابراين هستند. aj مقسوم�عليه بالا جمله�های همه�ی ديگر طرف از
بزرگ مقسوم�عليه +iامين ۱ ،bi که آن�جا از حال .aj − ai ≤ bi داشت خواهيم باشند، aj مقسوم�عليه�های�

۲
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کل: در بنابراين و bi ≤
aj
i+۱ است، aj

aj − ai ≤ bi ≤
aj

i+ ۱ ⇒ (i+ ۱)(aj − ai) ≤ aj ⇒ iaj ≤ (i+ ۱)ai ≤ jai

باشند، جدول از نقطه دو در j و i کارت�های اگر حال کنيد. تقسيم برابر کمان ۱۱ به را ميز ابتدا .۶
در مثال طور به کم�تر). کمان�های می�گيريم(تعداد دو آن نقاط بين کمان�های تعداد را آن�ها بين فاصله�ی

است. ۵ برابر j و i کارت دو فاصله�ی زير شکل

می�کنيم.(دقت محاسبه را متوالی شماره�های با کارت�های فاصله�های مجموع مرحله هر از بعد حال
i − ۱ و i + ۱ بين کوچک�تر کمان در i کارت محل اگر دارند!) متوالی شماره�ی ۱ با ۱۱ کارت که کنيد
i+ ۱ و i فاصله�ی بين در اما نمی�کند، تغيير i− ۱ و i+ ۱ فاصله�ی (زيرا نمی�کند. تغيير مقدار اين باشد،
اين غير در و می�گردد.) اضافه واحد يک ديگری به و می�شود کم� واحد يک يکی از ،i− ۱ و i همين�طور و

کنيد. توجه زير شکل�های به می�کند. تغيير واحد دو صورت

می�کند. تغيير واحد دو � نمی�کند. تغيير فاصله� مجموع

باشد قرار اگر و است ۱۱ برابر مقدار اين ابتدا در می�ماند. ثابت همواره مقدار اين زوجيت بنابراين
ندارد. امکان که شود صفر برابر بايد مقدار اين شوند، جمع نقطه يک در کارت�ها همه�ی

۳
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nتوان  به چند طريق می) ۱ −  ضلعی منتظم را طوری رسم کرد که اولاً nيک   قطر3

کم   به وجود آمده دستهای  مثلث کدام از ضلعی قطع نکنند، ثانياً هرnديگر را داخل  هم
  ضلعی داشته باشد؟nيک ضلع مشترک با 

 

 

 

 باشد و اين دايره، به ترتيـب، در         A، متناظر با رأس     ABCی محاطی خارجی مثلث        مرکز دايره  aIفرض کنيد   ) ۲
Bنقاط   C و   ′ aI.  ممـاس باشـد    AC و   AB بـه امتـداد      ′ B   و aI C      ،بـه ترتيـب ،B C′  قطـع   Q و   P را در    ′
ی شعاع     برابر اندازه  BC بر ضلع    Mثابت کنيد طول عمود وارد از       .  است BQ و   CPی برخورد      نقطه Mکنند و     می
 . استABCی محاطی داخلی مثلث  دايره

 

 

 

۳( a ،b ،c و dکم يکی از  دست  اعدادی حقيقی هستند وc و dتابع .  صفر نيست:f  ی  با ضابطه→

( )
ax b

f x
cx d

+
=

+
)، xفرض کنيد برای هر .  را در نظر بگيريد )f x x≠ . نشان دهيد اگر به ازای يکa ،

( )f a a=1387
f ی  در دامنهx، آنگاه برای هر  1387

 ،( )f x x=1387
) .

nfيعنی  nترکيب تابع   بارf( 

)نشان دهيد برای هر تابع به شکل : نمايی راه )
sx t

g x
ux v

+
=

+
)ی  ، اگر معادله )g x x= بيش از دو جواب 

)، xداشته باشد آنگاه برای هر  )g x x=. 
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) طبيعی n، که برای هر aنشان دهيد تنها عدد طبيعی ) ۴ )na +4  . مکعب کامل باشد، يک است1

 

 

 

 

. های يک شهر شماره انتخاب کنيم خواهيم برای تلفن می) ۵

. ها استفاده شود اند و از رقم صفر نبايد در آن ها ده رقمی شماره

 استفاده نکنيم تا هر دو ها هدف اين است که از برخی از شماره
 موجود يا در بيش از يک رقم اختلاف داشته باشند و يا ی شماره

ترين  بيش. در يک رقم بيش از يک واحد اختلاف داشته باشند
تواند استفاده شود چند تاست؟ انتخاب اين  تعداد شماره که می

 ترين تعداد شماره، به چند شکل ممکن است؟ بيش

 

 

 

 

کنـيم تـا، بـه         عمـود مـی    AC و   AB بـر    Hاز  .  باشـد  BC پای ارتفاع وارد بر      ABC  ،Hدر مثلث   فرض کنيد    )۶
T و   Tترتيب، نقاط    AC باشـد و     ABCی محيطی      مرکز دايره  Oنشان دهيد اگر    .  به دست آيند   ′ OT= 2 ،

ABآنگاه  OT ′= 2. 
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او نام به
۱۳۸۷ رياضی، المپياد دوره�ی ششمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

محدب nضلعی يک از نامتقاطع قطر n − ۳ هرگاه که داد نشان سادگی به می�توان استقرا کمک به .۱
نظر در را شده رسم قطرهای از يکی که صورت اين به می�کند. تقسيم مثلث n− ۲ به را آن شود، رسم
کمک به و کنيد تقسيم کم�تر ضلع�های تعداد با چندضلعی دو به قطر آن روی از را nضلعی و بگيريد
قطری هيچ که آن�جا از که می�ماند باقی n = ۳ پايه�ی حالت تنها بگيريد. نتيجه را نظر مورد حکم استقرا

می�شود. تقسيم مثلث يک به چندضلعی است، نشده رسم
ضلع سه nضلعی با نمی�توانند مثلث�ها از هيچ�کدام است n > ۳ که هنگامی اصلی مسئله�ی در حال
توجه با دارد. nضلعی با مشترک ضلع دو حداکثر و يک حداقل مثلث هر ضمناً و باشند داشته مشترک
بقيه� و دارند nضلعی با مشترک ضلع دو مثلث�ها از تا دو دقيقاً داريم، ضلع n و مثلث n − ۲ که اين به

هستند. دارا مشترک ضلع يک تنها
n از مجاور ضلع دو که باشد مثلثی n از يکی می�تواند مثلث اين می�گيريم. نظر در را مثلث دو اين از يکی
چندضلعی از قطر يک حتماً که بگيريد نظر در را مثلث اين از ضلع سومين حال هستند. شامل را ضلعی
و قطر اين که باشد مثلثی دو از يکی می�تواند است، آن ضلع�های از يکی قطر اين که ديگری مثلث است.
کنيد.) دقت زير شکل است.(به شامل را هستند قبلی مثلث ضلع�های مجاور که nضلعی ضلع دو از يکی

با هم سوم مثلث برای بگيريد. نظر در را است شامل جديد مثلث که قطری ترتيب همين به حال
آخرين و اولين جز (به جديد مثلث هر برای فرآيند همين ادامه�ی با داريم. حالت دو استدلال همين
از آرايش هر که کنيد دقت اما است. محتمل حالت دو داشتند) حالت ۱ و حالت n ترتيب به که مثلث
دو دارای چندضلعی با که دارد وجود مثلث دو آرايش هر در که چرا است، شده شمرده بار دو مثلث�ها
برابر حالت�ها کل� تعداد پس شود. منجر آرايش همين به می�تواند کدام هر از شروع و است مشترک ضلع

.n×۲n−۴
۲ = n۲n−۵ با است

اين در بگيريد. مثلث از BC ضلع با A رأس نظير خارجی محاطی دايره�ی تماس نقطه�ی را D .۲
دو و درجه ۹۰ زاويه�ی يک داشتن دليل به IaDC و IaC

′C مثلث دو که چرا CD = CC ′ صورت
مثلث�های صورت اين در بگيريد. IaC بر B از وارد عمود پای را Q′ هستند. هم�نهشت برابر ضلع
نتيجه در .CD = CC ′ و Q′C = Q′C ، ∠Q′CD = ∠Q′CC ′ زيرا هستند، هم�نهشت C ′CQ′ و DCQ′

BDQ′Ia چهارضلعی هستند، قائمه ∠BDIa و ∠BQ′Ia زاويه�های که آن�جا از .∠C ′Q′C = ∠DQ′C

است ∠DBB′ زاويه�ی نيم�ساز BIa که کنيد دقت ضمناً .∠DQ′C = ∠DBIa نتيجه در است. محاطی

۱
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دايره�ی روی هم B′ نقطه�ی که می�دهد نتيجه ∠BB′Ia زاويه�ی بودن قائمه� .∠DBIa = ∠B′BIa لذا و
جمع�بندی با .∠B′BIa = ∠B′Q′Ia که می�گيريم نتيجه پس دارد، قرار BDQ′Ia چهارضلعی محيطی
در دارند. قرار خط يک روی C ′ و Q′ ،B′ نقطه�های پس ∠B′Q′Ia = ∠CQ′C ′ که می�فهميم رابطه�ها اين
که داديم نشان کل در پس است. Q نقطه�ی همان است B′C ′ و IaC تقاطع محل که Q′نقطه�ی نتيجه

.CP ⊥ IaB که می�دهد نشان استدلال همين مشابه .BQ ⊥ IaC

زاويه اين خارجی نيم�ساز که CIa بر نتيجه در و است C زاويه�ی داخلی نيم�ساز CI که کنيد دقت حال
همين مشابه و BQ ∥ IC که می�دهد نشان BQ ⊥ IaC اين�که به توجه با نکته اين می�باشد. عمود است
فاصله�ی نتيجه در و است متوازی�الاضلاع يک BMCI چهارضلعی پس .CP ∥ BI که می�شود نتيجه
داخلی محاطی دايره�ی شعاع طول برابر BC از I فاصله�ی اما است. مساوی BC قطر تا I و M رأس دو

می�رسد. پايان به حکم اثبات بنابراين و است مثلث

که ديد می�توان تساوی اين طرف دو روی f تابع دادن اثر با آن�گاه ،f ۱۳۸۷(a) = a اگر .۳
f ۱۳۸۷(f(a)) = f ۱۳۸۸(a) = f(f ۱۳۸۷(a)) = f(a)

اعمال با است. f ۱۳۸۷(x) = x معادله�ی برای a از متمايز جوابی f(a) پس ،f(a) ̸= a که کنيد دقت و
که ديد می�توان بالا عبارت طرف دو بر f تابع دوباره�ی

f ۱۳۸۷(f(f(a))) = f ۱۳۸۹(a) = f(f(f ۱۳۸۷(a))) = f(f(a))

ادعا حال .f(f(a)) ̸= f(a) که کنيد دقت اما است. معادله اين برای ديگری جواب هم f(f(a)) پس
داريم: باشد، f ۲(a) = a اگر صورت اين غير در هستند. متمايز هم a و f(f(a)) که می�کنيم

f ۱۳۸۸(a) = f ۱۳۸۶(f ۲(a)) = f ۱۳۸۶(a) = f ۱۳۸۴(f ۲(a)) = f ۱۳۸۴(a) = · · · = f ۴(a) = f ۲(f ۲(a)) = f ۲(a)

سه کل در نتيجه در ندارد. امکان که باشد f ۲(a) = f(a) بايد پس ،f ۱۳۸۸(a) = f(f ۱۳۸۷(a)) = f(a) اما
يافته�ايم. f ۱۳۸۷(x) = x معادله�ی برای متمايز حقيقی جواب

و c ،b ،a با است(البته فرم همين به هم ax+b
cx+d

فرم به تابع دو ترکيب که کرد چک سادگی به می�توان

۲
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سه mx+n
px+q

= x معادله�ی که است mx+n
px+q

فرم به تابعی f ۱۳۸۷(x) تابع که می�دهد نتيجه اين متفاوت). d

px۲ +(q−m)x−n = ۰ معادله�ی جواب�های وضوح به معادله اين جواب��های دارد. متمايز حقيقی جواب
از ناصفر چندجمله�ای يک که آن�جا از است. دو حداکثر درجه�ی از چندجمله�ای يک که هستند هم
اين که باشد صفر با متحد بايد چندجمله�ای اين دارد؛ حقيقی جواب دو حداکثر دو، حداکثر درجه�ی
هر برای يعنی اين و ،f ۱۳۸۷(x) = mx+n

px+q
= mx

m
= x داريم پس .n = ۰ و q = m ،p = ۰ که می�دهد نتيجه

.f ۱۳۸۷(x) = x ،x حقيقی عدد
۴(a۹+۱)
۴(a۳+۱) = يعنی آن�ها تقسيم پس هستند، کامل مکعب دو هر ۴(a۹ + ۱) و ۴(a۳ + ۱) اول. راه�حل .۴
ديگر طرف از و a۶ − a۳ + ۱ < a۶ = (a۲)۳ باشد، a > ۱ اگر است. کامل مکعب هم a۶ − a۳ + ۱

زيرا: ،a۶ − a۳ + ۱ > a۶ − ۳a۴ + ۳a۲ − ۱ = (a۲ − ۱)۳

۳a۴ − a۳ − ۳a۲ + ۲

= (a۴ − a۳) + (۲a۴ − ۳a۲) + ۲

= a۳(a− ۱) + a۲(۲a− ۳) + ۲ > ۰

مکعب نمی�تواند دارد قرار آن�ها بين که عددی و هستند متوالی کامل مکعب دو (a۲)۳ و (a۲ − ۱)۳ اما
نتيجه در و ۸ برابر جمله�ها همه�ی هم صورت اين در که باشد يک برابر است مجبور a پس باشد. کامل

هستند. کامل مکعب
که کنيد دقت حال است. n حسب بر صعودی اکيداً تابعی ۴(an + ۱) باشد، a > ۱ اگر دوم. راه�حل
مقدار دو اين تفاضل اما هستند. کامل مکعب a۳ × ۴(an + ۱) = ۴(an+۳ + a۳) همين�طور و ۴(an+۳ + ۱)

زياد n افزايش با دو هر که کامل مکعب دو تفاضل يعنی اين است. n از مستقل که است ۴a۳ − ۴ برابر
باشد. يک برابر بايد a که می�دهد نشان تناقض اين ندارد. امکان که است ثابت مقداری می�شوند

می�کنيم: استفاده است معروف خط دو لم به که است گزاره�ای از خاصی حالت که زير لم از سوم. راه�حل
باشد، فرد و طبيعی عددی n اگر .p|x+ ۱ که باشد فرد و اول عددی p و طبيعی عددی x کنيد فرض لم.

است. n در p عوامل تعداد اضافه�ی به x+ ۱ در p عوامل تعداد برابر xn + ۱ در p عوامل تعداد

ثابت ||n||p روی استقرا به را حکم و می�دهيم نمايش ||m||p با را m طبيعی عدد در p عوامل تعداد اثبات.
می�کنيم.

بايد (xn + ۱) = (x + ۱)(xn−۱ − xn−۲ + · · · − x + ۱) که اين به توجه با نباشد، بخش�پذير p بر n اگر
که: کنيد دقت منظور اين برای .p ̸ |xn−۱ − xn−۲ + · · · − x+ ۱ که دهيم نشان

xn−۱ − xn−۲ + · · · − x+ ۱ ≡ (−۱)n−۱ − (−۱)n−۲ + · · · − (−۱) + ۱ ≡ n ̸≡ ۰ (mod p)

عوامل از بيش�تر يکی xn + ۱ در p عوامل تعداد که دهيم نشان بايد باشد، داشته p عامل يک تنها n اگر
استدلال طبق حال نيست. بخش�پذير p بر m که n = pm نوشت می�توان حالت اين در است. x+ ۱ در p

قبل قسمت
||xmp + ۱||p = ||(xp)m + ۱||p = ||xp + ۱||p

۳
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است بخش�پذير p بر x+ ۱ که آن�جا از کنيم. ثابت n = p حالت برای را قسمت اين حکم است کافی پس
.x = tp− ۱ که يافت t صحيح عدد می�توان

xp+ ۱ = (tp− ۱)p+ ۱ =

p
∑

i=۱

(

p

i

)

(tp)i(−۱)p−i = tp

(

p
∑

i=۲

(

p

i

)

(tp)i−۱(−۱)p−i + p

)

= (x+ ۱) (· · · )

نشان اين دارد. p عامل يک تنها پرانتز داخل عبارت هستند، بخش�پذير p بر p)ها
i

) تمام که آن�جا از
حکم که کنيد فرض حال است. x+ ۱ در p عوامل از بيش�تر يکی xp + ۱ در p عوامل تعداد که می�دهد
عدد صورت اين در باشد، داشته p عامل k + ۱ ،n و باشد شده ثابت دارند p عامل k که اعدادی برای

داريم: استقرا فرض به توجه با حال دارد. p عامل k ،m و n = mp که دارد وجود m فرد طبيعی
||xmp + ۱||p = ||(xp)m + ۱||p = ||xp + ۱||+ ||m||p = ||x+ ۱||p + ||p||p + ||m||p = ||x+ ۱||p + ||mp||p

است. برقرار طبيعی عدد هر برای حکم پس

بزرگ�تر فردی عدد a۲ −a+۱ باشد، a > ۱ اگر .۴(a۳ +۱) = ۴(a+۱)(a۲ −a+۱) که کنيد دقت حال
داريم: بالا لم از استفاده با دارد. p مثل فردی اول عامل پس است، يک از

||۴(a۳p + ۱)||p = ||a۳p + ۱||p = ||a۳ + ۱||p + ||p||p = ||۴(a۳ + ۱)||p + ۱

که باشد ۳ مضرب بايد آن�ها در p عوامل تعداد پس هستند، کامل مکعب دو هر ۴(a۳p+۱) و ۴(a۳ +۱) اما
نتيجه در و باشد ۱ از بيش�تر نمی�تواند a نتيجه در ندارد. امکان است يک برابر تعداد اين اختلاف� چون

است. ممکن a = ۱ تنها

و می�کنيم مطرح رقم تعداد هر با شماره�های برای را مسئله می�ناميم. S را {۱, ۲, . . . , ۹} مجموعه�ی .۵
يا انتخاب�شده شماره�ی دو هر که کنيم پيدا را رقم n با ممکن شماره�های تعداد حداکثر می�کنيم سعی
می�توان باشند. داشته اختلاف واحد دو حداقل رقم يک در يا و باشند داشته اختلاف رقم دو در حداقل
مجموعه�ی اعضای از مرتب nتايی يک صورت به را S مجموعه�ی در موجود ارقام با رقمی n شماره�ی يک
Sn از اعضايی تعداد حداکثر می�دهيم نشان n روی استقرا به می�دهيم. نمايش Sn با را آن� که ديد S

به n = ۱ حالت برای حکم است. ۹n+۱
۲ برابر کنند برآورده را مسئله شرط تا شوند انتخاب می�توانند که

در استقرا پايه�ی عنوان به را n = ۰ می�شد می�آيد.(حتی دست به ساده چک�کردن اندکی با و سادگی
مرتب nتايی�هايی حداکثر می�خواهيم ما و باشد برقرار n− ۱ برای حکم که کنيد فرض حال گرفت!) نظر
کرد. تقسيم دسته ۹ به می�توان آن�ها اول عضو به توجه با را Sn اعضای بيابيم. را مطلوب خاصيت� با
که است واضح و... A۲ را است ۲ آن�ها اول عضو که آن�هايی ،A۱ را است ۱ آن�ها اول عضو که اعضايی
و شود انتخاب بايد S عناصر از يکی جای�گاه هر است(برای ۹n−۱ برابر Ai اعضای تعداد i ∈ S هر برای
عنصر هر که کنيد دقت حال بود. خواهد ۹n برابر هم Sn عناصر تعداد بنابراين داريم.) حالت ۹ بنابراين
عضو هر بنابراين بالعکس. و کرد تبديل A۲ از عنصری به دو به يک از اولش عضو تغيير با می�توان را A۱

کنيد توجه باشند. داشته تفاوت اول رقم در تنها که گونه�ای به می�شود، جفت A۲ از عضو يک با را A۱ از

۴
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هر نمی�توانند دارند، اختلاف واحد يک تنها هم آن� و رقم يک در جفت يک شماره�ی دو که آن�جا از که
و می�شود انتخاب عضو يک حداکثر شده معرفی جفت هر از بنابراين باشند. انتخابی شماره�های جزء دو
تعداد ترتيب همين به است. |A۱|+|A۲|

۲ = ۹n−۱ برابر حداکثر A۱ ∪ A۲ از انتخابی اعضای تعداد نتيجه در
کنيد دقت A۹ مورد در اما است. ۹n−۱ همين حداکثر هم A۷ ∪A۸ و A۵ ∪A۶ ،A۳ ∪A۴ از انتخابی اعضای
تفاوت باشد، انتخاب�شده عنصر دو در اختلافی اگر بنابراين و است يکسان A۹ اعضای تمام اول رقم که
برداشتن يا و کردن اضافه با A۹ و Sn−۱ اعضای بين تناظر يک که کنيد دقت است. بعدی رقم n− ۱ در
می�توان را A۹ اعضای از تا ۹n−۱+۱

۲ حداکثر استقرا فرض طبق بنابراين دارد. وجود شماره ابتدای از ۹ رقم
با: است برابر حداکثر انتخابی شماره�های کل تعداد نهايت در بنابراين کرد. انتخاب

۹n−۱ + ۹n−۱ + ۹n−۱ + ۹n−۱ +
۹n−۱ + ۱

۲ =
۹ × ۹n−۱ + ۱

۲ =
۹n + ۱

۲
ارقام�شان مجموع زوجيت که nتايی�هايی همه�ی اگر که کنيد دقت می�رسد. پايان به استقرا اثبات بنابراين
شماره�ی دو اگر طرفی از است. حداکثر مقدار همين برابر تعدادشان کنيم انتخاب را است يکی n با
داشته اختلاف واحد يک هم آن� و شماره يک در تنها نمی�توانند بگيريم، نظر در را خاصيت اين با متفاوت
تعداد به می�توان بنابراين شد. خواهد متفاوت آن�ها ارقام مجموع زوجيت صورت اين در زيرا باشند،

کرد. انتخاب عضو معرفی�شده حداکثر
خاصيت با nرقمی شماره�ی ۹n+۱

۲ انتخاب برای بالا) راه (همين راه يک تنها که می�دهيم نشان ادامه در
حالت در گزاره صحت هم باز می�کنيم. ثايت n روی استقرا به را حکم اين دارد. وجود شده خواسته
استقرا پايه�ی عنوان به را n = ۰ می�توان هم اين�جا است.(در چک�کردن قابل ساده بررسی يک با n = ۱

،A۹ از بايد حداکثر به رسيدن برای بالا طبق باشد. برقرار n − ۱ برای حکم کنيد فرض گرفت.) نظر در
که می�کنيم دارد.(يادآوری امکان صورت يک به تنها استقرا فرض طبق که شود انتخاب عضو ۹n−۱+۱

۲

که کنيد دقت است.) شده اضافه آن�ها ابتدای به ۹ رقم يک که هستند Sn−۱ اعضای همان A۹ اعضای
n− ۱ با متفاوتی زوجيت آن�ها ارقام مجموع که هستند A۹ از اعضايی دقيقاً می�شوند انتخاب که اعضايی
رقم�ها مجموع زوجيت شماره ابتدای به ۹ رقم شدن اضافه با دارد.(زيرا n با يکسانی زوجيت بنابراين و
اعضای می�توان افتاد اتفاق بالا در A۲ و A۱ اعضای مورد در که کردنی جفت مشابه حال می�کند.) تغيير
باشند. متفاوت اول رقم در تنها جفت هر اعضای که گونه�ای به کرد، جفت يک�ديگر با هم را A۹ و A۸

جفت�ها از تا ۹n−۱+۱
۲ در اما شود. انتخاب عضو يک دقيقاً جفت هر از بايد بالا حداکثر به رسيدن برای

شود انتخاب A۸ از عنصری بايد زوج�ها مابقی از بنابراين است. شده انتخاب بود ۹ اولش رقم که شماره�ای
A۷ و A۸ اعضای ادامه در است. يکی n با ارقامش مجموع زوجيت که است خاصيت اين دارای هم باز که
تا استدلال اين ادامه�ی با می�کنيم. تکرار دو اين برای بار اين را قبلی استدلال و می�کنيم جفت هم با را
بنابراين و باشند شد گفته که مثالی صورت به بايد انتخاب�شده اعداد همه�ی که می�بينيم A۱ به رسيدن

دارد. وجود شماره تعداد اين انتخاب برای يکتا راه يک

نيست! قائمه ∠B زاويه�ی که کرد اضافه مسئله صورت به را فرض اين بايد ابتدا .۶
R۲ − OT ۲ = می�فهميم ABC محيطی دايره�ی به نسبت T نقطه�ی قوت به مربوط روابط از استفاده با

۵
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و OAB مثلث در استوارت رابطه�ی از استفاده با می�شد را نتيجه (اين است. دايره شعاع R که TA.TB

گرفت نتيجه می�توان BTH و ATH قائم�الزايه�ی مثلث دو تشابه به توجه با آورد.) دست به هم OT قاطع
لذا: و TA.TB = TH۲ که

OT ۲ = R۲ − TH۲ = R۲ −AH۲. cos۲(∠B)

که کنيد دقت .(OT ′)۲ = R۲ − AH۲. cos۲(∠C) که گرفت نتيجه می�توان مشابه کاملاً استدلال�های با
داريم: باشد، برقرار رابطه اين اگر حال نکرده�ايم. استفاده AC = ۲OT فرض از کنون تا

OT =
۱
۲AC = R. sin(∠B) ⇒ R۲ sin۲(∠B) = R۲ −AH۲ cos۲(∠B) ⇒ R۲ = AH۲

و ∠B نبودن قائمه از اين�جا در که کنيد است.(دقت R يعنی دايره شعاع طول برابر AH ارتفاع طول پس
بنويسيم OT ′ پاره�خط برای را مشابهی روابط اگر حال کرديم.) استفاده کسينوسش نبودن صفر نتيجه در

می�شود: نتيجه حکم
(OT ′)۲ = R۲ −AH۲.cos۲(∠C) = R۲(۱ − cos۲(∠C)) = R۲.sin۲

∠C

⇒ OT ′ = R. sin(∠C) = ۱
۲ × ۲R. sin(∠C) = ۱

۲AB

۶
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  به نام او

   کشورياضياد رين المپيست و پنجمي بدوم ي مرحله

 چهار ساعت و نيم: زمان  روز اول  ۱۳۸۶ ارديبهشت ۴ شنبه، سه

 

 www.ysc.ac.ir  :پژوهان جوان گاه باشگاه دانش آدرس وب

  

 بـه   AC  ضـلع   را روي  D ي  نقطـه .  اسـت  BC وسط ضـلع     M ي  نقطه.  قائمه است  A ي   زاويه ABCدر مثلث   ) ۱
 P را BDC و AMCهـاي    هاي محيطي مثلـث     محل برخورد دوم دايره   . AD=AMكنيم كه     اي انتخاب مي    گونه

 . استACB ي ساز زاويه  نيم CPنشان دهيد خط . ناميم مي

 

  

 قطر يكي از وجوه     OAايم به طوري كه       ناميده A و   O دو رأس مكعبي را     ) ۲
تر است يا از       به خودش بيش   O از   ۱۳۸۶هاي به طول      تعداد مسير . مكعب است 

O   به Aيك مسير بـه طـول        (؟n       اي از      عبـارت اسـت از دنبالـهn +  رأس  1
 ). دو سر يك ضلع مكعب باشند،مكعب كه هر دو رأس متوالي در دنباله

  

  

گوييم ساختماني به ساختمان ديگر مشرف است اگر خـط واصـل از               مي. در شهري تعدادي ساختمان وجود دارد     ) ۳
شده   خواهيم در مكاني داده     مي. درجه بسازد 45اي بيش از      بالاي ساختمان اول به بالاي ساختمان دوم با زمين زاويه         

نــشان دهيــد اگــر . ســاختمان جديــدي بــسازيم
هــاي قبلــي بــه هــم مــشرف نباشــند  ســاختمان

توان اين كار را طوري انجام داد كـه بـاز هـم               مي
شهر را  . هيچ ساختماني به ديگري مشرف نباشد     

خطــي  اي افقــي و هـر ســاختمان را پـاره   صـفحه 
  .ظر بگيريدعمودي بر روي صفحه در ن

  

 

  

  . نمره است۷بارم هر سؤال 
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  به نام او

   کشورياضياد رين المپيست و پنجمي بدوم ي مرحله

 چهار ساعت و نيم: زمان  روز دوم  ۱۳۸۶ ارديبهشت ۵چهارشنبه، 
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هـا مربـع كامـل و         عـدد طبيعـي متمـايز يافـت كـه مجمـوع آن             nتوان    ، مي nنشان دهيد براي هر عدد طبيعي       ) ۴
 .ها مكعب كامل باشد ضرب آن حاصل

  

  

دو . اسـت  C1 ي اي داخـل دايـره       نقطـه  A و    بر هم مماس خارجي هـستند      P ي   در نقطه  C2 و   C1 ي  دو دايره ) ۵
AM و   AMمماس   M و   M(كنيم     رسم مي  C2 ي   دايره  بر ′  تقـاطع دوم    نقاط). ها هستند    محل تماس مماس   ′
AM و AM N و N را، به ترتيب، C1ي  دايره با ′  نشان دهيد. ناميم  مي′

  

PN MN

PN M N
=′ ′ ′  

  

  

شود شروع به چـاپ كـردن اعـداد            است كه وقتي روشن مي     طراحي كرده ماشيني  براي جشنواره خوارزمي    فرهاد   )۶
خاصيت اين ماشين اين است كه براي هـر عـدد   . كند اي مي   طبيعي ويژه 

دانيم  مي. كند  را چاپ ميn۳ و  n    ،n۲د   سه عد   دقيقاً يكي از   nطبيعي  
  .شود  چاپ نمي۱۳۸۲۴ ثابت كنيد عدد. كند  را چاپ مي۲ماشين عدد 
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او نام به
۱۳۸۶ رياضی، المپياد دوره�ی پنجمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

.∠PBC = ∠ADP می�گيريم نتيجه دارند قرار دايره� يک روی C و D ،P ،B نقطه�های که آن�جا از .۱
مثلث که آن�جايی از .∠CAP = ∠PMB درنتيجه هستند، هم��دايره C و M ،P ،A نقطه�های هم�چنين
.BM = AD لذا و AM = MB پس است. وتر نصف (AM) وتر بر وارد ميانه�ی است، قائم�الزاويه ABC

ارتفاع طول پس هستند. هم�نهشت يک�ديگر با PAD و PMB مثلث دو که می�آيد دست به بالا نتايج از
يک به ∠ACB زاويه�ی ضلع دو از P نقطه�ی می�دهد نتيجه که است برابر مثلث دو اين در P از رسم�شده

دارد. قرار زاويه اين نيم�ساز روی نتيجه در و است فاصله

مسيرهای تعداد تقارن دليل به خودش(يا به O از n طول به مسيرهای تعداد an کنيد فرض اول. راه�حل .۲
تقارن دليل به (يا باشد A به O از n طول به مسيرهای تعداد bn و خودش)، به رأس يک از n طول به

وجه). يک در غيرمجاور رأس به رأس يک از n طول به مسيرهای تعداد
مسئله شرط طبق کنيد. توجه مسير اين رأس −nامين ۱ به بگيريد. نظر در را خودش به O از مسير يک
از رأس سه فاصله�ی که می�دانيم است. ۲ برابر O از فاصله�اش که باشد رأسی يا و O خود بايد رأس اين
قطر يک به رو�به�رو وجه يک در که رأس دو بين دو طول به مسيرهای تعداد هم�چنين و است ۲ با برابر O
زير رابطه�ی نتيجه در است. ۳ برابر خودش به رأس يک از ۲ طول به مسيرهای تعداد و ۲ برابر هستند

است: برقرار
an = ۲ (bn−۲ + bn−۲ + bn−۲) + ۳an−۲

که: می�آيد دست به سادگی به ترتيب همين به
bn = ۲ (an−۲ + bn−۲ + bn−۲) + ۳bn−۲

داريم: يک�ديگر از رابطه دو اين کردن کم با
an − bn = an−۲ − bn−۲

۱
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نتيجه: در
a۱۳۸۶ − b۱۳۸۶ = a۱۳۸۴ − b۱۳۸۴ = . . . = a۰ − b۰ = ۱

. a۱۳۸۶ > b۱۳۸۶ بنابراين
رئوس را رأس چهار اين هستند. واقع OA منصف عمود روی مکعب رئوس از رأس چهار دوم. راه�حل
فرآيند با حال می�گذرد. ميانی رئوس اين از يکی از A به O از ۱۳۸۶ طول به مسير هر می�گوييم. ميانی

می�سازيم. O به O از مسيری A به O مسير هر از زير
نسبت را داده�ايم انجام� که حرکت�هايی قرينه�ی کرد، عبور ميانی رأس يک از مسير که باری اولين از بعد

برسيم. O نقطه�ی به بار اين تا می�دهيم انجام OA منصف عمود صفحه�ی به
می�توان که آن�جا از که کنيد دقت می�شود. تبديل O به O از يکتا مسيری به A به O از مسير هر پس
به O از مسيرهای تعداد پس نمی�شود. تبديل مسير يک به مسيری دو هيچ داد انجام را کار اين عکس
سپس و پايين تعدادی از که مسيری که کنيد دقت اما است. A به O مسيرهای مساوی يا بيش�تر O
هيچ يافته�ی تبديل بنابراين و نمی�گذرد ميانی رئوس از هيچ�گاه است شده تشکيل O رأس از رفتن بالا

است. بيش�تر O به O از مسيرهای تعداد کل در بنابراين نيست.، A به O از مسيری

بناشده ساختمان�های اگر دهيم. نمايش hX با را صفحه از X نقطه�ی در ساختمان ارتفاع کنيد فرض .۳
که است آن معادل اين بودن مشرف� تعريف به توجه با نباشند، مشرف يک�ديگر بر B و A نقطه�ی دو در
زاويه اين اگر باشد. ۴۵◦ مساوی يا کم�تر زمين با می�سازند ساختمان�ها سر دو بين واصل خط که زاويه�ای

داريم: بناميم، θ را
۱ = | tan(۴۵◦)| ≥ | tan θ| =

|hA − hB|

|A−B|
⇔ |hB − hA| ≤ |B −A|

که نقطه�ای که کنيد فرض است. شهر صفحه�ی در B و A نقطه�ی دو فاصله�ی |B − A| از منظور که
h با را نظر مورد ساختمان ارتفاع و باشد P نقطه�ی کنيم، بنا را جديد ساختمان آن در می�خواهيم
از بعد که می�کند ايجاب ساختمان اين بنای از بعد ساختمانی دو هيچ نبودن مشرف شرط نمايش�دهيم.
|h− hA| ≤ |P −A| باشيم داشته A نقطه�ی ساختمان مثل ديگر ساختمان هر برای ساختمان اين بنای

.h ∈ [−|P −A|+ hA, |P −A|+ hA] معادلاً و
زيرا است، مثبت نقطه�ای شامل مختلف ساختمان��های برای بازه�ها اين اشتراک که دهيم نشان است کافی
نبودن�ها مشرف برای نياز مورد شرط�های همه�ی بنابراين و می�گيريم نقطه اين برابر را h صورت اين در

می�شود. برآورده
کنيد بگيريد(دقت مختلف ساختمان��های برای بالا بازه�های بالايی کران� بين در عدد کوچک�ترين برابر را h

کنيد فرض دارد). وجود عددی کوچک�ترين حتماً است، متناهی شهر ساختمان�های تعداد که آن�جا از که
.h = hB + |P −B| پس است. شده بنا B نقطه�ی در که باشد ساختمانی به مربوط عدد اين

اين برای دارد. قرار بازه�ها همه�ی در عدد اين که دهيم نشان بايد حال است. واضح عدد اين بودن مثبت
نباشد. A ساختمان به مربوط بازه�ی در عدد اين که کنيد فرض خلف برهان به منظور

h /∈ [−|P −A|+ hA, |P −A|+ hA]

۲
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اين برای ممکن حالت تنها بود، بازه�ها بالای کران� بين در بالايی کران کوچک�ترين h که اين به توجه با
با اين اما (h < −|p − A| + hA).باشد کم�تر آن پايين کران از h که است اين نباشد، بازه اين در h که

که: می�دهد نتيجه مثلث نامساوی به توجه
hB + |P −B| < −|P −A|+ hA ⇒ hA − hB > |P −A|+ |P −B| ≥ |A−B|

مسئله فرض خلاف که بوده�اند مشرف هم به قبلاً ساختمان دو اين بنابراين و |hA−hB| > |A−B| پس
ثابت حکم ترتيب اين به و دارد قرار بازه�ها همه�ی در معرفی�شده h که می�دهد نشان تناقض اين است.

می�شود.

بيابيم. مسئله شرايط با طبيعی عدد n ،n طبيعی عدد هر ازای به که است کافی حکم اثبات برای . .۴
بگيريد: نظر در را زير اعداد

۱۳, ۲۳, . . . , n۳

است. کامل مکعب نيز آن�ها حاصل�ضرب نتيجه در هستند. کامل مکعب اعداد اين از کدام هر که می�دانيم
کامل مربع نتيجه در و است

(

n(n+۱)
۲

)۲ برابر آن�ها جمع که می�کنيم اثبات استقرا کمک به همچنين
باشد، برقرار n − ۱ برای حکم که کنيد فرض حال است. درست وضوح به n = ۱ برای حکم اين است.

يعنی:
۱۳ + ۲۳ + · · ·+ (n− ۱)۳ =

(

n (n− ۱)
۲

)۲

که: دهيم نشان بايد n حالت در حکم گرفتن نتيجه برای
(

n (n− ۱)
۲

)۲
+ n۳ =

(

n (n+ ۱)
۲

)۲

است: بررسی قابل سادگی به هم اين که
(

n (n− ۱)
۲

)۲
+ n۳ =

n۴ − ۲n۳ + n۲

۴ =

(

n (n+ ۱)
۲

)۲

می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و

می�کنيم. ثابت را لم يک ابتدا .۵
در را C۱ ترتيب به ،P از گذرا قاطع دو باشند. خارجی مماس P در C۲ و C۱ دايره�ی دو کنيد فرض لم.
متشابه A′B′P و ABP مثلث دو صورت اين در دوم). بار می�کند(برای قطع B′ و A′ در را C۲ و ،B و A

هستند.

۳
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اثبات.
به ظلی زاويه�ی با ∠PAB زاويه�ی صورت اين در می�کنيم. رسم را P در دايره دو مشترک مماس
زاويه�ی با ظلی زاويه�ی اين نيست.) A شامل که است.(کمانی برابر است BP کمان به مربوط که P رأس
نهايت در هستند. برابر هم با لذا و است رأس به متقابل P رأس با C۲ در B′P کمان به مربوط ظلی
کل در پس است. برابر است کمان همين به رو�به�رو که ∠PA′B′ زاويه�ی با هم جديد ظلی زاويه�ی اين

می�شود. اثبات حکم بنابراين و ∠PBA = ∠P ′B′A′ مشابه کاملاً استدلال با . ∠PA′B′ = ∠PAB

با صورت اين در باشند. C۲ دايره�ی با N ′P و NP دوم تقاطع محل ترتيب، به S′ و S کنيد فرض
نوشت: می�توان C۲ به نسبت N ′ و N قوت برای هستند، مماس C۲ بر NM و N ′M ′ که اين به توجه

NM ۲ = NP.NS, N ′M ′۲
= N ′P.N ′S′

نتيجه اين که N ′P

PS′ = NP

PS
لذا و هستند متشابه PNN ′ و PSS′ مثلث دو بالا لم طبق که کنيد دقت حال

داريم: نتايج اين ترکيب با حال . N ′P

N ′S′ =
NP

NS
می�دهد

(

NM

N ′M ′

)۲
=

NM ۲

N ′M ′۲ =
NP

N ′P
.
NS

N ′S′
=

NP

N ′P
.
NP

N ′P
=

(

NP

N ′P

)۲

می�دهد. نتيجه را حکم طرف دو از جذر گرفتن نهايت در

۴
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می�کنيم: ثابت را لم دو ابتدا سؤال حل برای .۶
می�شود. چاپ نيز n شود، چاپ ۶n و باشد طبيعی عددی n اگر .۱ لم

است. سرراست کاملاً اثبات اثبات.
نمی�شوند. چاپ ۴n و ۲n پس است، شده چاپ ۶n عدد ،۶n و ۴n ،۲n عدد سه بين
نمی�شوند. چاپ ۹n و ۳n پس است، شده چاپ ۶n عدد ،۹n و ۶n ،۳n عدد سه بين

شود. چاپ بايد n پس نمی�شوند، چاپ ۲n و ۳n عددهای ،۳n و ۲n ،n عدد سه بين

می�شود. چاپ ۱۶n ولی نمی�شود چاپ ۸n شود، چاپ ۲n و باشد طبيعی عددی n اگر .۲ لم

است. قبلی لم مشابه هم لم اين اثبات اثبات.
نمی�شوند. چاپ ۳n و n پس است، شده چاپ ۲n عدد ،۳n و ۲n ،n عدد سه بين

نمی�شوند. چاپ ۶n و ۴n پس است، شده چاپ ۲n عدد ،۶n و ۴n ،۲n عدد سه بين
شود. چاپ بايد ۹n پس نمی�شوند، چاپ ۶n و ۳n عددهای ،۹n و ۶n ،۳n عدد سه بين

نمی�شوند. چاپ ۲۷n و ۱۸n پس است، شده چاپ ۹n عدد ،۲۷n و ۱۸n ،۹n عدد سه بين
شود. چاپ بايد ۱۲n پس نمی�شوند، چاپ ۱۸n و ۶n عددهای ،۱۸n و ۱۲n ،۶n عدد سه بين

نمی�شوند. چاپ ۸n و ۴n پس است، شده چاپ ۱۲n عدد ،۱۲n و ۸n ،۴n عدد سه بين
نمی�شوند. چاپ ۳۶n و ۲۴n پس است، شده چاپ ۱۲n عدد ،۳۶n و ۲۴n ،۱۲n عدد سه بين

شود. چاپ بايد ۱۶n پس نمی�شوند، چاپ ۲۴n و ۸n عددهای ،۲۴n و ۱۶n ،۸n عدد سه بين

۵
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استفاده بار سه با شود. چاپ ۱۳۸۲۴ = ۲۹ ×۳۳ کنيد فرض خلف برهان به اصلی مسئله�ی مورد در حال
شده چاپ ۲ که اين به توجه با ديگر طرف از بشود. چاپ هم ۶۴ عدد بايد که می�دهد نتيجه اين ۱ لم از
۶۴ = ۴ × ۱۶ که می�دهد نتيجه ۲ لم از دوباره استفاده�ی شود. چاپ بايد هم ۱۶ عدد ۲ لم طبق است،
چاپ نبايد ۱۳۸۲۴ که می�دهد نشان تناقض اين است. متناقض بالا صحبت�های با که نمی�شود چاپ

بشود.

۶
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  به نام او

  ١٣٨٥ی دوم بيست و چهارمين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز اول

قطع کرده است. نشان دهيد  Nو  Mگذشته و آن را در نقاط  C1ی از مرکز دايره C2ی فرض کنيد دايره .١
Bو  Aو  C1خواهی از دو سر قطر دل Bو  Aاگر نقاط   های خط محل تقاطعAM  وBN ی با دايره

C2  ،باشندAB   .برابر شعاع دايره است 
 

)های با ضرايب حقيقی ایی چندجملههمه .٢ , )P x y  را بيابيد که برای هرx  وy  :حقيقی داشته باشيم 

( , ) ( , )P x y x y P x y   2   

  

 ستاره kهای زمانی مختلف، قابل رؤيت هستند. فرض کنيد از بين هرهای آسمان، در بازهدر طول شب، ستاره .٣
)k  kتوانيم توان در يک لحظه در آسمان ديد. نشان دهيد میمیکم دوتايشان را )، دست1 1  عکس

ها ديده کم در يکی از عکسها، دستدر لحظات مختلف از سرتاسر آسمان بگيريم که هر کدام از آن ستاره
]ی ی بستهشود بازهام در آسمان ديده میiی ها متناهی است. لحظاتی را که ستارهشود. (تعداد ستاره , ]i ia b 
iبناميد که در آن  ia b .( 
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  به نام او

  ١٣٨٥ی دوم بيست و چهارمين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز دوم

وجود دارد که  nکنيد تنها متناهی عدد طبيعی مانند تر از يک است. ثابت بزرگ mالف) عدد طبيعی  .٤
mn  mبر  1 n پذير است. بخش 

m,ب) برای اعداد طبيعی متمايز  n  ,ی ثابت کنيد دنباله 2 ,( , )kaa a 0 تر از اد طبيعی بزرگاز اعد 1
aموجود است که  ٢ m0  وka n  و برای هر( , , , )ki   0   داريم  11

i i i ia aa a  1 1 1  
  

، های روی دايرهتعداد نقطه ای قرار دارند. نشان دهيدبا همين ترتيب، روی دايره Dو  A ،B ،Cنقاط  .٥
MAکه  Mمانند  MD

MB MC
 ها بر هم عمود چهار تاست و به علاوه قطرهای چهارضلعی حاصل از آن نقطه

 هستند. 
 

ا کند. سپس دو کتاب بالايی راند. فردی ابتدا کتاب بالايی را پشت و رو میکتاب روی هم قرار گرفته تعدادی .٦
که به کند و الی آخر. پس از اينزمان پشت و رو میکند. بعد سه کتاب بالايی را همزمان پشت و رو میهم

 به ها دقيقاًجايی، کتابز تعداد جابهکند. ثابت کنيد پس اآخرين کتاب رسيد همان کار را از ابتدا شروع می
  گردند.همان وضع اول برمی
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او نام به
۱۳۸۵ رياضی، المپياد دوره�ی چهارمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

صورت اين در زيرا .MA′ ∥ OB′ دهيم نشان است کافی کنيد. نام�گذاری O را C۱ دايره�ی مرکز .۱
آن نتيجه�ی در و بود خواهد متساوی�الساقين ذوزنقه�ی يک B′ و A′ ،O ،M رئوس با محاطی چهارضلعی

داريم: هم OB′ و MA′ توازی اثبات برای می�شود. ثابت حکم و MO = A′B′

∠OMA = ∠OAM = ∠BAM = ∠BNM = ∠B′NM = ∠B′OM ⇒ B′O ∥ MA′

داريم: مسئله فرض از استفاده مرتبه دو با .۲
P (x, y) = ۲P (x+y

۲ , x−y
۲ ) = ۴P (

x+y
۲ +

x−y
۲

۲ ,
x+y

۲ −
x−y

۲
۲ ) = ۴P (x۲ ,

y
۲ )

برابر ۴P (x۲ ,
y
۲ ) در آن ضريب باشد، A برابر P (x, y) در xiyj جمله�ی ضريب اگر که کنيد دقت حال

شامل می�تواند P (x, y) يعنی باشد، i+ j = ۲ بايد ناصفر ضريب با جملات در بنابراين و است ۴A× ۲−i−j

باشد. xy و y۲ ،x۲ جمله�ی سه
داشت: خواهيم مسئله صورت رابطه�ی به توجه با ،P (x, y) = ax۲ + bxy + cy۲ اگر

۲P (x, y) = ۲ax۲ + ۲bxy + ۲cy۲ = P (x+ y, x− y) = (a+ b+ c)x۲ + ۲(a− c)xy + (a+ c− b)y۲

پس a = b + c می�شود نتيجه سه هر از که a + c − b = ۲c و ۲(a − c) = ۲b ،a + b + c = ۲a پس
کرد چک می�توان راحتی به که باشد P (x, y) = (b+ c)x۲ + bxy + cy۲ فرم به بايد جواب چندجمله�ای

می�کند. صرق مسئله صورت در چندجمله�ای اين که

فرض استقرا گام برای می�کنيم. ثابت پايان در استقرا پايه�ی می�کنيم. ثابت k روی استقرا به را حکم .۳
را آن ,a۱](که b۱] بازه�ی به مربوط ستاره�ی اگر می�کنيم ادعا باشد. biها بين در عدد کوچک�ترين b۱ کنيد
در را اند شده ديده آسمان در لحظه�ای آن با که ستاره�هايی همه�ی و می�ناميم) ۱ ستاره�ی راه��حل طول در
ستاره�ی k − ۱ منظور اين برای است. برقرار k− ۱ و باقی�مانده ستاره�های برای مسئله فرض نگيريم، نظر
اين نبوده�اند. آسمان در ۱ ستاره�ی با لحظه�ای هيچ در که بگيريد نظر در ستاره�هايی بين از را دل�خواه
از تا دو که دارد وجود لحظه�ای مسئله فرض طبق پس هستند، ستاره� k ،۱ ستاره�ی هم�راه به ستاره k− ۱

۱
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پس باشد، ستاره دو اين بين در نمی�تواند ۱ ستاره�ی که کنيد دقت می�شوند. ديده هم با آسمان در آن�ها
و بودند ظاهر آسمان در زمان يک در که می�شدند يافت ستاره دو اوليه ستاره�ی k − ۱ بين در نهايت در
همه�ی که طوری به گرفت عکس k − ۲ می�توان استقرا طبق حال است. برقرار k − ۱ برای مسئله فرض
اگر حال شوند. ديده عکس�ها از يکی در دست�کم نشده�اند ديده� آسمان در ۱ ستاره�ی با که ستاره�هايی
ديده عکس اين در دارند اشتراک ۱ ستاره�ی با که ستاره�هايی همه�ی بگيريم، عکسی هم b۱ لحظه�ی در
[a۱, b۱] با که ديگری بازه�ی هر لذا و بود شده فرض biها بين در مقدار کوچک�ترين b۱ که چرا می�شوند،

باشد. b۱ شامل بايد دارد، اشتراک
b۱ کنيد فرض هم حالت اين در می�کند. کار بالا بند پايانی قسمت استدلال استقرا، پايه�ی مورد در
دو هر حضور بازه�ی حالت اين در استقرا فرض طبق که آن�جا از باشد. biها بين در عدد� کوچک�ترين
بنابراين و باشد b۱ شامل ديگری ستاره�ی هر حضور بازه�ی بايد پس دارند، اشتراک هم با آسمان در ستاره

می�شوند. ديده آن در ستاره�ها همه�ی بگيريم عکسی (b۱) لحظه اين در اگر
الف. .۴

m+ n |mn+ ۱

m+ n |m۲ + nm







⇒ m+ n
∣

∣m۲ − ۱

عدد متناهی لذا و دارد مقسوم�عليه متناهی تنها m۲ − ۱ اما باشد. m۲ − ۱ مقسوم�عليه بايد m + n پس
می�شوند. يافت اين�چنينی

با .m+ n|mn+ ۱ آن�گاه باشند، متوالی فرد عدد دو n و m اگر که کنيد دقت ابتدا اول. راه�حل ب.
که کرد چک می�توان راحتی به صورت اين در .n > m کرد فرض می�توان رابطه بودن متقارن به توجه

دنباله�ی
(m,m۲ −m− ۱, ۲m+ ۱, ۲m+ ۳, . . . , ۲n+ ۱, n۲ − n− ۱, n)

می�کند. برآورده را مسئله شرط
،۳ ≤ m < n اگر که کنيد دقت تنها است. قبلی راه�حل مشابه کاملاً هم راه�حل اين دوم. راه�حل

دنباله�ی که ديد راحتی به می�توان پس .m۲ −m− ۱ < n۲ − n− ۱ آن�گاه
(m,m۲ −m− ۱,m۲ −m+ ۱,m۲ +m+ ۳, . . . , n۲ − n− ۳, n۲ − n− ۱, n)

دارد. را مسئله شرايط هم
می�کنيم. ثابت را معروف لم يک ابتدا مسئله اين حل برای .۵

برابر آن محيطی دايره�ی شعاع و بوده S مساحت دارای ،c و b ،a طول به اضلاع با مثلثی کنيد فرض لم.
.۴RS = abc که دهيد نشان باشد. R

داريم: سينوس�ها قضيه�ی به توجه با صورت اين در باشد، a ضلع به رو�به�رو زاويه�ی A کنيد فرض اثبات.
S =

۱
۲bc sinA =

۱
۲bc

a

۲R ⇒ ۴RS = abc

۲
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روی دل�خواه نقطه�ای را M باشد. BD و AC تقاطع محل L کنيد فرض اصلی مسئله�ی در حال
مساحت و گرفتيم R برابر را دايره (شعاع داريم: BMD و AMC مثلث�های در بالا لم طبق بگيريد. دايره

می�دهيم.) نمايش S با را مثلث�ها
MA.MC.AC = ۴R.SAMC , MB.MD.BD = ۴R.SBMD

گرفت: نتيجه می�توان کند، صدق مسئله شرط در M نقطه�ی اگر
MA.MC = MB.MD ⇒

SAMC

SBMD

=
AC

BD

از يکی نيم�ساز روی بايد نتيجه در و باشد برابر بايد BD و AC پاره�خط دو از M نقطه�ی فاصله�ی بنابراين
نيم�ساز چهار اين که کنيد دقت حال است. واقع می�کنند، ايجاد با BD و AC خط دو که زاويه�ای چهار
نقطه، چهار اين کرد چک می�توان بالا نتايج به توجه با راحتی به که می�کنند قطع نقطه� ۴ در را دايره

هستند. مسئله صورت در شده خواسته نقطه�ی ۴ همان

به می�تواند مختلف حالت n! حداکثر کتاب�ها ترتيب که کنيد دقت بگيريد. n برابر را کتاب�ها تعداد .۶
آرايش ۲nn! حداکثر باشد داشته می�تواند وضعيت دو کتاب هر که اين به توجه با علاوه به بگيرد. خود
کنيد. نگاه را کتاب�ها وضعيت جابه�جايی ... و ۳n ،۲n ،n از بعد است. محتمل کتاب�ها برای مختلف
مختلف مرحله�ی دو متناهی کتاب�ها ممکن آرايش�های تعداد و است نامتناهی مرحله�ها اين تعداد چون
مرحله يک در را کتاب�ها آرايش در اگر که کنيد توجه است. يکسان آن�ها در کتاب�ها آرايش که هستند
دو به توجه با پس می�شود. تعيين عمل�ها دادن انجام برعکس با قبل مرحله� n در کتاب�ها آرايش بدانيم،
وضعيت که رسيد مرحله�ای به می�توان عقب به برگشت با و است يکسان کتاب�ها وضعيت که مرحله�ای

باشد. اوليه�شان وضعيت همان کتاب�ها

۳
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  به نام او

  ١٣٨٤ی دوم بيست و سومين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز اول

١. n تر از يک و عددی طبيعی بزرگp  عددی اول است کهn p 1  وp n 3 p. نشان دهيد 1 4 3 
 مربع کامل است. 

 

ABC ،Aدر مثلث  .٢    O1را در نظر بگيريد. فرض کنيد  BCخط روی پاره Dی متغير . نقطه60
 BO1باشد. محل تقاطع  ACDی محيطی مثلث مرکز دايره O2و  ABDی محيطی مثلث مرکز دايره

DOO1ی محيطی مثلث و مرکز دايره Mرا  CO2و  ی از نقطه MNناميم. ثابت کنيد خط می Nرا  2
 گذرد. ثابتی در صفحه می

 
ها دوی اين ستارهبههای دوکهکشان راه دوغی(!) بيش از يک ميليون ستاره دارد. نشان دهيد، هر لحظه، فاصله .٣

  (هر ستاره را يک نقطه فرض کنيد.)  عدد متمايز است. ٧٩کم شامل دست
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  به نام او

  ١٣٨٤ی دوم بيست و سومين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز دوم

 تعدادی مهره قرار دارد.  n2های يک جدول در برخی از خانه .٤

  
ی در عوض يک مهره در خانه توانيم دو مهره از آن خارج کنيم وای بيش از يک مهره باشد، میاگر درخانه

  اش قرار دهيم. ی بالايیسمت راستش و يا يک مهره در خانه

  
ها را طوری توان مهرهمهره در جدول وجود داشته باشد. ثابت کنيد میn2کم فرض کنيد که در ابتدا دست

  است، برسد.  ستاره مشخص شدهی انتهايی که در شکل با جا کرد که يک مهره به خانهجابه
  

٥. BC  قطر يک دايره وXY  وتری عمود برBC  است. نقاطP  وM  به ترتيب رویXY  وCY  يا
CYای قرار گرفته اند که ها به گونهامتداد آن PB  وCX MP محل تقاطع .CX  وPB  راK 

PBناميم. ثابت کنيد می MK . 
 

f:تمام توابع  .٦     را بيابيد که برای هر,x y   ، 

( ) ( ( ) ( ) ( ))) (x y f f x y x f f x f y  2   

 ی اعداد حقيقی مثبت است. (توجه کنيد که صفر عددی مثبت نيست!) مجموعه منظور از 
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او نام به
۱۳۸۴ رياضی، المپياد دوره�ی سومين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

p|n− ۱ پس ،p|(n− ۱)(n۲ + n+ ۱) و است اول عددی p که آن�جا از که کنيد دقت ابتدا اول. راه�حل .۱
بنابراين و n|p − ۱ مسئله فرض طبق ديگر طرف از و p ≤ n − ۱ بايد ،p|n − ۱ اگر .p|n۲ + n + ۱ يا و

.p|n۲ + n+ ۱ نتيجه در و ندارد امکان حالت اين پس .n ≤ p− ۱

می�دانيم: .t = n+ ۱ می�کنيم ادعا .p = tn+ ۱ که دارد وجود t طبيعی عدد پس ،n|p− ۱

p|n۲ + n+ ۱ ⇒ tn+ ۱|n۲ + n+ ۱ ⇒ tn+ ۱|n۲ + n+ ۱ − tn− ۱

⇒ tn+ ۱|(n+ ۱ − t)n ⇒ tn+ ۱|n+ ۱ − t

.(tn + ۱, n) = (n, ۱) = ۱ که است دليل اين به و اقليدس لم از استفاده با نتيجه�گيری آخرين که
داريم: حالت دو |n+ ۱ − t| برای .tn+ ۱ ≤ |n+ ۱ − t| لذا و نيست صفر n+ ۱ − t ،t ̸= n+ ۱ اگر حال

n+ ۱ − t > ۰ ⇒ n+ ۱ ≤ tn+ ۱ ≤ n+ ۱ − t < n+ ۱

n+ ۱ − t < ۰ ⇒ t < tn+ ۱ ≤ t− (n+ ۱) < t

داريم: حال . t = n+ ۱ پس است. تناقض دو هر که
t = n+ ۱ ⇒ p = tn+ ۱ = n۲ + n+ ۱ ⇒ ۴p− ۳ = ۴n۲ + ۴n+ ۱ = (۲n+ ۱)۲

است. کامل مربع ۴p− ۳ پس
آن�جا از .p|n۲ + n + ۱ که کنيد فرض حال است. اول راه�حل مشابه راه�حل ابتدای دوم. راه�حل
که باشد موجود t طبيعی عدد بايد پس .p = kn + ۱ که می�شود يافت k طبيعی عدد n|p − ۱ که
(به می�گيريم نتيجه� n پيمانه�ی به اخير عبارت طرف دو گرفتن نظر در با .n۲ + n + ۱ = (kn + ۱)t

آن�گاه باشد، s > ۰ اگر .t = sn + ۱ که می�شود يافت s نامنفی صحيح عدد پس ،t ≡ ۱ (n پيمانه�ی
قسمت .p = n۲ +n+ ۱ بنابراين .t = ۱ لذا و s = ۰ پس است، تناقض که (sn+ ۱)(tn+ ۱) > n۲ +n+ ۱

است. مشابه هم راه�حل آخر

مساوی يا بيش�تر ديگری و ۹۰◦ مساوی يا کم�تر يکی ∠ADC و ∠ADB زاويه�ها�ی بين در که کنيد دقت .۲
در .۹۰◦ ≤ ∠ADC کرد فرض می�توان تقارن دليل به و مسئله کليت از شدن کاسته بدون که است ۹۰◦

داريم: محيطی دايره�ی مرکز خواص به توجه با صورت اين
∠ABO۱ = ۹۰◦ − ∠ADB = ∠ADC − ۹۰◦ = ∠ACO۲

بالا مشابه استدلال با می�کنند. قطع ABC مثلث محيطی دايره�ی روی را يک�ديگر CO۲ و BO۱ پس
.∠O۱AO۲ = ∠BAC = ۶۰◦ بنابراين و ∠BAO۱ = ∠CAO۲ که داد نشان می�توان

لذا ∠O۱DO۲ = ۶۰◦ پس است. (AD منصف O۱O۲(عمود به نسبت A نقطه�ی قرينه�ی D نقطه�ی
و است ∠O۱MO۲ = ۶۰◦ دارد قرار ABC محيطی دايره�ی روی M اين�که به توجه با و ∠O۱NO۲ = ۱۲۰◦

۱
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O۱N = O۲N طرفی از دارند. قرار دايره يک روی O۲ و O۱ ،N ،M چهار�نقطه�ی که می�دهد نتيجه اين
وسط از ∠BMC زاويه�ی نيم�ساز که می�دانيم� است. ∠O۱MO۲ = ∠BMC زاويه�ی نيم�ساز MN پس

است. ثابت نقطه�ی يک که می�گذرد ABC مثلث محيطی دايره�ی در BC کمان

برهان به باشند. سيارات اين بين در شده ظاهر فاصله�های همه�ی d۱ < d۲ < · · · < dr کنيد فرض .۳
مرکز به کره�های و کنيد انتخاب دل�خواه به را فضا ستاره�های از يکی .r ≤ ۷۸ که کنيد فرض خلف
ستاره�های از کدام هر ما فرض طبق بگيريد. نظر در را d۱ < d۲ < · · · < dr شعاع�های و ستاره اين
حداقل بايد کره�ها اين از يکی روی لانه�کبوتری اصل طبق پس باشند. کره r اين از يکی روی بايد ديگر
روی ستاره�های از يکی و بگيريد نظر در را کره اين تنها حال باشد. ستاره

⌈

۱۰۶
−۱
r

⌉

≥
⌈

۱۰۶
−۱

۷۸

⌉

= ۱۲۸۲۱

d۱ < d۲ < · · · < dr شعاع�های با کره� r جديد ستاره�ی اين مرکز به مجدداً کنيد. انتخاب دل�خواه به را آن
دارند، قرار کره r اين روی کره�هاست اين مرکز که ستاره�ای از غير آسمان ستاره�های تمام بگيريد. نظر در
اول کره�ی روی که ستاره�ای ۱۲۸۲۱ بين از که باشد کره�ها اين از يکی کبوتری لانه� اصل طبق بايد پس
۱۶۵ اين که کنيد دقت حال باشد. ستاره�ها از تا ⌈ ۱۲۸۲۰

r

⌉

≥
⌈ ۱۲۸۲۰

۷۸
⌉

= ۱۶۵ حداقل شامل داشتند قرار
باشند. �است دايره يک که آن�ها اشتراک روی بايد پس گرفته�اند، قرار غيرهم�مرکز کره�ی دو روی ستاره
برای کنيم انتخاب دل�خواه به را ۱۶۵تا اين از يکی اگر بگيريد. نظر در را ستاره ۱۶۵ اين تنها نهايت در
هستند. ستاره اين با di فاصله�ی دارای باقی�مانده ستاره�ی ۱۶۴ بين از ستاره دو حداکثر ۱ ≤ i ≤ r هر
تناقض اين نيست. طور اين که باشد ۲×۷۸+۱ = ۱۵۷ حداکثر بايد دايره اين روی ستاره�ها اين تعداد پس
يک اين دوبه�دوی فواصل بين در متمايز ۷۹عدد حداقل و است اشتباه ما اوليه�ی فرض که می�دهد نشان

دارد. وجود سياره ميليون

حرکات و باشيم داشته ۱ × n جدول يک در مهره ۲n−۱ حداقل اگر که می�کنيم ثابت استقرا به ابتدا .۴

۲
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يک و کنيم خارج آن از مهره دو بتوانيم داشت قرار مهره يک از بيش� خانه�ای در اگر که باشد اين ما مجاز
آخرين به را مهره�ای نهايت در مهره�ها جابه�جايی با می�توانيم دهيم، قرار راستش سمت خانه�ی در مهره
درست k برای حکم کنيد فرض حال است. بديهی n = ۱ برای حکم اين برسانيم. راست سمت خانه�ی
راست سمت خانه�ی آخرين در مهره�ای ابتدا از اگر داريم. ۱ × (k + ۱) جدول يک در مهره ۲k ما و باشد
مهره ۲k حال باشد. خالی خانه اين که می�کنيم فرض پس نمی�ماند. باقی کردن ثابت برای چيزی باشد،
فرض طبق حال می�کنيم. تقسيم تايی ۲k−۱ دسته�ی دو به دارند قرار ۱ × k جدول يک در همگی که را
پس رساند. راست سمت از دوم خانه�ی به را مهره يک دسته هر در مهره�ها جابه�جايی با می�توان استقرا
خانه�ی به را مهره يک می�توان مهره دو اين از استفاده با و می�رسد خانه اين به مهره دو حداقل نهايت در

برد. راست سمت
می�رويم. اصلی مسئله�ی سراغ به حال

سادگی به n = ۱ حالت هم باز می�کنيم. ثابت استقرا کمک به بالا به شبيه هم را اصلی مسئله�ی حکم
۲×(k + ۱) جدول يک در مهره ۲k+۱ ما و باشد برقرار k برای حکم که کنيد فرض حال است. بررسی قابل
چيزی باشد ستاره�ای) راست(خانه�ی سمت بالا خانه�ی در مهره�ای ابتدا در اگر بالا مشابه باشيم. داشته
دو می�توان باشد راست سمت پايين خانه�ی در مهره دو حداقل اگر بار اين نمی�ماند. باقی اثبات برای
بايد پس است. حل مسئله باز که کرد منتقل راست بالا خانه�ی به مهره يک و برداشت خانه اين از مهره
اين مهره�های تعداد حسب بر حال دارد. قرار مهره يک حداکثر راست پايين خانه��ی در که کنيم فرض

�می�کنيم. تقسيم حالت دو به را مسئله خانه
اگر حال دارند. قرار ۲ × k جدول يک در مهره� ۲k+۱ همه�ی نباشد، مهره�ای راست پايين خانه�ی در اگر
هر با می�توان استقرا فرض طبق کنيم، تقسيم دل�خواه به ۲kتايی دسته�ی دو به را مهره ۲k+۱ بالا مشابه
از استفاده با حال رساند. بالايی رديف از راست سمت از دوم خانه�ی به را مهره يک دسته�ها اين از کدام

رساند. نظر مورد خانه�ی به را مهره يک می�توان مهره دو اين
دارند. قرار جدول بقيه�ی در مهره ۲k+۱ − ۱ باشد. داشته قرار مهره يک راست سمت پايين خانه�ی در اگر
می�توان راه�حل اول قسمت استدلال طبق که دارد قرار بالايی رديف در ۲k يا لانه�کبوتری اصل طبق پس
قرار آن راست سمت خانه�ی از غير پايينی رديف در مهره ۲k يا و رساند نظر مورد خانه�ی به را مهره يک
خانه�ی به ديگر مهره�ی يک� می�توان شد ثابت راه�حل ابتدای در که حکمی استفاده با باز جا اين در دارد.
دو اين از استفاده با حال و می�گيرد قرار خانه اين در مهره ۲ صورت اين در که کرد اضافه راست پايين

رساند. راست بالا خانه�ی به را مهره يک می�توان مهره
و ،∠BCY = ∠BCX پس است، XY منصف عمود لذا و دايره قطر BC که کنيد دقت اول. راه�حل .۵
.BK = KC بنابراين و ∠KBC = ∠BCY = ∠BCK ،BK ∥ CY که آن�جا از .∠Y BC = ∠XBC

است، متوازی�الاضلاع KCPM که آن�جا از .KX = KP لذا و ∠XPK = ∠XY C = ∠Y XC هم�چنين
از هستند. هم�نهشت CMK و XKB مثلث دو لذا و ∠BKX = ∠MCK ديگر طرف از .KP = CM

است قائمه ∠KMC مثلث دو اين هم�نهشتی به توجه با و ∠BXC = ۹۰◦ است، دايره قطر BC که آن�جا
می�شود. ثابت نظر مورد حکم CY و PB بودن موازی به توجه با باز نهايت در . KM ⊥ Y C و

۳
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شرايط تحت می�دهيم نشان يعنی می�کنيم، استفاده کارنو قضيه�ی از حکم اثبات برای دوم. راه�حل
BM ۲ = ،BYM قائم�الزاويه�ی مثلث در فيثاغورس قضيه�ی طبق .BM ۲ − PM ۲ = BK۲ − PK۲ مسئله
PMY مثلث پس .∠Y PM = ∠Y XM = ∠CY P لذا و PM ∥ XC که کنيد دقت .BY ۲ + YM ۲

در .BK = KC و KP = XK که داديم نشان هم اول راه�حل در .PM = MY و است متساوی�الساقين
داريم: BXK مثلث در فيثاغورس قضيه�ی از استفاده و روابط اين ترکيب با نهايت

BM ۲ − PM ۲ = (BY ۲ + YM ۲)− YM ۲ = BY ۲ = BX۲ = BK۲ −KX۲ = BK۲ −KP ۲

کنيم. ثابت می�خواستيم که است چيزی همان که
و معادله در y = ۱ دادن قرار با باشد، f(a) = f(b) اگر است. يک به يک تابعی f می�دهيم نشان ابتدا .۶

داريم: x جای به b ديگر بار و a جای�گذاری بار يک
(a+ ۱)f(f(a)) = a۲f(f(a) + f(۱))

(b+ ۱)f(f(b)) = b۲f(f(b) + f(۱))







⇒
a۲

a+ ۱ =
b۲

b+ ۱ ⇒ · · · ⇒ (a− b)(ab+ a+ b) = ۰

بنابراين و a = b می�گيريم نتيجه است، مثبت ab+ a + b نتيجه در و b و a که اين به توجه با حال
داشت: خواهيم دهيم قرار x۲ −x ،y جای به اصلی رابطه�ی در x > ۱ يک برای اگر است. يک به يک تابع

⇒

⇒

⇒

(x+ (x۲ − x))f(f(x)(x۲ − x)) = x۲f(f(x) + f(x۲ − x))

f(f(x)(x۲ − x)) = f(f(x) + f(x۲ − x))

f(x)(x۲ − x) = f(x) + f(x۲ − x)

f(x)(x۲ − x− ۱) = f(x۲ − x)

درجه معادله�ی که کنيد دقت نهايت در است. شده استفاده f تابع يکی به يک از سوم به دوم خط در
α را ريشه اين اگر حال است. يک از بزرگ�تر آن�ها از يکی که دارد حقيقی ريشه�ی دو x۲ − x − ۱ دوم
مثبت F مقادير که اين فرض با که می�رسيم f(۱) = ۰ به آخر معادله�ی در x = α دادن قرار با بناميم،

ندارد. وجود اصلاً تابعی چنين پس دارد. تناقض هستند

۴
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او نام به
۱۳۸۳ رياضی، المپياد دوره�ی دومين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

داريم: نيم�سازها قضيه�ی بنابر است، B زاويه�ی نيم�ساز BI .۱
DI

IA
=

BD

AB
,

DI

IA
=

IaD

IaA

داريم: نتيجه در
AB

BD
=

IaA

IaD
=

AD

IaD
+ ۱

داريم ،BD
AB

≥
√

۲
۲ دهيم نشان است کافی √بنابرای

۲
۲ = sin(۴۵◦) = BH

AB
≤ BD

AB

بنابراين نيست، بيش�تر BD طول از آن طول نتيجه در و می�باشد AD بر B از وارد عمود پای H آن در که
می�شود. ثابت حکم

داريم: مسئله فرضيات بنابر .f(x)− x۲ − x ≤ f(y)− y۲ − y دهيم نشان بايد ،x ≤ y کنيد فرض .۲
f(x)− ۳x ≤ f(y)− ۳y, f(x)− x۳ ≤ f(y)− y۳

پس
f(y)− f(x) ≥ ۳y − ۳x, f(y)− f(x) ≥ y۳ − x۳

نشان است کافی کار اين برای می�شود. ثابت حکم ،f(y)− f(x) ≥ y۲ + y−x−x۲ دهيم نشان اگر حال
فرض است، مساوی يا کوچک�تر y۳ − x۳ و ۳y − ۳x عبارت دو از يکی حداقل از y۲ + y − x − x۲ دهيم

صورت اين در نباشد، درست اخير مطلب کنيد
y۲ + y − x۲ − x > ۳y − ۳x, y۲ + y − x۲ − x > y۳ − x۳

پس
(y − x)(y + x+ ۱) > ۳(y − x), (y − x)(y + x+ ۱) > (y − x)(y+xy + x۲)

داريم: y − x بودن مثبت به توجه با که
x+ y + ۱ > ۳, y + x+ ۱ > y۲ + xy + x۲

می�آيند: در زير شکل به بالا نتايج ،P = xy و S = x+ y بگيريم اگر
S > ۲, S + ۱ > S۲ − P

دو و رابطه اين از استفاده با ،S۲
۴ ≥ P که ديد می�توان حسابی�هندسی نامساوی از استفاده با طرفی از

داريم: بالا رابطه�ی
S +

S۲

۴ + ۱ > S + P + ۱ > S۲

نشان حاصل تناقض می�باشد. غلط S > ۲ اين�که به توجه با مطلب اين که ۳S۲ − ۴S − ۴ < ۰ نتيجه در
اين و است مساوی يا کم�تر y۳ − x۳ يا و ۳y − ۳x عبارت دو از يکی حداقل از y۲ + y − x۲ − x می�دهد

می�کند. ثابت را حکم مطلب

۱
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از جاده ۳۰ مرمت وظيفه�ی شرکت هر )) که شود انجام شکل اين به تصحيح يک بايد مسئله صورت در .۳
می�پردازيم. مسئله حل به حال است.)) گرفته عهده به را دارد نمايندگی سرش دو هر در که آن�هايی بين
کند. مرمت می�تواند را جاده (

n
۲
) حداکثر آن�گاه دارد، نمايندگی شهر n در شرکت يک کنيم فرض اگر

۹ در حداقل شرکت هر يعنی ،n ≥ ۹ می�دهد نشان رابطه اين که ،(n۲
)

≥ ۳۰ باشيم داشته بايد بنابراين
دارد. نمايندگی شهر

حداقل آن در که دارد وجود شهری پس دارد، وجود شهرها در نمايندگی ۷۲۰ = ۸۰ × ۹ حداقل بنابراين
⌈۷۲۰

۱۰۰
⌉

= ۸

دارد. وجود نمايندگی

.f(n) ≤ n بايد n طبيعی عدد هر ازای به نتيجه در .f(n)|n پس ۲f(n)|۲n داريم ،m = n دهيم قرار اگر .۴
پس است نامتناهی اول اعداد تعداد چون صورت اين در باشد، دل�خواهی طبيعی عدد m کنيد فرض حال
صورت اين در می�دهيم. قرار را P −m اصلی رابطه�ی در n جای به حال دارد، وجود P > m اول عدد

داريم:
f(m) + f(P −m)|P ⇒ f(m) + f(P −m) = P

تساوی اخير نامساوی دو هر در بالا رابطه�ی به توجه با پس f(P −m) ≤ P −m و f(m) ≤ m چون اما
تابع تنها که می�دهد نشان مطلب اين است. برقرار طبيعی عدد هر برای f(m) = m پس است. برقرار

است. همانی تابع نظر مورد

نيم�ساز AD چون که کنيد دارند.(توجه قرار دايره يک روی Y و X ،C � ،B نقطه�ی چهار مسئله در .۵
پس .MB = MC نتيجه در هستند، برابر هم با محيطی دايره�ی روی MC و MB کمان دو پس است،

داريم: پس می�گذرد.) هم C از MB شعاع و M مرکز به دايره�ی
BD ×DC = DX ×DY

پس دارند. قرار محيطی دايره�ی روی نيز M و C ،B ،A نقطه�ی چهار طرفی از
AD ×DM = BD ×DC

داريم: فوق روابط از استفاده با
AD ×DM = DX ×DY

۲
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با .∠XYM = ∠XAM ، ∠Y XM = ∠Y AM نتيجه در است، محاطی AXMY چهارضلعی پس
Y و X از که است دايره�ای مرکز M)است متساوی�الساقين XYM مثلث که اين و اخير روابط به توجه

می�باشد. مسئله حکم همان که ∠Y AM = ∠MAX داريم می�گذرد).

تمام تمساح n با يعنی می�شوند، تهديد خانه�ها تمام دهيم قرار تمساح مهره�ی يک ستون هر در اگر .۶
αi کنيد فرض نيست. امکان�پذير تمساح n از کم�تر با کار اين که می�دهيم نشان می�شود. تهديد صفحه
،i۲ ،i۱ ستون�های در مهره�ها تعداد اگر باشد. iام ستون در تمساح�ها تعداد نشان�دهنده�ی (۱ ≤ i ≤ n)

باشيم: داشته بايد باشد، صفر ik .و . .
αi۱−۱ + αi۱+۱ ≥ m

αi۲−۱ + αi۲+۱ ≥ m

...
αik−۱ + αik+۱ ≥ m

اين خانه�های از کدام هر چون باشد صفر مهره�ها تعداد ستون يک در اگر که است اين مطلب اين دليل
و اول ستون باشد.(اگر داشته وجود تمساح m حداقل آن مجاور ستون دو در بايد شود، تهديد بايد ستون
باشد.) تمساح ستون آن خانه�های همه�ی در بايد و دارد مجاور ستون يک تنها باشد نداشته مهره آخر يا
است. mk مساوی يا بزرگ�تر آن�ها همه�ی جمع می�شود نتيجه کنيم، جمع را نامساوی�ها اين همه�ی اگر

است: برقرار زير نامساوی�های از يکی حداقل پس
k

∑

j=۱
αij−۱ ≥ mk

۲ ,

k
∑

j=۱
αij+۱ ≥ mk

۲

۳

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



است.) صفر نياز صورت در αn+۱ يا و α۰ از (منظور
اگر که کنيد (توجه است. mk

۲ مساوی يا بزرگ�تر آن�ها مجموع که هستند موجود αiها از تا k بنابراين
مجموع�شان αiها از از kتا − ۱ که است ممکن آن�گاه باشد، صفر مهره�هايش تعداد آخر يا اول ستون

بود.) خواهد به�تر ما تخمين در مطلب اين که باشد mk
۲ مساوی يا بزرگ�تر

حداکثر مجموع و است صفر برابر جمله k است، مهره�ها تعداد نشان�دهنده�ی که ∑n
i=۱ αi عبارت در حال

پس هستند. يک حداقل کدام هر هم ديگر جمله�ی n− ۲k و است mk
۲ حداقل ديگر جمله�ی k

n
∑

i=۱
αi ≥

mk

۲ + (n− ۲k)

پس mk
۲ ≥ ۲k داريم ،m ≥ ۴ چون

mk

۲ + (n− ۲k) ≥ n

می�کند. تمام را اثبات مطب اين و داريم نياز تمساح m به حداقل بنابراين

۴
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او نام به
۱۳۸۲ رياضی، المپياد دوره�ی يکمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

حداکثر عددی اگر که کرد مشاهده می�توان مختلف حالت�های گرفتن نظر در و محاسبه اندکی با الف. .۱
عددی ۱۲۰ که ديد می�توان بيش�تر تلاش با علاوه به باشد. سه�لايه�ای نمی�تواند باشد، داشته اول عامل دو
۱۲۰ مقسوم�عليه�های مجموعه�ی {۱, ۲, ۳, ۴, ۵, ۶, ۸, ۱۰, ۱۲, ۱۵, ۲۰, ۲۴, ۳۰, ۴۰, ۶۰, ۱۲۰} زيرا است، لايه�ای سه

.۱۲۰ = ۶۰ + ۴۰ + ۲۰ = ۳۰ + ۲۴ + ۱۵ + ۱۲ + ۱۰ + ۸ + ۶ + ۵ + ۴ + ۳ + ۲ + ۱ و است
از مقسوم�عليهی يا ۱۲۰p مقسوم�عليه هر صورت اين در باشد. ۵ از بزرگ�تر اول عددی p کنيد فرض ب.
برابر p کردن اضافه و بالا استدلال از استفاده با می�توان پس .۱۲۰ مقسوم�عليه يک برابر p يا و است ۱۲۰
دسته، آن به کرديم) افراز آن�ها به را ۱۲۰ مقسوم�عليه�های ،۱۲۰ بودن سه�لايه�ای در دسته�(که هر اعضای
عدد نامتناهی است، نامتناهی اولی اعداد چنين تعداد چون حال است. لايه�ای سه هم ۱۲۰p که داد نشان

داريم. لايه�ای سه

می�کنيم. ثابت را لم يک ابتدا .۲
صورت اين در باشد. BC وسط Mنقطه و باشند صفحه در نقطه سه C و B ،A کنيد فرض لم.

.AM ≤ AB+AC
۲

اين اگر حال است. برقرار تساوی که ديد می�توان سادگی به که باشند هم�خط نقطه سه اگر اثبات.
اين در باشد. M به نسبت A قرينه�ی A۱ نقطه�ی کنيد فرض بدهند، مثلث يک تشکيل نقطه سه
به است. متوازی�الاضلاع يک بنابراين و می�کنند نصف را يک�ديگر قطرها ABA۱C چهارضلعی در صورت
،AA۱C مثلث در مثلث نامساوی به توجه با حال .AB = CA۱ و AA۱ = ۲AM که کنيد دقت علاوه

می�خواستيم. که است چيزی همان که ۲AM < AB +AC نتيجه در و AA۱ < AC + CA۱

X کنيد فرض خلف برهان به دهيم. نمايش An و · · · ،A۲ ،A۱ با را روستا خانه�های کنيد فرض حال
،A۲XY ،A۱XY مثلث�های در بالا لم از استفاده با حال .XY وسط M و باشند ايده�آل نقطه�ی دو Y و
است) درست لم هم باز که باشند هم�خط نقطه سه حالت�ها بعضی در است ممکن AnXY(البته و · · ·

داريم:
A۱M ≤ A۱X+A۱Y

۲ , A۲M ≤ A۲X+A۲Y
۲ , . . . , AnM ≤ AnX+AnY

۲

⇒ A۱M +A۲M + · · ·AnM ≤ ۱
۲(A۱X + · · ·+AnX +A۱Y + · · ·+AnY )

خط روی نتيجه در و خط يک روی نمی�توانند روستا خانه�ها�ی همه�ی که آن�جايی از که کنيد دقت اما
خانه�های فاصله�ی مجموعه�ی لذا و است اکيد نامساوی�ها از يکی حداقل پس باشند. واقع Y و X بين واصل

دارد. تناقض آن�ها بودن ايده�آل با اين که است Y يا و X تا آن�ها فاصله�ی مجموع از کم�تر M تا روستا

رأس يک تيم هر ازای به که می�کنيم درست جهت�دار گراف يک صورت اين به مسابقه�ها اين برای .۳
کنيد فرض حال می�کنيم. رسم B به A از جهت�دار يالی باشد، برده B از A تيم اگر و می�دهيم قرار
يال که رأس�هايی يعنی گراف زبان به باخته�اند(متناظراً A مثل خاصی تيم از که تيم�هايی مجموعه�ی

۱
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در B تيم هر برای حال می�دهيم. نمايش SA نماد با را باشد) شده خارج A يال از ،A رأس� و آن�ها بين
تيم�ها اين با متناظر رأس بنابراين باخته�اند. B و A دوی هر از که باشند موجود تيم t دقيقاً بايد SA

در ديگرشان سر يک و است متصل B به آن�ها سر يک که يال�هايی بين از نتيجه در باشد. SA در بايد
تيم هر برای بود، SA از دل�خواهی رأس B که آن�جا از می�شوند. خارج B از يال t دقيقاً دارد قرار SA

است، SA در آن�ها سر دو هر که يال�هايی تعداد بنابراين است. مشابه وضعيت مجموعه اين در ديگری
يال�ها اين کل تعداد ديگر طرف از است. SA در موجود تيم�های تعداد |SA| از منظور که است |SA|t برابر
t|SA| =

|SA|(|SA|−۱)
۲ پس دارد.) وجود يال يک SA در يالی دو هر (بين است. (|SA|

۲
)

= |SA|(|SA|−۱)
۲ برابر

مساوی باخته�اند تيم هر به که تيم�هايی تعداد که می�دهد نشان استدلال اين .|SA| = ۲t+ ۱ نتيجه در و
برابر يال�ها کل� تعداد پس می�شود. خارج يال ۲t + ۱ دقيقاً گراف در رأس هر از بنابراين است. ۲t + ۱

يک رأسی دو هر بين کرده�اند، بازی هم با تيمی دو هر که اين به توجه با ديگر طرف از است. n(۲t+ ۱)

در و n(۲t+ ۱) = n(n−۱)
۲ پس .(n۲

)

= n(n−۱)
۲ برابر يال�ها کل� تعداد ديگر طرف از بنابراين دارد. قرار يال

است. n = ۲(۲t+ ۱) + ۱ = ۴t+ ۳ نتيجه

.۴
x۴ + y۴ + z۴ + ۳(x+ y + z)− (x

۲
y
+ x۲

z
+ y۲

z
+ y۲

x
+ z۲

x
+ z۲

y
)

= x۴ + y۴ + z۴ + ۳(x+ y + z) + (xyz)(x
۲
y
+ x۲

z
+ y۲

z
+ y۲

x
+ z۲

x
+ z۲

y
)

= x۴ + y۴ + z۴ + ۳(x+ y + z) + x۳z + x۳y + y۳x+ y۳z + z۳y + z۳x

= x۳(x+ y + z) + y۳(x+ y + z) + z۳(x+ y + z) + ۳(x+ y + z)

= (x+ y + z)(x۳ + y۳ + z۳ + ۳)

= (x+ y + z)(x۳ + y۳ + z۳ − ۳xyz)

= (x+ y + z)۲(x۲ + y۲ + z۲ − xy − yz − zx)

= ۱
۲(x+ y + z)۲((x− y)۲ + (y − z)۲ + (z − x)۲) ≥ ۰

به ششم خط در و (xyz = مسئله(۱− فرض از ششم به پنجم خط و دوم به اول خط در که کنيد دقت
که است زمانی تساوی حالت که می�دهد نشان آخر نامساوی ضمناً کرده�ايم. استفاده اويلر اتحاد از هفتم
بايد سه هر می�شود نتيجه� xyz = −۱ به توجه با که باشند برابر سه هر يا و باشد صفر متغيرها مجموع يا

باشند. −۱ برابر

صورت: اين در کند. قطع X نقطه�ی در دوم بار برای را دايره� تا می�دهيم امتداد را CT .۵
∠XBT = ∠XBA+ ∠ABM = ∠XBA+ ∠ABM = ∠NCA+ ∠ABM

∠MBA = ∠MAB دارد، قرار AC منصف عمود روی N و AB منصف عمود روی M که اين به توجه با
بنابراين .∠ACN = ∠CAN و

∠XBT = ∠CAN + ∠MAB = ∠BAC = ∠CXB

نهايت در .XT = TB لذا و است متساوی�الساقين TXB مثلث پس
BT + CT = XT + TC = CX = ۲R. sin(∠XBC) ≤ ۲R

۲
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رسيد. پايان به حکم اثبات بنابراين

می�ناميم. S پيموده را آن محيط که شکلی و می�کنيم فرض مختصات مبدأ را روبات حرکت شروع نقطة .۶
مؤلفه�ی هرگاه و است صفر ابتدا در زيرا می�دهد نشان را روبات مختصات دوم مؤلفه�ی هم�واره Aخانه�ی عدد
A می�شود، کم يکی ربات دوم مؤلفه�ی هرگاه و می�شود اضافه يکی نيز A می�شود، اضافه يکی ربات دوم
روبات هرگاه که کرد بيان طور اين را B خانه�ی عدد تغييرات می�توان اين بنابر . می�شود کم يکی نيز
به روبات هرگاه و می�شود اضافه B به نقطه آن در y مؤلفه�ی اندازه�ی به می�کند حرکت شرق سمت به

می�شود. کم B از نقطه آن در y مؤلفه�ی اندازه�ی به می�کند حرکت غرب سمت

مربع�های همه�ی باشد. کرده طی ساعت�گرد جهت در را طی�شده مسير ربات می�کنيم فرض ابتدا
مختصات کنيد فرض بناميد. M۱,M۲, . . . ,Mk را آن�ها و بگيريد نظر در را دارند قرار S درون که شبکه�ای

۳
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نسبت عدد يک آن ضلعِ دو از يک هر به Mi مربع هر ازای به باشد. (xi, yi) ،Mi چپ سمت پايين رأس
نسبت را yi + ۱ عدد ،Mi بالايیِ ضلع به و دهيد نسبت را −yi عدد ،Mi مربع پايينیِ ضلع به می�دهيم.
نسبت عدد بار دو آن�ها به دارند حضور مربع دو در افقی ضلع�های از بعضی چون که کنيد دقت دهيد.

می�شود. داده
D را آن�ها مجموع و می�کنيم جمع هم با را مذکور ضلع�های همه�ی به شده داده نسبت اعداد اکنون

می�کنيم. محاسبه طريق دو به را D اکنون می�ناميم.
برابر D پس است. يک برابر داده�ايم نسبت مربع هر ضلع�های به که عددی دو مجموع که کنيد دقت اولاً

است. S مساحت همان که مربع�ها تعداد با می�شود
علامت با يکی در دارند، حضور مربع دو در ندارند، قرار S مرز روی که افقی�ای ضلع�های ديگر طرف از
باقی جملاتی تنها نتيجه در می�شود. صفر عدد دو اين مجموع و منفی علامت با ديگری در و مثبت
مقاديری همان دقيقاً مقادير اين که هستند. روبات مسير روی افقی يال�های به مربوط که می�مانند
مقادير اين مجموعِ بنابراين می�شوند. اضافه B خانة عدد به مسير روی روبات حرکت هنگام که هستند

شد. ثابت حکم پس است. B خانة نهايی عدد همان دقيقاً
منفیِ مرزی، اضلاع به شده داده نسبت مقادير کند، حرکت پادساعت�گرد جهت در ربات که حالتی در
قدر نتيجه در و −D منفیِ با است برابر B حالت اين در پس می�شوند، جمع B با که هستند مقاديری

است. S مساحت با برابر که می�شود D همان آن مطلق

۴

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



@sampaadia              amoozz.ir             دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید براي

است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره



@sampaadia              amoozz.ir             دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید براي

است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره



@sampaadia              amoozz.ir             دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید براي

است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره



او نام به
۱۳۸۱ رياضی، المپياد دوره�ی بيستمين دوم مرحله سؤالات راه�حل

باشد، نظر مورد خاصيت با جای�گشتی a۱, a۲, . . . , an اگر ،n ≥ ۳ هر ازای به که می�کنيم ثابت ابتدا .۱
می�گيريم: نظر در را حالت دو اثبات برای .an = n آن�گاه

مسئله، فرض بنابه آن�گاه باشد. فرد n اگر الف.
n|۲(a۱ + · · ·+ an−۱) = ۲(۱ + ۲ + · · ·+ n− an) = n(n+ ۱)− ۲an

.an = n می�گيريم نتيجه� an ≤ n اين�که به توجه با که n|an است، فرد n چون و n|۲an نتيجه در
يا an = ۲k بنابراين ،an ≤ n و k|an لذا ،n|۲an قبل قسمت همانند آن�گاه ،(n = ۲k)باشد زوج n اگر ب.

.an = k

می�دانيم: (i = n− ۲) مسئله فرض بنابه اما .an = k بايد آن�گاه ،an ̸= n اگر
n− ۱|۲(a۱ + · · ·+ an−۲) = ۲(۱ + ۲ + · · ·+ n− an − an−۱)

= n(n+ ۱)− ۲an − ۲n−۱

= n(n− ۱) + ۲n− ۲k − ۲an−۱

= n(n− ۱) + n− ۲an−۱

وضوح به اما ،۲k − ۱|k − an−۱ نتيجه در و ۲k − ۱|۲k − ۲an−۱ معادلاً يا و n − ۱|n − ۲an−۱ پس
بود). k برابر هم an (چون است تناقض که an−۱ = k يا و k − an−۱ = ۰ بنابراين و |k − an−۱| < ۲k − ۱

دنباله�ی می�کنيم. حذف دنباله از را an حال .an = n مسئله شرايط با جای�گشت هر در بالا مطالب بنابر
اين آخر جمله�ی نتيجه در است، مسئله نظر مورد خاصيت با n− ۱ تا ۱ از جای�گشتی نيز آمده دست به
بايد ۳ ≤ k ≤ n هر برای که است مشخص ترتيب همين به باشد. n− ۱ برابر بايد هم an−۱ يعنی دنباله
به گرفت. نظر در را ۱ و ۲ يا ۲ و ۱ حالت دو می�توان وضوح به هم a۲ و a۱ برای .ak = k باشيم داشته

دارند. را مسئله نظر مورد خاصيت (۲, ۱, ۳, . . . , n) و (۱, ۲, . . . , n) جای�گشت دو تنها ترتيب اين

دهيد قرار .۲

افقی خطوط تعداد : H مستطيل�ها، تعداد : R
چهارراه�ها تعداد : X عمودی، خطوط تعداد : V

پوشاننده مستطيل�های زاويه�های مجموع کار برای .H + V + X = R + ۳ کنيم ثابت می�خواهيم
است، ۳۶۰◦ مستطيل هر زوايای جمع و R مستطيل�ها تعداد چون اولاً می�کنيم. محاسبه روش دو از را
۱ شکل در که است انواعی از يکی صورت به شکل گره�های ثانياً .R × ۳۶۰◦ با است برابر مقدار اين پس

می�بينيد. بعد) صفحه�ی (ابتدای
که هم (۳) نوع گره�های تعداد است. ۴تا فقط بزرگ مستطيل رأس�های يعنی (۱) نوع گره�های تعداد�
هر که شد خواهيد متوجه کنيد دقت شکل به اگر است؟ چندتا (۲) نوع گره�های تعداد اما است. Xتا
ختم (۲) نوع از گره به بزرگ مستطيل ضلع چهار از غير به عمودی و افقی پاره�خط يک سر دو از يک

۱
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(۱) نوع (۲) نوع (۳) نوع

شکل در موجود گره�های مختلف انوع :۱ شکل

نوع گره�های که کنيد توجه حال .۲ × (H +V − ۴) با است برابر (۲) نوع گره�های تعداد بنابراين می�شود.
برابر مستطيل زاويه�های مجموع پس می�کنند. توليد ۳۶۰◦ و ۱۸۰◦ ،۹۰◦ زوايای ترتيب به (۳) و (۲) ،(۱)

با: است
۴ × ۹۰◦ + ۲ × (H + V − ۴)× ۱۸۰◦ +X × ۳۶۰◦ = (H + V +X − ۳)× ۳۶۰◦

می�شود. نتيجه مسئله حکم آورديم دست به ابتدا در که مقداری با مقدار اين مقايسه�ی از

در دايره دو که اين به توجه با بگيريد. BN و DM وسط ترتيب به را Y و X نقطه�های اول. راه�حل .۳
کمان به روبه�رو AMN محيطی دايره�ی در ∠KMD و ∠KNB زاويه�های هستند، متقاطع K نقطه�ی
محيطی دايره�ی در ∠KDA و ∠KBA زاويه�های ترتيب همين به برابرند. هم با نتيجه در و هستند AK

دو که می�دهد نتيجه زاويه�ها اين برابری هستند. برابر هم با لذا و هستند AK کمان به روبه�رو ABD

زاويه�های که ∠KXD و ∠KY B زاويه�های نتيجه در و هستند متشابه هم با KNB و KMD مثلث
که می�دهد نتيجه برابری اين می�شوند. برابر هم با هستند مثلث دو اين در متناظر ضلع و ميانه بين

دارند. قرار دايره يک روی X و Y ،K ،A چهارنقطه�ی

BCN مثلث که می�شود نتيجه ∠BCN = ۹۰◦ و ∠ABC = ۱۳۵◦ اين�که به توجه با ديگر طرف از

۲
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∠AY C = ۹۰◦ يعنی اين و هست هم ارتفاع Y C يعنی آن ميانه�ی لذا و است متساوی�الساقين قائم�الزوايه�ی
هم C و X ،Y ،A چهارنقطه�ی پس است. قائمه هم ∠AXC که می�بينيم مشابه کاملاً استدلال با .
نتيجه در و هستند هم�دايره X و C ،Y ،K ،A نقطه�ی پنج کل در بنابراين دارند. قرار دايره يک روی

می�رسد. پايان به حکم اثبات بنابراين .∠AKC = ∠AY C = ۹۰◦

دايره�ی و AMN مثلث محيطی دايره�ی ،ABD مثلث محيطی دايره�ی کنيم ثابت بايد دوم. راه�حل
کنيم ثابت است کافی منظور اين برای هستند. هم�رس (K) ديگری نقطه�ی در A از غير ،AC قطر به

(چرا؟) هستند. هم�خط دايره سه اين مرکزهای

A به نسبت مرکزها اين متجانس کنيم ثابت است کافی دايره، سه اين مرکزهای هم�خطی اثبات برای
مرکز�های متجانس می�باشد. C ،AC قطر به دايره مرکز متجانس هستند. هم�خط ۲ تجانس نسبت به و
ترتيب به می�باشند، دايره�ها اين در A قطری مقابل نقطه�ی البته که را AMN و ABD محيطی دايره�های
که آن�جايی از هستند. هم�خط C و S ،P نقطه�ی سه دهيم نشان است کافی� پس می�گيريم. S و P

اگر بنابراين .PD ∥ SM و PB ∥ SN لذا هستند، قائمه ∠PDA و ∠SNA ،∠PBA ،∠SMA زاويه�های
متوازی�الاضلاع PRSL چهارضلعی بناميم، R را SN و PD برخورد محل و L را SM با PB برخورد محل
هم�چنين و PD تا C فاصله�ی برابر SL تا C فاصله�ی کنيد. توجه C نقطه�ی موقعيت به حال بود. خواهد
در و متوازی�الاضلاع، قطرهای برخورد محل C بنابراين است. PL تا C فاصله�ی با SRوبرابر تا C فاصله�ی

۳
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می�شود. ثابت حکم و هستند هم�خط S و C ،P نقطه�های نتيجه

∠B = ∠D = چون کند. قطع E در را CD تا می�کنيم رسم AB بر عمودی B نقطه�ی در شکل مطابق .۴
مورد در مسئله فرضيات به توجه با طرفی از .∠BEC = ∠DAB لذا و است محاطی ADEB بنابراين ،۹۰◦

BE = BC = AB نتيجه در و ∠BEC = ∠BCD بنابراين ،∠DAB = ∠BCD ،ABCD چهارضلعی
دارد. بستگی B و A به تنها آن مکان که است، صفحه در ثابت نقطه�ای CD روی E نقطه�ی بنابراين

پس باشد. P (x) = a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n ريشه�ی يک ،(δ ̸= ۰) a+ bδ کنيد فرض .۵

۰ = P (a+ bδ) = a۰ + a۱(a+ bδ) + · · ·+ an(a+ bδ)n

نشان سادگی به می�توان استقرا کمک به يا جمله�ای دو بسط از استفاده با δ۲ = ۰ که اين به توجه با اما
که: داد

(a+ bδ)k = ak + kak−۱bδ

بنابراين
۰ = (a۰ + a۱a+ a۲a

۲ + · · ·+ ana
n) + bδ(a۱ + ۲a۲a+ · · ·+ nana

n−۱)

پس .v = ۰ و u = ۰ مسئله صورت در شده ذکر قرارداد به توجه با آن�گاه ،u+ δv = ۰ اگر که کنيد توجه

a۰ + aa + · · ·+ ana
n = P (a) = ۰

اين برای می�باشد. هم Q(x) ريشه�ی a که دهيم نشان بايد حال .P (x) = (x− a)Q(x) نوشت می�توان و
و Q(x) = (x− a)R(x) + c می�کنيم، تقسيم x− a بر را Q کار

P (x) = (x− a)((x− a)R(x) + c)

⇒ ۰ = P (a+ bδ) = bδ(bδR(a+ bδ) + c)

= b(bδ۲R(a+ bδ) + cδ) = bcδ

.P (x) = (x− a)۲R(x) بنابراين .c = ۰ پس ،b ̸= ۰ چون و bc = ۰ نتيجه در و ،bcδ = ۰ پس
صورت اين در .P (x) = (x − a)۲R(x) پس است، P (x) مضاعف ريشه�ی a چون ديگر طرف اثبات برای

داشت، خواهيم (b ̸= ۰)x = a+ bδ هر برای
P (a+ bδ) = (bδ)۲R(a+ bδ) = ۰

۴
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بازی ۱۰۰ مجموع در چود باشند. داده انجام بازی x۲۰ ،. . .،x۲ ،x۱ ترتيب به نفر ۲۰ اين کنيد فرض .۶
.x۱ + x۲ + · · ·+ x۲۰ = ۲۰۰ لذا است، شده انجام

انتخاب برای زيرا .(۱۰۰
۲
)

−
∑۲۰

k=۱
(

xk

۲
) با است برابر مسئله شرايط با نفره دو تيم دو انتخاب راه�های تعداد

انتخاب را انجام�شده بازی ۱۰۰ از تا دو بايد باشند، کرده بازی هم با هم�تيمی نفر دو که نفره، دو تيم دو
تعداد، اين از اما بگيريم. تيم يک عنوان به را بازی هر در شرکت�کننده نفر دو و روش) (۱۰۰

۲
) (به کنيم

زيرا است، ∑۲۰
k=۱

(

xk

۲
) برابر حالت�ها تعداد کنيم. کم می�کنند پيدا مشترک عضو تيم دو که را حالاتی بايد

k نفر با که شوند انتخاب نفری xk بين از بايد تيم�ها ديگر عضو دو باشد، k نفر تيم، دو مشترک عضو اگر
پس، کرده�اند. بازی

۴۰۵۰ =

(۱۰۰
۲

)

−

۲۰
∑

k=۱

(

xk

۲

)

= ۴۹۵۰ − ۱
۲

۲۰
∑

k=۱
x۲
k
+

۱
۲

۲۰
∑

k=۱
xk

پس . ۲۰
∑

k=۱
x۲
k
= ۲۰۰۰ بنابراين

۱
۲۰

۲۰
∑

k=۱
x۲
k
= (

∑۲۰
k=۱ xk

۲۰ )۲

x۱, x۲, . . . , xn حقيقی عدد n هر برای که می�دانيم اما
۱
n

n
∑

k=۱
x۲
k
≥ (

∑

n

k=۱ xk
n

)۲

بايد هم فوق مسئله�ی در بنابراين .x۱ = x۲ = · · · = xn که می�افتد اتفاق زمانی تنها تساوی و
باشند. x۱ = x۲ = · · · = x۲۰

۵
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  به نام او

  ١٣٨٠المپياد رياضی کشور، نوزدهمين  ی دوممرحله

  روز اول

يک مربع کامل است. ثابت کنيد  np1عددی طبيعی باشد، به طوری که  nعددی اول و  pفرض کنيد  .١
nتوان می   تا مربع کامل نوشت. pرا به صورت مجموع  1
 

Bمفروض است. روی اضلاع آن سه مثلث  ABCی الزاويهمثلث حاده .٢ AC ،C AB  وABC  را به
 سازيم، به طوری که: سمت خارج می

B AC C BA ABC

BCA C AB ACB

   

   

     

     

30
60

   

Bباشد، نشان دهيد  BCوسط ضلع  Mاگر  M  برAC   .عمود است  

  

ها افقی و مربع يکسان را طوری در صفحه قرار داد که اضلاع آن nهايی را پيدا کنيد که بتوان nتمام  .٣
 عمودی باشند و شکل حاصل حداقل سه محور تقارن داشته باشد. 
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  به نام او

  ١٣٨٠المپياد رياضی کشور،  ی دوم نوزدهمينمرحله

  روز دوم

 ، داشته باشيم:xبا ضرايب حقيقی را پيدا کنيد که برای هر عدد حقيقی  Pهای ایتمام چندجمله .٤

( ( )) ( ( )) ( )P P x P P x P x  22 2 2   
 
 

) ABCدر مثلث  .٥ )AB AC های سازهای رأسنيمB  وC  اضلاع مقابل را به ترتيب درP  وQ 
IPگيريم. اگر می Iی ساز را نقطهی تقاطع دو نيمچنين نقطهکنند. همقطع می IQ ی باشد، زاويهA 

 چند درجه است؟
 

 جدولی با يک سطر و تعدادی نامتناهی خانه در نظر بگيريد، که از سمت چپ متناهی باشد(نظير شکل زير) .٦

 

.........  
              

  
تعدادی مهره قرار گرفته ها ای که در بعضی خانهبه گونه ايمدر اين جدول تعدادی متناهی مهره قرار داده

  ها انجام داد:توان روی مهرهتر از يک مهره باشد.) دو عمل زير را میتواند بيشخانه میاست. (در يک 
ی های خانهتوان يکی از مهرهی مجاور، در هر يک تعدادی مهره وجود داشته باشد، میاگر در دو خانه )١

 ی سمت راست را حذف کرد. سمت چپ را دو خانه به راست برد و يک مهره از خانه

ها توان يکی از مهرههای سوم به بعد بيش از يک مهره وجود داشته باشد، میدر حالتی که در يکی از خانه )٢
 خانه به سمت چپ برد.  دو  ی ديگر رارا يک خانه به راست و يک مهره

رسيم که ديگر هيچ عملی قابل الف) ثابت کنيد که با آغاز از هر حالتی، پس از تعدادی عمل به وضعيتی می
  انجام نيست. 

اُم يک مهره قرار دارد. ثابت کنيد با انجام اعمال ذکر شده nهای اول تا ب) فرض کنيد در هر يک از خانه
nی ای از خانهگاه مهرههيچ   اُم جلوتر نخواهد رفت.1
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او نام به
۱۳۸۰ رياضی، المپياد دوره�ی نوزدهمين دوم مرحله سؤالات راه�حل

با .p|(x − ۱)(x + ۱) نتيجه در و p|x۲ − ۱ پس .۱ + np = x۲ که باشد صحيحی عدد x کنيد فرض .۱
که می�شود يافت k طبيعی عدد بنابراين .p|x + ۱ يا و p|x − ۱ است، اول عدد يک p که اين به توجه

می�کنيم: تقسيم حالت دو به را مسئله اين�جا از .x = kp− ۱ يا و x = kp+ ۱

x = kp+ ۱ ⇒ ۱ + np = (kp+ ۱)۲ = k۲p۲ + ۲kp+ ۱

⇒ n = k۲p+ ۲k

⇒ n+ ۱ = pk۲ + ۲k + ۱ = (p− ۱)k۲ + (k + ۱)۲

⇒ n+ ۱ = k۲ + · · ·+ k۲
︸ ︷︷ ︸

p−۱

+(k + ۱)۲

x = kp− ۱ ⇒ ۱ + np = (kp− ۱)۲ = k۲p۲ − ۲kp+ ۱

⇒ n = k۲p− ۲k

⇒ n+ ۱ = pk۲ − ۲k + ۱ = (p− ۱)k۲ + (k − ۱)۲

⇒ n+ ۱ = k۲ + · · ·+ k۲
︸ ︷︷ ︸

p−۱

+(k − ۱)۲

است. کامل مربع p مجموع np+ ۱ صورت هر در پس

می�کنيم. اثبات و بيان را زير لم ابتدا .۲
CAY ،BCX متساوی�الاضلاع مثلث�های آن، از خارج در و ABC حاده�الزاويه مثلث اضلاع روی بر اگر لم.
در باشند، ABZ و BCX مثلث�های محيطی دايره�های مرکز ترتيب به O۲ و O۱ و کنيم بنا را ABZ و

.BY ⊥ O۱O۲ صورت اين

۱

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



که است روشن صورت اين در باشد. B از غير دايره دو اين برخورد نقطه�ی M کنيد فرض اثبات.
،∠AY C = ۶۰◦ اين�که به توجه با حال .∠CMA = ۱۲۰◦ نتيجه در و ∠BMC = ∠AMB = ۱۲۰◦

پس: است. محاطی AMCY چهارضلعی
∠AMY = ∠ACY = ۶۰◦ ⇒ ∠AMB + ∠AMY = ۱۲۰◦ + ۶۰◦ = ۱۸۰◦

است O۲ و O۱ مرکز به دايره دو مشترک وتر BM طرفی از هستند. هم�خط Y و M ،B نقطه�های بنابراين
.BY ⊥ O۱O۲ نتيجه در است. عمود O۱O۲ يعنی دايره دو خط�المرکزين بر بنابراين و

می�پردازيم. مسئله حل به فوق لم داشتن نظر در با حال
متساوی- مثلث�هايی به تا می�کنيم کامل زير شکل طبق را ABC مثلث اضلاع روی ساخته�شده مثلث�های
اين ضلع�های از ضلع سه وسط�های C ′ و B′ ،A′ نقطه�های وضوح به صورت اين در شوند. تبديل ����الاضلاع

هستند. متساوی�الاضلاع مثلث�های

روی O۱ باشد، ABZ محيطی دايره�ی مرکز O۲ و BCX محيطی دايره�ی مرکز O۱ اگر که کنيد دقت حال
علاوه: به و است واقع BC ′ روی O۲ و BA′

BO۱
O۱A′

=
BO۲
O۲C ′

= ۲

.O۱O۲ ∥ A′C ′ تالس قضيه�ی طبق بنابراين
که می�دانيم لم طبق اما .MB′ ∥ BY ،Y C وسط B′ و است BC ضلع وسط M که آن�جايی از هم�چنين

.A′C ′ ⊥ MB′ بنابراين ،O۱O۲ ⊥ BY

می�پردازيم: لم چند اثبات و بيان به ابتدا .۳
شکل از تقارنی محور نيز l۲ به نسبت l۱ قرينه�ی آن�گاه باشند، شکلی از تقارن محور دو l۲ و l۱ اگر لم.

بود. خواهد

متعلق هم می�دهيم نمايش X۱ با را آن که l۲ به نسبت X قرينه�ی است، تقارن محور l۲ چون اثبات.
می�دهيم نمايش X۲ با را آن که l۱ به نسبت X۱ قرينه�ی است، تقارن محور l۱ چون و است شکل به

۲
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برای X ′ از که l۲ به نسبت X۲ قرينه�ی است، تقارن محور l۲ چون نهايت در است. شکل به متعلق هم
X قرينه�ی X ′ که ديد می�توان سادگی به اما است. شکل به متعلق نيز هم می�کنيم استفاده نمايشش
نقطه�ی هر برای کل در پس است. آمده دست به l۲ به نسبت l۱ کردن قرينه� از که است خطی به نسبت
از تقارنی محور هم خط اين بنابراين و دارد قرار شکل در هم خط اين به نسبت X قرينه�ی شکل، در X

است. شکل

دايره�ای آن برای بتوان که ناحيه�ای صفحه(يعنی از کران�دار ناحيه�ای در که اشکال از مجموعه هر لم.
تقارن محور دو نمی�تواند باشد، بگيرد.) قرار دايره آن درون تمامی به که يافت بزرگ چند هر شعاع با

باشد. داشته موازی

به نسبت l۱ قرينه�ی ۱ لم طبق باشند. مجموعه برای موازی تقارن محور دو l۲ و l۱ کنيد فرض اثبات.
را آن که l۳ به نسبت l۲ قرينه�ی ترتيب همين به است. شکل تقارن محور هم می�ناميم l۳ را آن که l۲

شکل تقارن محور بايد موازی خط نامتناهی ترتيب همين به است. شکل تقارن محور هم می�ناميم l۴

اين لذا و شد خواهد واقع خطوط اين طرف يک در ما مجموعه�ی بعد به جايی از وضوح به اما باشند.
تقارن محور دو مجموعه�ای چنين بنابراين باشند. ما تقارن محور که ندارد امکان بعد به جايی از خط�ها

باشد. داشته نمی�تواند موازی

درجه ۴۵ زاويه�ی با يا و عمودی افقی، است خطی افقی، و عمودی اضلاع با مربع تعدادی تقارن محور لم.
افقی. محور به نسبت درجه ۱۳۵ يا

در بسازد. α زاويه�ی x محور مثبت قسمت با و باشد شکل اين از تقارنی محور l خط کنيد فرض اثبات.
ديد سادگی به می�توان باشد، l به نسبت مربع�ها از يکی افقی اضلاع از يکی قرينه�ی A′B′ اگر صورت اين
عمودی بايد هم A′B′ است، افقی يا و عمودی مربع�ها ضلع چون اما بسازد. ۲α زاويه�ی x محور با بايد که

.α ∈ {۰, ۴۵◦, ۹۰◦, ۱۳۵◦} نتيجه در و ۲α ∈ {۰, ۹۰◦, ۱۸۰◦, ۲۷۰◦} پس باشد. افقی يا و

۳
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می�رويم. اصلی مسئله�ی سراغ به حال
شده معرفی زاويه�ی چهار از مختلف زاويه�ی سه دارای بايد ما تقارن محور سه سوم، و دوم لم�های طبق
يافت خط دو می�توان حالت�ها اين از کدام هر در که ديد می�توان ساده بررسی يک با حال باشند. بالا در
اين کردن قرينه با کنيد، استفاده اول لم از حال باشد. درجه ۴۵ برابر هم به نسبت آن��های زاويه�ی که

می�کند. پيدا زير صورت به هم�رس تقارن محور چهار ما شکل هم�ديگر به نسبت محور دو

وضعيت حال دارد. صورت اين به تقارن محور ۴ حتماً سؤال صورت در مطرح�شده مجموعه�ی بنابراين
می�کنيم. بررسی محور چهار اين به نسبت را مربع�ها

در يا و آن�ها تقاطع نقطه�ی در نه و محورها روی يا است محور�ها بين ناحيه�های در يا مربع هر مرکز
است. تقاطع نقطه�ی

همين از مربع ۸ محورها، به نسبت مربع اين قرينه�کردن باشد، محورها بين ناحيه�های در مربع مرکز اگر
می�کند. ايجاد نوع

از مربع ۴ محورها، به نسبت مربع اين کردن قرينه باشد، آن�ها) تقاطع نقطه�ی نه (و محورها روی اگر
می�کند. ايجاد نوع همين

دسته�هايی به می�توان را مربع�ها بقيه�ی تقاطع، نقطه�ی� مرکز به مربع�های گذاشتن کنار با ترتيب اين به اگر

۴

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



اگر لذا دارد. وجود مربع يک يا صفر هم تقاطع نقطه�ی مرکز به کرد. تقسيم ۸ يا ۴ اعضای تعداد با
باشد، داشته تقارن محور سه حداقل که داد قرار صفحه در عمودی و افقی اضلاع با يکسان مربع nبتوان
مقدارهای همه�ی برای که می�دهد نشان زير مثال�های باشد. ۴k + ۱ يا و ۴k صورت دو از يکی به بايد n

يافت. خاصيت اين با مربع ۴k + ۱ يا و ۴k می�توان k

است. زير فرم به P صورت اين در باشد. P (x) چندجمله�ای درجه�ی n کنيد فرض .۴
P (x) = anx

x + an−۱x
n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰ (an ̸= ۰)

می�کنيم. محاسبه مسئله صورت در داده�شده عبارت طرف دو در را x توان بزرگ�ترين ضريب حال
P (۲P (x)) = P (۲(anxn + · · ·+ a۰))

= an(۲(anxn + · · ·+ a۰))n + · · ·+ a۰

ديگر طرف از است. ۲nan+۱
n برابر جمله اين ضريب و است xn۲ آن در x توان بزرگ�ترين که

۲P (P (x)) = ۲P (anx
n + · · ·+ a۰)

= ۲an(anxn + · · ·+ a۰)n + · · ·+ a۰

نهايت در است. ۲an+۱
n برابر آن ضريب که است xn۲ همان هم اين�جا در x توان بزرگ�ترين که

۲P (x)۲ = ۲(anxn + · · ·+ a۰)
۲

است. ۲a۲
n جمله اين ضريب و بوده x۲n برابر آن در x توان بزرگ�ترين که

قرار برابر از بود. خواهد xn
۲ عبارت سمت دو در x توان بزرگ�ترين لذا و n۲ > ۲n باشد، n > ۲ اگر حال

و an ̸= ۰ فرض با که ۲nan+۱
n = ۲an+۱

n می�آوريم دست به تساوی طرف دو در جمله اين ضريب دادن
است. محتمل P (x) درجه�ی برای حالت سه ترتيب اين به باشد. برقرار نمی�تواند هيچ�گاه n > ۲

باشيم: داشته بايد و است P (x) = a۰ صورت اين در .n = ۰ اول. حالت
a۰ = ۲a۰ + ۲a۲

۰ ⇒ ۲a۲
۰ + a۰ = ۰ ⇒ a۰(۲a۰ + ۱) = ۰

۵
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هستند. P (x) ≡ − ۱
۲ و P (x) ≡ ۰ آن جواب�های تنها بنابراين و a۰ = − ۱

۲ يا و a۰ = ۰ پس
باشيم: داشته بايد و ،a ̸= ۰ که P (x) = ax+ b صورت اين در .n = ۱ دوم. حالت

a(۲(ax+ b)) + b = ۲a(ax+ b) + ۲b+ ۲(ax+ b)۲

a بايد پس است. ۲a۲ برابر x۲ ضريب راست سمت در حالی�که در است، صفر چپ طرف در x۲ ضريب
نيست. طور اين کرده�ايم فرض حالت اين در که باشد صفر برابر

باشيم: داشته بايد و ،a ̸= ۰ که P (x) = ax۲ + bx+ c صورت اين در .n = ۲ سوم. حالت
P (۲P (x)) = ۲P (P (x)) + ۲P (x)۲

⇒ ۴aP (x)۲ + ۲bP (x) + c = ۲aP (x)۲ + ۲bP (x) + c+ ۲P (x)۲

⇒ ۲aP (x)۲ = c+ ۲P (x)۲

باشد. a = ۱ بايد a ̸= ۰ چون که و ۲a۳ = ۲a۴ که می�شود نتيجه طرف دو در x۴ ضريب دادن قرار برابر از
می�توان که است x۲ + bx صورت به قسمت اين جواب بنابراين .c = ۰ که می�دهد نشان بالا تساوی حال

می�کند. صدق مسئله شرط در ديد
آمد. دست به مسئله جواب�های همه�ی بنابراين

صورت: اين در می�کنيم. استفاده سينوس�ها قضيه�ی از AIQ و AIP مثلث دو در .۵
IP

sin(∠A۲ )
=

AI

sin(∠P )
,

IQ

sin(∠A۲ )
=

AI

sin(∠Q)

مکمل يا و هستند برابر هم با زاويه دو اين يا پس .sin(∠P ) = sin(∠Q) آن�گاه ،IP = IQ اگر بنابراين
که ∠B = ∠C آن�گاه ∠P = ∠Q اگر بنابراين .∠Q = B + ۱

۲∠C و ∠P = ∠C + ۱
۲∠B اما يک�ديگرند.

نتيجه در .∠P + ∠Q = ۱۸۰◦ پس است. AB > AC فرض خلاف
∠C +

۱
۲∠B + ∠B +

۱
۲∠C = ۱۸۰◦ ⇒ ∠B + ∠C =

۲
۳ ۱۸۰◦ = ۱۲۰◦ ⇒ ∠A = ۶۰◦

هر در می�کنيم. شماره�گذاری ...،۳ ،۲ ،۱ عددهای با راست به چپ از را جدول اين خانه�های الف) .۶
را زير مجموع فرآيند از گام هر در می�دهيم. نمايش ak با را kام خانه�ی در موجود مهره�های تعداد حالت

بگيريد: نظر در
S =

+∞∑

k=۱
kak+ مهره�ها تعداد تفاضل

۶
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کاهش واحد يک حداقل دو) نوع از چه و يک نوع از (چه عمل هر انجام با S مقدار که می�کنيم ادعا
زيرا: می�يابد.

i+ (i+ ۱) + ۱ اندازه�ی به S از باشند، +iام ۱ و iام خانه�های خانه، دو اين و باشد، يک نوع از عمل اگر
يک حداقل نتيجه در و می�شود تبديل S − i به S بنابراين می�شود. اضافه S به iتا + ۲ و کم�شده واحد

می�يابد. کاهش واحد
(i − ۲) + (i + ۱) و کم�شده ۲i اندازه�ی به S از باشد، iام خانه�ی خانه، اين و باشد، دو نوع از عمل اگر

می�يابد. کاهش واحد يک و شده تبديل S − ۱ به S پس می�شود. آن جای�گزين
که کنيد بناميم.(دقت S۰ کار ابتدای در را S مقدار اگر بنابراين .S ≥ ۰ بايد هم�واره که کنيد دقت اما
از بيش�تر انجام به قادر ما است) متناهی نيز S۰ مقدار لذا است، متناهی کار آغاز در مهره�ها تعداد چون

می�رسد. پايان به عمليات عمل، S۰ انجام از بعد حداکثر بنابراين و نيستم عمليات S۰

بگيريد. نظر در می�شود، تعريف زير شکل به که را فيبوناتچی اعداد دنباله�ی ب)
f۱ = f۲ = ۱, fn+۲ = fn+۱ + fn n ≥ ۰

،n طبيعی عدد هر برای که کرد ثابت استقرا کمک به می�توان �راحتی به که کنيد دقت ابتدا
f۱ + f۲ + · · ·+ fn = fn+۲ − ۱

می�کنيم. تعريف زير صورت به را S مجموع مسئله، حل برای حال
S =

+∞∑

k=۱
akfk

زيرا نمی�کند. تغيير مسئله صورت در ذکرشده عمل دو از هيچ�يک انجام با S مقدار که می�کنيم ادعا
.fn+۲−fn−fn+۱ = ۰ با است برابر S تغييرات شود، انجام n+۱ام و n خانه�های روی و باشد ۱ نوع عمل اگر

با است برابر S تغييرات شود، انجام nام خانه�ی روی و باشد ۲ نوع از عمل اگر و
fn+۱ + fn−۲ − ۲fn = fn + fn−۱ + fn−۲ − ۲fn

= fn−۱ + fn−۲ − fn

= ۰

S مقدار شد، گفته آن�چه طبق و است S۰ = f۱ + f۲ + · · ·+ fn = fn+۲ − ۱ با برابر کار ابتدای در S مقدار
خانه�ی از مهره�ای مرحله�ای، در اگر بنابراين ماند. خواهد باقی fn+۲ − ۱ مقدار همين مرحله�ها همه�ی در

بود. نخواهد اين�گونه که بشود fn+۲ حداقل بايد S مقدار برود، جلوتر +nام ۱

۷
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کشور رياضی المپياد هفدهمين دوم مرحله�ی آزمون
۱۳۷۸ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

شود؟ حاصل 2 از ديگری توان ارقامش جابه�جايی با که دارد وجود باشد 2 از توانی که مثبتی و صحيح عدد آيا .۱
چرا؟

قائم�الزاويه�ی مثلثهای می�گيريم. نظر در ∠C > 45◦ و ∠B > 45◦ فرض با را ABC مثلث .۲
∠CAM = ∠BAN = که می�سازيم طوری ABC خارج در را BAN و CAM متساوی�الساقين
.∠P = 90◦ که می�سازيم طوری را BPC متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث ABC داخل در و ،90◦

است. متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث يک نيز MPN مثلث که کنيد ثابت

درخت عدد 10000 تعداد و شده تقسيم متساوی�الفاصله نقاط از 100×100 شبکه�ای به مربع�شکل زمين يک .۳
را کنيم قطع می�توانيم که درختهايی تعداد ماکزيمم است. شده کاشته شبکه اين نقاط از يکی در کدام هر
نبينيم. را ديگری بريده�شده�ی درخت هيچ بگيريم قرار شده�ای بريده درخت هر محل در اگر که کنيد پيدا

باشد.) واقع نشده�ای بريده درخت بريده�شده، درخت دو هر بين واصل پاره�خط روی (يعنی

زير به�صورت m طبيعی عددهای همه�ی .۴

m =
1
a1

+
2
a2

+ · · ·+
1378
a1378

باشند. مثبت و صحيح اعدادی a1378 و · · · ،a2 ،a1 آن در که کنيد پيدا را

نقاط حال دارند. قرار CA و BC ،AB روی به�ترتيب R و ،Q ،P نقاط است. مفروض ABC مثلث .۵
با BC ،A′B′ با AB که می�گيريم نظر در طوری RQ و QP ،PR روی به�ترتيب را C ′ و B′ ،A′

که کنيد ثابت باشند. موازی C ′A′ با CA و B′C ′

AB

A′B′
=

PQRمساحت
A′B′C مساحت′

که پاره�خطهايی همه�ی .(n ≥ 2) باشند صفحه در متمايز نقطه�ی n ،An و · · · ،A2 ،A1 کنيد فرض .۶
رنگ به را پاره�خطها اين از يک هر وسط و می�گيريم نظر در را می�آيند به�دست نقاط اين دوبه�دوی اتصال از

تاست؟ چند به�دست�آمده قرمز نقاط تعداد حداقل می�کنيم. رنگ قرمز،

۱
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بدون باشند. يکسان آنها رقمهای که باشند ۲ توان دو b = 2n و a = 2m کنيد فرض ندارد. وجود خير .۱
ده�دهی نمايش در b و a رقمهای تعداد و a < b چون .m < n که کنيد فرض مسأله، کليت از شدن کم
بود. خواهد ۳ يا ،۲ ،۱ اعداد از يکی n−m پس .2n−m < 10 درنتيجه، و b

a
< 10 پس است، برابر آنها

يعنی همنهشت�اند؛ 9 پيمانه�ی به b و a پس هستند، يکسان b و a رقمهای چون اما

9|b− a = 2m(2n−m − 1)

،n−m ∈ {1, 2, 3} اينکه به توجه با اما .9|2n−m − 1 بايد پس اول�اند، به�هم نسبت ۲ و 9 چون اما
نيست. ممکن چيزی چنين

دهد. نشان را α زاويه�ی اندازه�ی به X نقطه�ی حول دوران R(X,α) که کنيد فرض .۲

CB

A

MN

P

است. E مانند نقطه�ای حول 180◦ اندازه�ی به دورانی T = R(P, 90◦) ◦ R(A, 90◦) که کنيد توجه
يعنی است. همانی تابع T ◦ T پس

R(P, 90◦) ◦R(A, 90◦)0R(P, 90◦) ◦R(A, 90◦)(Q) = Q

۱
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،R(A, 90◦)(N) = B که است روشن می�کنيم. پيدا N نقطه�ی بر را تساوی چپ سمت اثر حال
پس، .R(A, 90◦)(C) = M و R(P, 90◦)(B) = C

R(P, 90◦)(M) = N

کنيم. ثابت می�خواستيم که است چيزی همان اين و

باشند. گرفته قرار 0 ≤ i, j ≤ 99 که (i, j) نقطه�های در مختصات، صفحه�ی در درختها که کنيد فرض .۳
می�کنيم. تقسيم چهارتايی گروههای به شکل مطابق را درختها

درخت چهار از گروه هر يعنی

(2i, 2j), (2i, 2j + 1), (2i+ 1, 2j), (2i+ 1, 2j + 1), 0 ≤ i, j ≤ 49

از پس می�بينند. را يکديگر باشند داشته قرار گروه يک در که درخت دو که است روشن است. شده تشکيل
خاصيت که کرد قطع می�توان را درخت ۲۵۰۰ حداکثر پس کرد. قطع می�توان را درخت يک حداکثر گروه هر

بماند. برقرار مسأله نظر مورد
قطع درختهای از يک هر محل از که به�طوری کرد قطع را درخت ۲۵۰۰ می�توان که می�دهيم نشان اکنون
دو از را آنها مختصات که درختهايی است کافی کار اين برای ديد. را ديگری شده�ی قطع درخت نتوان شده
(2i, 2j) که کنيد فرض .0 ≤ i, j ≤ 49 ازای به (2i, 2j) درختهای يعنی است، شده تشکيل زوج عدد

کنيد تعريف باشند. شده قطع درخت دو محل (2i′, 2j′) و

a = 2i− 2i′, b = 2j − 2j′

a = 0 اگر دهيم. نشان n و m با به�ترتيب می�شمارند را b و a که را ۲ توانهای بزرگترين کنيد فرض
نقطه�ی اين�صورت در .m ≤ n کنيد فرض .n = ∞ دهيد قرار b = 0 اگر و .m = ∞ دهيد قرار
توجه اما است. فرد عددی آن مختصهای از يکی دست�کم که است صحيح مختصات با نقطه�ای ( a

2m , b
2m )

(2i′, 2j′), (2i, 2j) نقطه�ی دو که دارد قرار پاره�خطی روی (2i′ + a
2m , 2j′ + b

2m ) نقطه�ی که کنيد
است. فرد عددی آن مختصهای از يکی دست�کم و می�کند وصل به�هم را

می�کنيم: ثابت استقرا به را زير کلی�تر ادعای .۴
شکل به را آنها می�توان که اعدادی همه�ی ،n طبيعی عدد برای

1
a1

+
2
a2

+ · · ·+
n

an
, (1 ≤ i ≤ n, ai ∈ N)

۴ ۲از صفحه�ی
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.n(n+1)
2 و . . . ،۲ ،۱ از عبارتند داد نمايش

می�شود نتيجه ai ≥ 1 از داد، نمايش بالا به�صورت بتوان را x اگر که است روشن

x ≤ 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
فرض است. روشن n = 1 به�ازای حکم درستی می�کنيم. استفاده استقرا از مطلب، اين عکس اثبات برای

به�صورت می�توان را k آنگاه ،k ≤ n(n−1)
2 اگر پس باشد. درست n− 1 به�ازای حکم کنيد

k =
1
a1

+ · · ·+
n− 1
an−1

می�شود نتيجه ،an = 1 دهيم قرار اگر اما داد. نمايش

k + n =
1
a1

+ · · ·+
n− 1
an−1

+
n

an

n+ 1 ≤ k
n(n+1)

2 که را k مانند طبيعی اعداد همه�ی پس ،n+ 1 ≤ k + n ≤ n(n+1)
2 چون و

بالا شکل به می�توان نيز را n و . . . ،۲ ،۱ اعداد که دهيم نشان است کافی داد. نمايش بالا به�صورت می�توان
می�آيد: به�دست زير نمايش k = 1 برای داد. نشان

1 =
1
n
+

2
2n + · · ·+

n

n2

کنيد، تعريف 2 ≤ k ≤ n به�ازای

ak−1 = 1, ai = (n− 1)i, i ̸= k − 1

پس،
1
a1

+ 2
a2

+ · · ·+ n
an

= k+1
ak−1

+
∑

i ̸=k−1

i

ai

= k − 1 +
∑

i ̸=k−1

i

(n− 1)i

= k − 1 + n−1
n−1

= k

،AA′ خطهای يعنی متجانس�اند. درنتيجه و متشابه دارند، موازی اضلاع که ABC و A′B′C ′ مثلثهای .۵
کنيد فرض همرس�اند. K مانند نقطه�ای در CC ′ و BB′

A′B′

AB
=

B′C ′

BC
=

C ′A′

CA
= λ

می�شود نتيجه موازی�اند، A′B′ و AB چون باشد. A′B′ و KP تلاقی محل P1 که کنيد فرض

KP1
PP1

=
KP1

KP −KP1
=

λ

1 − λ

۴ ۳از صفحه�ی
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بنويسيم می�توانيم دهيم، نشان [△] با را △ شکل مساحت اگر بنابراين،

[KAB′]

[KA′PB′]
=

[KAB′]

[KA′B′] + [A′PB′]
= λ

ترتيب، همين به
[KB′C ′]

[KB′QC ′]
=

[KC ′A′]

[KC ′RA′]
= λ

بنابراين،
[A′B′C ′]

[PQR]
=

[KA′B] + [KB′C ′] + [KC ′A′]

[KA′PB′] + [KB′QC ′] + [KC ′RA′]
= λ

می�کند. اثبات را مسأله حکم که

2n−3 دست�کم که می�کنيم ثابت ابتدا است. 2n−3 برابر آمده به�دست نقاط تعداد حداقل که می�کنيم ادعا .۶
می�دهيم: انجام دوگام در را اثبات می�آيد. به�وجود نقطه

دارند. قرار خط يک روی An ،. . . ،A1 نقاط نخست. گام
فرض می�کنيم. انتخاب محور جهت به�عنوان را جهت يک و مبدأ به�عنوان خط اين روی را O دلخواه نقطه�ی
می�توان مسأله، کليت از شدن کم بدون شوند. an و . . . ،a2 ،a1 حقيقی اعداد با متناظر فوق نقاط که کنيد

چون اما .a1 < a2 < · · · < an که کرد فرض

a1 + a2
2 <

a1 + a3
2 < · · · <

a1 + an

2 <
a2 + an

2 < · · · <
an−1 + an

2
متمايزند. نقطه�ی 2n− 3 ،An−1An و . . . ،A2An ،A1An ،. . . ،A1A2 پاره�خطهای وسط نقاط

کافی کار اين برای باشند. متمايز l بر Ai نقاط تصوير که می�کنيم انتخاب طوری صفحه در را l خط دوم. گام
تصويرهای Bn و . . . ،B1 اگر نباشد. عمود AiAj خطوط از يک هيچ بر که بگيريم چنان را l خط است
را نقطه 2n− 3 دست�کم ها BiBj وسطهای نخست، گام استدلال بنابر باشند، l بر An و . . . ،A1 نقاط

می�کنند. مشخص را نقطه 2n− 3 دست�کم نيز AiAjها وسطهای پس می�کنند. مشخص
قرمز نقطه هر بگيريم، راست خط روی n و . . . ،۲ ،۱ اعداد با متناظر نقاط را An و . . . ،A1 اگر همچنين

دارد. وجود قرمز نقطه�ی 2n− 3 پس .3 ≤ a < 2n− 1 که داشت خواهد a
2 به�صورت مختصی

۴ ۴از صفحه�ی
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کنيد: ثابت باشند، حقيقی عدد تا n ،a1 < a2 < · · · < an اگر .۱
a1a4

2 + a2a4
3 + · · ·+ an−1a4

n
+ ana

4
1 ≥ a2a4

1 + a3a4
2 + · · ·+ ana

4
n−1 + a1a4

n

محيطی دايره�ی با AI تقاطع نقطه�ی D و آن محاطی دايره�ی مرکز I می�گيريم. نظر در را ABC مثلث .۲
اگر باشند. CD و BD بر I از وارد عمودهای پای به�ترتيب F و E کنيد فرض است. ABC مثلث

کنيد. پيدا را ∠BAC زاويه�ی ،IE + IF = 1
2AD

اگر می�ناميم، «خوب» را طبيعی اعداد از (a1, a2, . . . , an) nتايی باشد. طبيعی عدد يک n کنيد فرض .۳
تمام نشود. n برابر aiها از تعدادی هيچ جمع حاصل نيز و a1 + a2 + · · ·+ an = 2n باشيم داشته

کنيد. پيدا را «خوب» تاييهای n
حاصل�جمع زيرا نيست، «خوب» (1, 2, 1, 2, 4) ۵تايی ولی است «خوب» (1, 1, 4) ۳تايی مثال (به�عنوان

است.) ۵ برابر چهارم دوم، اول، مو�لفه�های

0 < d1 < d2 < d3 < d4 و باشد داشته متمايز مقسوم�عليه چهار حداقل n طبيعی عدد که کنيد فرض .۴
.n = d2

1 +d2
2 +d2

3 +d2
4 که کنيد پيدا را n طبيعی اعداد کليه�ی باشند. آن مقسوم�عليه کوچکترين چهار

نقطه�ی و ،BC ضلع روی را D نقطه�ی است. مفروض BC > CA > AB آن در که ABC مثلث .۵
دايره�ی .BD = BE = AC که می�گيريم نظر در طوری (A (نزديک AB ضلع امتداد روی را E
ABC مثلث محيطی دايره�ی نيز BP و می�کند قطع P نقطه�ی در را AC ضلع BED مثلث محيطی

.AQ+ CQ = BP کنيد ثابت می�کند. قطع Q نقطه�ی در را

و A فاصله�ی باشند، يک و صفر از nتايی دو B = (b1, b2, . . . , bn) و A = (a1, a2, . . . , an) اگر .۶
.(1 ≤ i ≤ n) ،ai ̸= bi که می�گيريم iهايی تعداد برابر را B

کنيد فرض حال است.) ۲ برابر B و A فاصله�ی ،B = (1, 1, 0) و A = (0, 1, 1) اگر مثال (به�عنوان
است. d آنها دوی به دو فاصله�ی که به�طوری باشند، يک و صفر از nتايی سه C و B ،A که

است. زوج d که دهيد نشان الف)
d

2 برابر C و B ،A با فاصله�اش که دارد وجود ،D مثل يک، و صفر از nتايی يک که کنيد ثابت ب)
است.

۱
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.x < y < z و باشند طبيعی عدد سه z و y ،x کنيد فرض می�کنيم. ثابت n = 3 به�ازای را حکم ابتدا .۱
دهيد قرار

S = xy4 + yz4 + zx4

T = yx4 + zy4 + xz4

اين�صورت، در
S − T = (x− z)y4 + y (z4 − x4) + xz (x3 − z3)

= (x− z) (y4 − y (z2 + x2) (z + x) +xz (x2 + xz + z2))

= (x− z) (y4 − yz3 − yz2x− yzx2 − yx3 + x3z + x2z2 + xz3)

= (x− z) (y (y3 − x3) + z3(x− y) +x2z(x− y) + xz2(x− y))

= (x− z)(x− y) (−y (x2 + xy + y2) +z3 + x2z + xz2)

= (x− z)(x− y) (−yx2 − xy2 − y3 + z3 + x2z + xz2)

= (x− z)(x− y) ((z − y) (z2 + zy + y2) + x2(z − y) + x (z2 − y2))

= (x− z)(x− y)(z − y) (z2 + zy + y2 + x2 + xz + yz)

= 1
2 (x− z)(x− y)(z − y) ((x+ y)2 + (x+ z)2 + (y + z)2) ≥ 0

a1 < a2 < · · · < an < an+1 اعداد و باشد برقرار n طبيعی عدد به�ازای حکم که کنيد فرض حال
می�دهيم قرار باشند. مفروض

Sn = a1a4
2 + · · ·+ an−1a4

n + ana
4
1

Sn+1 = a1a4
2 + · · ·+ an−1a4

n + ana
4
n+1 + an+1a4

1

که است روشن می�شوند. تعريف ترتيب به�همين نيز Tn+1 و Tn

Sn+1 = Sn + ana
4
n+1 + an+1a4

1 − ana
4
1

Tn+1 = Tn + an+1a4
n + a1a4

n+1 − a1a4
n

۱

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



کشور رياضی المپياد شانزدهمين دوم مرحله�ی آزمون سؤالات حل راه

پس

Sn+1 − Tn+1 = Sn − Tn+

(

a1a4
n + ana

4
n+1+ an+1a4

1 − ana
4
1 − an+1a4

n − a1a4
n+1

)

اين به توجه و کرديم) ثابت بالا در (که n = 3 حالت بنابر همچنين، و Sn − Tn ≥ 0 استقرا فرض بنابر
می�شود. ثابت استقرا به حکم بنابراين، و است نامنفی نيز دوم جمله�ی ،a1 < an < an+1 که نکته

f : R → R تابع است. محدب توابع مورد در کلی�تر قضيه�ای از خاصی حالت واقع در مسأله اين يادداشت.
.0 ≤ α ≤ 1 هر و x, y ∈ R هر به�ازای گاه، هر می�ناميم محدب را

f (αx+ (1 − α)y) ≤ αf(x) + (1 − α)f(y)

x1 < x2 < و باشد محدب تابعی f اگر که کرد ثابت می�توان شده گفته استدلال مشابه استدلالی با اکنون
آنگاه باشند، حقيقی اعدادی · · · < xn

x1f(x2) + x2f(x3) + · · ·+ xnf(x1) ≥

x2f(x1) + x3f(x2) + · · ·+ x1f(xn)

برخورد نقطه�ی D و آن محاطی دايره�ی مرکز I می�گيريم. درنظر را ABC مثلث مسأله: صحيح صورت .۲
CD و BD بر I از وارد عمودهای پای به�ترتيب F و E کنيد فرض است. ABC محيطی دايره با AI

کنيد. پيدا را ∠BAC زاويه�ی ،IE + IF = 1
2AD اگر باشند.

A

B C

I

D

E F

دايره�ی شعاع R اگر بنابراين، .DI = DB = DC مقدماتی، هندسه�ی از قضيه�ای بنابر حل. راه
باشد، ABC محيطی

IE = ID · sin∠BDI = ID · sinC

= BD · sinC = 2R sin
A

2 sinC

۶ ۲از صفحه�ی
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ترتيب، به�همين
IF = 2R sin

A

2 sinB

و
AD = 2R sin∠ACD = 2R sin

(

C +
A

2

)

مسأله، فرض بنابر

2R sin
A

2 sinB + 2R sin
A

2 sinC = R sin

(

C +
A

2

)

بنابراين، و
sin

A

2 (sinB + sinC) =
1
2 sin

(

C +
A

2

)

می�آوريم به�دست بالا معادله�ی در X جايگذاری با .X = C + A
2 می�دهيم قرار

sin
A

2

(

sin

(

X +
A

2

)

+ sin

(

X −
A

2 )

))

=
1
2 sinX

يا
2 sin A

2 sinX cos
A

2 =
1
2 sinX

می�شود نتيجه ،sinX ̸= 0 چون و

2 sin A

2 cos
A

2 =
1
2

.∠A = 300 درنتيجه، و sinA = 1
2 يا

بگيريد: درنظر را زير دنباله�ی .۳

a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . , a1 + a2 + · · ·+ an

و i < j اگر واقع، در نيستند. همنهشت ،n پيمانه�ی به دنباله اين جمله�ی دو هيچ که می�کنيم ادعا

a1 + a2 + · · ·+ ai ≡ a1 + a2 + · · ·+ aj (mod n)

عضو n اين پس دارد، عضو n بالا دنباله�ی چون است. مسأله فرض خلاف که n|ai+1 + · · ·+ aj آنگاه،
دنباله�ی مشابه دليل به می�دهند. تشکيل را n پيمانه�ی به مانده�های کامل رده�ی يک

a2, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . , a1 + a2 + · · ·+ an

هستند، يکی دنباله دو اين بعد به دوم جملات چون اما است. n پيمانه�ی به مانده�های کامل رده�ی يک نيز
مسأله در موجود تقارن به توجه با .a1

n
≡ a2 يعنی، باشند. همنهشت n پيمانه�ی به بايد اول جملات پس
کنيد فرض همنهشت�اند. ،n پيمانه�ی به همگی an و . . . ،a2 ،a1

a1 ≡ a2 ≡ 2 · · · ≡ an ≡ k (mod n)

۶ ۳از صفحه�ی
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بنابراين، .ai ≥ k ،i = 1, 2, . . . , n هر به�ازای اين�صورت، در

kn ≤ a1 + a2 + · · ·+ an = 2n

جواب به بنابراين و ai = 2 باشيم داشته i هر برای بايد ،k = 2 اگر .k = 2 يا k = 1 پس،
،k = 1 اگر است. جواب يک n فرد مقادير به�ازای که ديد می�توان سادگی به که می�رسيم (2, 2, . . . , 2)
هر برای که کرد بررسی می�توان سادگی به و باشد n+ 1 برابر آنها از يکی و ۱ برابر aiها از تا n− 1 بايد

می�آيد: به�دست جواب n تعداد به ،n مانند طبيعی عدد

(n+ 1, 1, 1, . . . , 1)

(1, n+ 1, 1, . . . , 1)

...

(1, 1, 1, . . . , n+ 1)

و بود خواهند فرد اعدادی d2
4 و d2

3 ،d2
2 ،d2

1 اين�صورت، غير در است. زوج عددی n که می�کنيم ادعا .۴
.d2 = 2 و d1 = 1 بنابراين، دارد. تناقض n بودن فرد با که است زوج عددی d2

1 + · · ·+ d2
4

2m + 1 d3،آنگاه = 2α(2m + 1) اگر واقع، در اول. عددی يا است ۴ يا d3 که می�کنيم ادعا اکنون،
تعريف به توجه با و d3 = 2α که می�دهد نتيجه که 2m + 1 = 1 يا پس، بود. خواهد n عليه مقسوم
n عليه مقسوم کوچکترين d3 که اين به توجه با صورت، اين در که α = 0 يا d3 = 4 می�شود نتيجه d3

باشد. اول عددی بايد d3 است، ۲ از بعد
صورت، اين در ،d3 = 4 کنيد، فرض اول. حالت

n = 1 + 4 + 16 + d2
4

بررسی می�توان آسانی به .d4 = 21 يا d4 = 7 بنابراين، .d4|21 می�شود نتيجه d4|d2
4 و d4|n چون پس،

نيستند. قابل�قبول آمده، به�دست n = 442 و n = 70 جوابهای که کرد
ايجاب n = 5 + p2 + d2

4 تساوی حالت، اين در باشد. اول عددی p و d3 = p کنيد، فرض دوم. حالت
به�دست n = 30 و d3 = 3 آنگاه d4 = 4 اگر .d4 = 2p يا d4 = 4 پس، باشد. زوج d4 که می�کند

بنابراين، .d4 = 2p پس، نيست. قابل�قبول که می�آيد

n = 1 + 4 + p2 + 4p2 = 5(1 + p2)

صدق نيز اصلی معادله�ی در که می�آيد به�دست n = 130 جواب و p = 5 بنابراين، .p|5 پس، p|n چون و
است. مسئله جواب تنها و می�کند

نتيجه، در و است محاطی ضلعی چهار ABCQ ضلعی چهار مسأله، فرض بنابر .۵

∠QAC = ∠QBC (۱)

۶ ۴از صفحه�ی
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A

BC D

E

P

Q

N

از همچنين
∠AQC + ∠ABC = 180◦

می�شود نتيجه
∠ABC = ∠CQN

دو CQN و EBD مثلث دو .QC = QN که است (Q به (نزديک AQ روی نقطه�ای N اينجا، در
داريم: يعنی، است؛ مساوی نيز آنها رأس زاويه�ی که هستند متساوی�الساقين مثلث

∠CNQ = ∠DEB (۲)
است، محاطی EBDP ضلعی چهار چون حال،

∠BPD = ∠DEB = ∠CNQ (۳)
می�کنيم: جمع هم با را (۳) و (۱) رابطه�های

∠QAC + ∠CNQ = ∠QBC + ∠DPB

1800 − ∠NCA = 1800 − ∠PDB

∠NCA = ∠PDB (۴)
برابرند. ACN و BDP مثلث دو که می�شود نتيجه ،AC = BD تساوی و (۴) و (۱) رابطه�های از حال،

پس،
BP = AN = AQ = QN (۵)

است. مسئله حکم همان که BP = AQ+QC می�شود نتيجه ،QN = QC چون و

کنيد توجه .C = (c1, . . . , cn) و B = (b1, . . . , bn) ،A = (a1, . . . , an) کنيد فرض الف) .۶
در کنيم)، تبديل صفر به يک از و يک به صفر از (يعنی دهيم تغيير را ci و bi ،ai مو�لفه�ی سه هر اگر که
فرض می�توان مسئله، کليت از شدن کم بدون پس، نمی�شود. ايجاد تغييری دنباله�ها اين دوبه�دوی فاصله�ی

کنيد فرض همچنين .A = (0, 0, . . . , 0) که کرد
B′ = {i|1 ≤ i ≤ n, bi = 1}

C ′ = {i|1 ≤ i ≤ n, ci = 1}

۶ ۵از صفحه�ی
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|B′∆C ′| برابر B و C فاصله�ی و |C ′| ،|B′| برابر به�ترتيب C و B از A فاصله�ی مسأله، فرض بنابر
Y و X از يکی به درست که است اعضايی همه�ی مجموعه�ی مجموعه، دو متقارن تفاضل ،X∆Y ) است

پس، دارند). تعلّق
|B′| = |C ′| = |B′∆C ′| = d

کنيد فرض
x = |B′ − C ′|, y = |C ′ −B′|, z = |B′ ∩ C ′|

اين�صورت، در
x+ y = x+ z = y + z = d (∗)

است. زوج d درنتيجه است. زوج 3d بنابراين، و 3d = 2(x+ y + z) پس،
که می�شود نتيجه ،(∗) دستگاه از ب)

x = y = z =
d

2

آنگاه ،D′ = B′ ∩ C ′ دهيم قرار اگر حال

|D′ ∩B′| = x =
d

2

|D′ ∩ C ′| = y =
d

2

|D′| = z =
d

2
دنباله�ی اگر پس،

D = (d1, . . . , dn)

d
2 برابر C و B ،A از يک هر از D فاصله�ی آنگاه، ،i ∈ D′ اگر فقط و اگر ،di = 1 که بسازيم چنان را

است.

x z y

B C

۶ ۶از صفحه�ی
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۱۳۷۶ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

که کنيد ثابت آنگاه ،3x2
+ x = 4y2

+ y باشيم: داشته که به�طوری باشند طبيعی عدد دو y و x اگر .۱
است. کامل مربع يک x− y

ديگر نقطه�ی P و بوده KN امتداد در نقطه�ای M باشند. مماس C دايره�ی بر KN و KL کنيد فرض .۲
می�گيريم. ML بر N از واصل عمود پای را Q است. KLM مثلث محيطی دايره�ی با C دايره�ی تقاطع

.∠MPQ = 2∠KML کنيد: ثابت

K L

M

N

P

Q

C

يک و +۱ عدد يک فقط ستون و سطر هر در که به�طوری داريم −1 و +1 ،۰ اعداد از n × n جدول يک .۳
می�توان يکديگر با ستونها و يکديگر با سطرها جابه�جايی متناهی تعدادی با کنيد ثابت دارد. وجود -۱ عدد

کرد. عوض ها -۱ با را ها +۱ جای

کنيد: ثابت .x1x2x3x4 = 1 که باشند مثبت حقيقی عدد چهار ،x4 و x3 ،x2 ،x1 کنيد فرض .۴
4

∑

i=1
x3
i
≥ max

{ 4
∑

i=1
xi,

4
∑

i=1

1
xi

}

.({a, b} مجموعه�ی عضو بزرگترين يعنی max{a, b})

قطع D نقطه�ی در را BC ضلع A رأس از شده خارج ارتفاع حاده�اند. C و B زاويه�های ABC مثلث در .۵
قطع F و E نقاط در ترتيب به را AD ارتفاع C و B زاويه�ی دو نيمسازهای کنيد فرض همچنين می�کند.

است. الساقين متساوی ABC مثلث آنگاه ،BE = CF اگر کنيد: ثابت کنند.

۱
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ذکر با را p مقدار بزرگترين باشد، اول عدد يک p =
b

4

√

2a− b

2a+ b
و باشند طبيعی عدد دو b و a اگر .۶

کنيد. پيدا دليل،

۲ ۲از صفحه�ی
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المپياد پانزدهمين دوم مرحله�ی آزمون سؤالات حل راه
کشور رياضی

۱۳۷۶ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

يا و 3(x2 − y2) + (x− y) = y2 با است ارز هم معادله .۱

(x− y)(3(x− y) + 6y + 1) = y2

.p|d که بگيريد درنظر اولی عدد را p ،d > 1 اگر .d = (x− y, 3(x− y) + 6y+ 1) می�دهيم قرار
،p|d چون و p|3(x − y) + 6y درنتيجه .p|y آنجا از و p|y2 داريم قبل رابطه�ی از ،p|x − y چون
چون صورت اين در .d = 1 پس است. غيرممکن که p = 1 بنابراين، .p|3(x − y) + 6y + 1 پس
دو اين حاصل�ضرب و است يک برابر (x− y) و 3(x− y) + (6y + 1) مشترک مقسوم�عليه بزرگترين

می�کند. ثابت را حکم اين و کامل�اند مربع دو هر بنابراين است کامل مربعی عدد

باشد. MN با SP امتداد تقاطع نقطه�ی R و C دايره�ی با ML خط دوم تقاطع نقطه�ی S کنيد فرض .۲

K L

M

N

P

Q

C

SR

که کنيد توجه
∠KPL = ∠KLM = ∠LPS

۱
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و
∠SPM = ∠LPK = ∠KML

پس، است. مماس M در KM بر SMP مثلث محيطی دايره�ی بنابراين،

(RM)2 = RS ·RP = (RN)2

نتيجه، در است. MNQ مثلث محيطی دايره�ی مرکز و MN وسط R يعنی RN؛ = RM بنابراين،

∠MPS = ∠SMR = ∠MQR

بنابراين، و دارند قرار دايره يک روی Q و P ،R ،M پس

∠MPQ = ∠MPS + ∠RPQ = ∠KML+ ∠KML = 2∠KML

عددهای به�ازای حکم کنيم فرض است. بديهی n = 2 به�ازای حکم می�کنيم. ثابت n روی استقرا به را حکم .۳
باشد. درست n از کوچکتر طبيعی

از {βi} و {αi} دنباله�های حال می�دهيم. نشان A(a, b) با را جدول b ستون و a سطر در واقع درايه�ی
می�کنيم: تعريف چنين را 1 ≤ βi ≤ n و 1 ≤ αi ≤ n شرط با طبيعی اعداد

A(α1, β1) = −1, A(αi, βi) = −1, A(αi+1, βi) = 1

تعريف يکتا طور به βiها و αiها دارد وجود -۱ عدد يک و ۱ عدد يک فقط ستون هر و سطر هر در (چون
طبيعی عددهای کنند، اختيار می�توانند را متمايز مقدار n فقط {αi} دنباله�ی عضوهای چون اما می�شوند)

از اين�صورت، در .αk = αe که دارند وجود e < k به�طوری e و k

A(αk, βk−1) = A(αe, βe−1) = 1

از سپس و βk−1 = βe−1 می�شود نتيجه

A(αk−1, βk−1) = A(αe−1, βe−1) = 1

و α1 = αk−e+1 کنيم ثابت و دهيم ادامه می�توانيم ترتيب همين به و αk−1 = βe−1 می�شود نتيجه
.β1 = βk−e+1

است. درست استقرا با حکم k − e < n اگر حال
ستونهای و سطرها شماره�ی از جايگشتی β1, . . . , βn و α1, α2, . . . , αn آنگاه k − e = n اگر
دنباله�ی به α1, . . . , αn دنباله�ی که کنيم جابه�جا طوری را جدول سطرهای است کافی پس جدول�اند.
β1, . . . , βn دنباله�ی که کنيم جابه�جا طوری را جدول ستونهای سپس و شود ,α1تبديل αn, αn−1, . . . , α2

شود. تبديل βn, βn−1, . . . , β1 دنباله�ی به

که کنيد توجه .۴
∑4

i=1 xi
3 = 1

3 (x13 + x23 + x33) + 1
3 (x13 + x23 + x43)

+ 1
3 (x13 + x33 + x43) + 1

3 (x23 + x33 + x43)

هندسی ـ� حسابی ميانگين نامساوی بنابر

x13 + x23 + x33

3 ≥ 3
√

x13x23x33 =
1
x4

.

۴ ۲از صفحه�ی
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می�شود نتيجه ،
∑4

i=1 x
3
i مجموع ديگر جمله�های بر نامساوی اين اعمال با ترتيب به�همين

4
∑

i=1
xi

3 ≥
4
∑

i=1

1
xi

بنويسيم می�توانيم توانی نامساوی به توجه با ديگر، قسمت اثبات برای

1
4

4
∑

i=1
xi

3 ≥

(

∑4
i=1 xi

4

)3

.

.(
∑4

i=1 xi)
3 ≥ 16

∑4
i=1 xi کنيم ثابت است کافی پس .

∑

xi
3 ≥ 1

16 (
∑

xi)
3 با است ارز هم که

هندسی حسابی�ـ� نامساوی به توجه با نيز اين و
∑4

i=1 xi ≥ 4 کنيم ثابت بايد پس
∑4

i=1 xi > 0 چون
است. روشن Π4

i=1xi = 1 تساوی و

در .AB < AC مثلاً نباشد، متساوی�الساقين ABC مثلث کنيد فرض می�کنيم. استفاده خلف برهان از .۵
بود. خواهد C و D بين B′ باشد، D به نسبت B قرينه�ی B′ اگر پس .BD < CD اين�صورت
B′E < CE ≤ CF می�شود نتيجه اين�صورت در زيرا باشد D و F بين نمی�تواند E نقطه�ی

A

B CD

E

F
X

B 0

و A بين E پس است. فرض خلاف که است BE < CF گرفت نتيجه می�توان BE = B′E چون و
نيمساز روی X می�کنند. قطع X مانند نقطه�ای در را يکديگر FC و EB′ پاره�خط دو درنتيجه است. F
از پس دارد. قرار ∠AB′D نيمساز روی X ضمناً است. فاصله يک به DC و AC از X پس است. ∠C
عمود خط کنيم، عمود AC به X از اگر زيرا است ناممکن اين ولی است. فاصله يک به نيز DC و AB′

فاصله�ی از بيشتر AC تا X فاصله�ی پس می�کند. قطع را AB′ ،AC با برخورد از قبل X از شده خارج
باشند. برابر بايد فاصله دو اين بالا استدلال بنابر ولی است. AB′ تا X

قرار . 4p2

c2 = a−c
a+c

يعنی .p = c
2

√

a−c
a+c

آنگاه b = 2c اگر است. زوج عددی b که است روشن .۶
داشت خواهيم آنگاه (a − c, a + c) = k اگر حال .(m,n) = 1 که 4p2

c2 = m2

n2 می�دهيم
نتيجه ،2p = cm

n
داشتيم چون و 2c = k(n2 − m2) پس .a − c = kn2 و a + c = km2

.4p = k(n2
−m2)m
n

می�شود
.8|n2 −m2 آنگاه باشند فرد دو هر n و m اگر است. فرد آنها از يکی فقط يا فردند دو هر يا n و m حال
2c = k(n2 − m2) رابطه�ی از باشند متفاوت زوجيت دارای n و m اگر .p = 2 پس .8|4p پس
پس .n|k می�شود نتيجه (n2 −m2, n) = 1 چون و .k = 2r پس است. زوج k که می�شود نتيجه

۴ ۳از صفحه�ی
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چهار حاصل�ضرب به�صورت شکل دو به فقط 2p اما .2p = s(n−m)(n+m)m بنابراين، .r = ns

نمی�گيريم) درنظر را (ترتيب می�شود نوشته صحيح عدد

2p = 2p× 1 × 1 × 1, 2p = p× 2 × 1 × 1

اگر حال
(n−m)(n+m)m = 2p× 1 × 1 × 1

پس .n−m = 1 و m = 1 ،n+m = 2p بنابراين، n+m = 2p پس n+m > m چون آنگاه
اين�صورت در زيرا n +m = 2 باشيم داشته نمی�توانيم حالت اين در نتيجه، در .n +m = 3 ̸= 2p
و m = 2 اگر .n +m = p پس است. ناممکن که n −m = 0 و n = m = 1 می�شود نتيجه
n−m = 2 به�ازای و p = 3 می�شود نتيجه n−m = 1 m = 1 اگر و p = 5 آنگاه n−m = 1

است. p مقدار بزرگترين p = 5 پس نيست. ممکن که p = 4 می�شود نتيجه

۴ ۴از صفحه�ی
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۱۳۷۵ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

می�کنند: صدق زير رابطه�ی در که باشند مثبت حقيقی عدد سه c و b ،a کنيد فرض .۱

(a2 + b
2 + c

2)
2
> 2(a4 + b

4 + c
4)

باشند. مثلث يک اضلاع می�توانند c و b ،a کنيد ثابت

که، به�طوری باشند طبيعی اعدادی d و c ،b ،a کنيد فرض .۲

ab = cd

باشد؟ اول عددی می�تواند S = a+ b+ c+ d آيا

مثلثهای که به�طوری می�گيريم نظر در ABC مثلث خارج E و D مانند نقاطی است. مفروض ABC مثلث .۳
.(∠E = 900 و ∠D = 900) باشند متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی AEC و ADB

است. الساقين متساوی قائم�الزاويه�ی نيز DFE مثلث کنيد ثابت باشد BC ضلع وسط نقطه�ی F اگر

کنيد ثابت گرفته�اند. قرار دلخواه به�طور متمايز لزوماً نه آبی نقطه�ی n و قرمز نقطه�ی n راست خط يک روی .۴
نيست. کمتر يکسان رنگهای با نقاط دوبه�دو فواصل مجموع از متفاوت رنگهای با نقاط دوبه�دو فواصل مجموع

۱
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کشور رياضی المپياد

۱۳۷۵ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

با است معادل شده داده نابرابری که کرد ثابت می�توان آسانی به .۱

(a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a)(a+ b+ c) > 0

جمله�های اين�صورت، در .a ≤ b ≤ c کنيد فرض مسأله کليت از شدن کم بدون باشد، برقرار رابطه اين اگر
همان اين و a + b > c يعنی باشد. مثبت بايد نيز اول جمله�ی بنابراين مثبت�اند. چهارم و سوم دوم،

برقرارند. روشنی به نيز مثلث ديگر نابرابری دو است. مثلث نابرابری

می�کنيم. ثابت و بيان را زير لم ابتدا .۲
t و z ،y ،x طبيعی عددهای آنگاه ،ab = cd که به�طوری باشند طبيعی عددهايی d و c ،b ،a اگر لم.

که دارند وجود
a = xy, b = zt, c = xz, d = yt

نشان را n و m مشترک مقسوم�عليه بزرگترين (m,n) اين�جا در (که x = (a, c) که کنيد فرض برهان.
و a′|c′d پس a′|a′b چون .a′b = c′d اين�صورت، در .c = xc′ و a = xa′ کنيد فرض می�دهد).
معادله در جايگذاری با و b = c′v مشابه دليل به .d = a′u بنابراين، .a′|d پس (a′, c′) = 1 چون

□.t = u = v و z = c′ ،y = a′ دهيم قرار است کافی حال .u = v می�شود نتيجه
بالا، لم بنابر حال

a+ b+ c+ d = xy + zt+ xz + yt = (x+ t)(y + z)

است. مرکب عددی S بنابراين، و

می�کنيم. بنا AC و AB اضلاع روی را APQC و AMNB مربع دو اثبات، برای .۳

۱
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A

B C

D E

F

P

Q

M

N

روشن می�گيريم. درنظر را ACM و ABP مثلث دو حال مربع�اند. دو اين مراکز F و E که است واضح
که است

AB = AM, AC = AP, ∠MAC = ∠BAP

.BP = MC بنابراين مساوی�اند. مثلث دو اين پس
به AMC مثلث دوران از ABP مثلث که است روشن ،AP⊥AC و AM⊥AB اينکه به توجه با

.MC⊥BP بنابراين می�آيد. به�دست 900 اندازه�ی
BP موازی EF بنابراين است کرده وصل هم به را BCP مثلث ضلع دو وسطهای FE که است روشن
MC و BP چون است. آن نصف برابر و MC موازی نيز FD مشابه دليل به است. آن نصف برابر و
ثابت را مسأله حکم اين و عمودند هم بر و برابر نيز FE و DF که می�شود نتيجه هم�اند، بر عمود و مساوی

می�کند.

نقطه�ی دهند. نمايش را آبی نقاط Bn و . . . ،B2 ،B1 و قرمز نقاط An و . . . ،A2 ،A1 که کنيد فرض .۴
(i = 1, 2, . . . , n) bi = و ai = |OAi| می�دهيم قرار و می�کنيم انتخاب خط اين روی را O دلخواه

که کرد فرض می�توان مسأله کليت از شدن کاسته بدون .|OBi|

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an

و
b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn

بنويسيم می�توانيم اکنون
∑

i<j

|ai − aj |+
∑

i<j

|bi − bj | =
∑

i<j

(aj − ai) +
∑

i<j

(bj − bi)

=
∑

i<j

(aj − bi) +
∑

i<j

(bj − ai)

≤
∑

i<j

|aj − bi|+
∑

i<j

|bj − aj |

≤
∑

i,j

|ai − bj |.

۳ ۲از صفحه�ی
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است. مسأله حکم همان دقيقاً اين و
بگيريم، درنظر نيز اقليدسی بعدی nـ� فضای يک در بگيريم، خط روی اينکه به�جای را نقاط اگر يادداشت.
مسأله خاص حالت اين برای لوی قضيه�ی بستن به�کار با مطلب اين بود. خواهد درست مسأله حکم کماکان

می�کنيم بيان را قضيه اين می�شود. نتيجه کرديم بررسی که
که کنيد فرض قضيه.

(1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ r)aij , (1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ r)bij

نابرابری اگر باشند. دلخواه و حقيقی اعدادی

p
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

j=1
aijvj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

q
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

j=1
bijvj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ضرب فضای يک بردارهای برای نابرابری اين آنگاه باشد، درست (1 ≤ j ≤ r)vj حقيقی مقادير برای
ماند. خواهد برقرار نيز (Rn (مانند حقيقی داخلی

۳ ۳از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد دوره سیزدهمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور

١٣٧۴ ماه آذر برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

B = {y۱, y۲, . . . , yn} و A = {x۱, x۲, . . . , xn} مجموعۀ دو ،n ⩾۳ طبیعی عدد هر برای دهید نشان .١
که طوری به دارد وجود صحیح اعداد از

A∩B =∅ (۱)
x۱+x۲+·· ·+xn = y۱+ y۲+·· ·+ yn (۲)
x۲
۱ +x۲

۲ +·· ·+x۲
n = y۲۱ + y۲۲ +·· ·+ y۲n (۳)

L خط قرینه�های مفروضند. مثلث صفحۀ در واقع L خط و هستند حاده آن زوایای که ABC مثلث .٢
کنند. قطع C ′ و B ′ ،A′ در را یکدیگر تا می�آوریم به�دست ABC مثلث اضلاع از هریک به نسبت را

می�گیرد. قرار ABC مثلث محیطی دایرۀ روی A′B ′C ′ مثلث داخلی محاطی دایرۀ مرکز کنید ثابت
می�دهد. دست مهمانان از دیگر نفر ۳k +۶ با دقیقاً نفر هر کرده�اند. شرکت مهمانی یک در نفر ۱۲k .٣
تعداد است. ثابت عددی می�دهند، دست نفر دو هر دوی) (هر با که افرادی تعداد می�دانیم همچنین

کنید. تعیین را مهمانی این در کننده شرکت افراد
برحسب می�توان را طبیعی عدد هر که کنید ثابت .S = {۲m۳n | m,n ∈ N∪ {۰} } کنید فرض .۴
مثلا) نباشد. دیگری عامل از مضربی جمع عوامل از هیچ�یک که نوشت S متمایزِ اعضای حاصلجمع

.(۱۹=۹+۶+۴

داریم: n ⩾ ۰ صحیح عدد هر به�ازای که کنید ثابت .۵
⌈p

n +
p

n +۱+
p

n +۲
⌉

=
⌈p

۹n +۸
⌉

است. آن با مساوی یا x از بزرگتر که است صحیحی عدد کوچکترین ،⌈x⌉ از منظور
،BC D مثلث�های محیطی دوایر مراکز به�ترتیب D ′ و C ′ ،B ′ ،A′ کنید فرض ABC D چهاروجهی در .۶
S(X ,Y Z ) به می�شود، عمود Y Z خط بر X نقطۀ از که را صفحه�ای اگر باشند. ABC و D AB ،C D A

،S(A,C ′D ′) صفحه چهار نباشند صفحه یک در D ′ و C ′ ،B ′ ،A′ چنانچه کنید ثابت دهیم نمایش
می�گذرند. نقطه یک از S(D,B ′C ′) و S(C , A′B ′) ،S(B , A′D ′)

١
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المپیاد دوره دوازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور ریاضی

۱۳۷۳ ماه دی برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

یا ۷ در را مثلث اضلاع خطها این و می آید به دست موازی خط زوج دو برخورد از متوازی الاضلاع هر .۱
نقطه دو ضلع دو واقع در برسند) به هم ضلع یک روی خط دو است ممکن (زیرا می کنند قطع نقطه ۸
روی نقطه ۴ یا ۳ و ضلع یک انتخاب با متوازی الاضلاع هر لذا نقطه، ۴ یا ۳ ضلع یک و دارند تقاطع

داریم است، موجود نقطه n +۱ ضلع هر روی چون می شود، مشخص آن

متوازی الاضلاعها ×۳=تعداد

((

n +۱

۴

)

+

(

n +۱

۳

))

=۳×

(

n +۲

۴

)

1

2

3

45

6

7

1

2

3

4

5 6

7

8

A

B C

D
E

O

M

X

.۲

۱
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ریاضی المپیاد دوازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل
برابرند DOE و OD X مثلث دو آنگاه کند، قطع X در را AB تا می کنیم رسم را BC عمودمنصف

داریم باشد، BC = a و B X = BE = k اگر پس است، متساوی الساقین BOD مثلث و (زض ز)
∠B XC =۳۶۰◦−۶α=⇒∠BC X =۳α−۹۰◦

و
∠BEC =۵α−۱۸۰◦ و ∠BC A =۲۷۰◦−۴α

می گوییم B XC مثلث در حال
k < a =⇒۳α−۹۰◦ <۳۶۰◦−۶α=⇒α<۵۰◦

داریم EBC مثلث در و
k < a =⇒۲۷۰◦−۴α<۵α−۱۸۰◦ =⇒α>۵۰◦

می شود. درجه ۵۰ برابر α زاویۀ لذا می شود، حاصل مشابهی تناقض نیز k > a برای ترتیب به همین
است. ثابت تابع̟ ، f می کنیم ادعا .۳

f (۱) = f

(

۱+۲

۳

)

= f (۱)+ f (۲)۲=⇒ f (۱) = f (۲)

f (۲) = f

(

۳+۳

۳

)

=
f (۳)+ f (۳)

۲
=⇒ f (۲) = f (۳)

کنید فرض
f (۱) = f (۲) = ·· · = f (۳k)

پس

f (۲) = f (k +۱) = f

(

۳k +۱+۲

۲

)

=
f (۳k +۱)+ f (۲)

۲

=⇒ f (۳k +۱) = f (۲)

f (۱) = f (k +۱) = f

(

۳k +۲+۱

۳

)

=
f (۳k +۲)+ f (۱)

۲

=⇒ f (۳k +۲) = f (۱)

f (۳) = f (k +۲) = f

(

۳k +۳+۳

۳

)

=
f (۳k +۳)+ f (۳)

۲

=⇒ f (۳k +۳) = f (۳)

نتیجه در
f (۱) = f (۲) = f (۳) = ·· · = f (۳k) =

f (۳k +۱) = f (۳k +۲) = f (۳k +۳)

۴ ۲از صفحه ی
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پس −x +۳> ۰ آنگاه x < ۰ اگر است، ثابت مثبت و صحیح اعداد روی f پس

f (۱) = f

(

x + (−x +۳)

۳

)

=
f (x)+ f (−x +۳)

۲

=
f (x)+ f (۱)

۲

است. ثابت f و f (x) = f (۱) پس
که باشند موجود bi و b j اگر باشد iام رقم تکرار تعداد bi کنید فرض .۴

bi ≡ b j ̸≡ ۰ (mod ۳)

f (i ) به جای و می دهیم ادامه ارقام بقیۀ روی را روند این ، f (i ) =۷ و f ( j ) =۸ می کنیم تعریف آنگاه
باقیمانده ارقام تعداد یا روند این اتمام از بعد می دهیم، قرار را ۲ و ۱ و ،۵ و ۴ به ترتیب f ( j ) و
اول حالت در .al ≡۲ و ak ≡۱ که موجودند al یک و ak یک فقط یا است ۴ مساوی یا کوچکتر
خواهیم جایگزین ۳ و ۰ با را l و k دوم حالت در و می کنیم جایگزین ۹ و ۶ ،۳ ،۰ با را باقیمانده ارقام

است. واضح مسأله شرطهای برقراری می کنیم)، جایگزین غیرصفر با را اول رقم حالت هر (در کرد
مثلث دو متناظر اضلاع که می شود دیده به راحتی می گیریم، M N P ارتفاعی مثلث را M ′N ′P ′ .۵
نسبت مرکزی تجانس با مثلث دو که دارد وجود G مانند نقطه یک پس موازیند، ABC و M ′N ′P ′

می شوند. تبدیل هم به به آن،

A

B C
M

N

P
M 0

N0 P0

M 00

N00 P00

H
I

قرار راست خط یک روی G و (ABC محاطی دایره (مرکز I ،P ′N ′M ′ داخلی محاطی دایرۀ مرکز پس
روی نیز O و G ،M ′N ′P ′ محیطی دایرۀ مرکز همچنین هستند، خط یک روی G و I ،H یعنی دارند،
به هم H مرکز به تجانس با M ′′N ′′P ′′ و M ′N ′P ′ مثلث دو که می کنیم توجه حال واقعند، خط یک
M ′′N ′′P ′′ محیطی دایرۀ مرکز و (O′ نقطۀ (مثلا˹ M ′N ′P ′ محیطی دایرۀ مرکز پس می شوند. تبدیل

می شوند. واقع خط یک روی H و ،(I (نقطۀ

۴ ۳از صفحه ی
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دارند. قرار خط یک روی O′ و O ،H ،I ،G که شد ثابت پس
داشت: خواهیم پس ،۲k | m که است واضح .۶

۲m
−۱= t۲

k

−۱

داریم حال است. زوج t و t >۳ آن در که

۲m
−۱= t۲

k

−۱= (t −۱)

k−۱
∏

i=۰

(

t۲
i

+۱
)

هم به نسبت دوبه دو و هستند t۲
i
+۱ و t −۱ شکل به که است عامل k +۱ دارای ۲m −۱ یعنی

.P ∤ n و ∃p, p |۲m −۱ پس است اول عامل k دارای n ولی اولند

۴ ۴از صفحه ی
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ریاضی المپیاد دوره دوازدهمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور

١٣٧٣ ماه بهمن برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

تقسیم نقطه هر از .(n ⩾ ۲) کرده�ایم تقسیم مساوی قسمت n به را ضلع هر ABC دلخواه مثلث در .١
حاصل زیر شکل n = ۳ برای مثلا می�کنیم. رسم دیگر ضلع دو موازات به خطوطی ضلع، هر روی

می�شود.
کنید. مشخص را آمده به�وجود متوازی�الاضلاعهای تعداد n ⩾۲ هر برای

A

B C

است؟ درجه چند α زاویۀ است. دایره مرکز O نقطۀ شکل در .٢

�

�
�

A

B
C

D E

O

١
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ریاضی المپیاد دوره دوازدهمین دوم مرحله�ی آزمون
پیدا طوری را f : Z− {۰} → Q توابع تمام گویاست. اعداد مجموعۀ Q و صحیح اعداد مجموعۀ Z .٣

کنند. صدق زیر تابعی معادلۀ در که کنید

f
( x + y

۳

)

=
f (x)+ f (y)

۲

مانند یک�به�یک تابعی کنید ثابت باشد رقمی n عدد یک a۱ . . . an اگر .۴
f : {۰,۱, . . . ,۹} → {۰,۱, . . . ,۹}

باشد. بخشپذیر ٣ بر f (a۱) . . . f (an) و f (a۱) ̸= ۰ که طوری به دارد وجود
با ABC داخلی محاطی دایرۀ تماس نقاط به�ترتیب P و N ،M نقاط ABC مثلث در کنید فرض .۵
]مثلث محیطی دایرۀ مرکز ،M N P مثلث ارتفاعی مرکز کنید ثابت باشند. BC و AC ،AB اضلاع

دارند. قرار راست خط یک روی ABC مثلث محاطی دایرۀ مرکز و ]ABC

و ]هستند[) اول اعداد piها ) n =
k
∏

i=۱
p
αi

i
باشیم داشته و باشد فرد n >۳ اگر .۶

m = n

(

۱−
۱

p۱

)(

۱−
۱

p۲

)

· · ·

(

۱−
۱

pk

)

.p ∤ n ولی p |۲m −۱ که طوری به دارد وجود p مانند اولی عدد دهید نشان

٢ ٢از صفحه�ی
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المپیاد دوره یازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور ریاضی

۱۳۷۲ ماه بهمن برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

.p ≡±۱ (mod ۶) پس است اول عددی p چون .۱
۷۶ ≡۱ ۶۶ ≡۱ (mod ۴۳)

۷۶k ≡۱ ۶۶k ≡۱ (mod ۴۳)

۷≡۱+۶=⇒۷۶k+۱ ≡۶۶k+۱+۱ (mod ۴۳)

۷۵ ≡۶۵+۱ (mod ۴۳)

=⇒۷۶t+۵ ≡۷۵ ≡۱+۶۵ ≡۱+۶۵+۶t (mod ۴۳)

=⇒۷p ≡۶p +۱ (mod ۴۳) p هر برای
که می کنیم فرض می گیریم. نظر در را ABC متساوی الاضلاع مثلث است. غلط شرط .۲

a = b = c =۱, x = y =
p
۳

۳
, z =

p
۲۱

۳

ترتیب همین به .S۱ =
p
۳
/

۱۲ با است برابر آن که مساحت دارد وجود z و y ،a اضلاع به مثلثی
اما دارد. وجود p

۳
/

۱۲ مساحت و y و x ،c و p
۳
/

۱۲ مساحت و z و x ،b اضلاع به مثلثهایی
درون باید که PC طول زیرا PC = z و PB = y ،PA = x که یافت ABC داخل را P نمی توان

است. بیشتر ،۱ یعنی مثلث ضلع بزرگترین طول از باشد مثلث
یکی در اعداد این از تا دو می گیریم. نظر در را r n+r و . . . ،r n+۱ ،r n اعداد ،m ⩾ r n+r اگر .۳

پس دارند قرار Aiها از
a,b ∈ Ai

a > b

}

=⇒
a

b
=

r n + i

r n + j
⩽

r n + r

r n
=۱+

۱

n

می آوریم. مثال یک m = r n + r −۱ برای

۱
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ریاضی المپیاد یازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل
می کنیم تعریف ۱⩽ i ⩽ r هر برای

Ai = { x | x ≡ i (mod i ) }

اگر .a > b که می گیریم Ai از عضو دو را b و a هستند. مسأله شرایط دارای Aiها می کنیم ادعا
.b = l r + i و a = kr + i که طوری به دارند وجود l و k ،i ̸= r

a

b
=

kr + i

l r + i
⩾

(l +۱)r

lr + i
=۱+

r

lr + i

⩾۱+
r

lr
=۱+

۱

l

>۱+
۱

n

.b = l r و a = kr که دارند وجود l و k ،r = i اگر
a

b
=

kr

lr
=

k

l
⩾

l +۱

l
=۱+

۱

l

>۱+
۱

n

نمی شود. برقرار حکم و است بیشتر نیز ۱+ ۱
n

از باشد، ۱ از بزرگتر a
b

اگر صورت هر در پس
.m = r (n +۱) پس

است. حل قابل مسأله پاره خط n −۱ با که می دهد نشان شکل .n −۱ الف) .۴

بدیهی مسأله n =۲ برای می کنیم. ثابت n روی استقرا با است لازم پاره خط n−۱ اقلا˹ که را ادعا این
دارای که را Ak+۱ و . . . ،A۲ ،A۱ نقطۀ k +۱ اکنون باشد. درست n = k برای کنیم فرض است
این در باشد. k از کمتر شکل پاره خطهای کل تعداد که طوری به می گیریم نظر در باشند مسأله شرایط
این و نقطه این اگر (چرا؟). است شده وصل پاره خط یک فقط نقاط این از یکی به کم دستِ صورت
از کمتر با که مسأله) شرایط حفظ (با داشت خواهیم نقطه k نتیجه در کنیم حذف شکل از را پاره خط

استقراست. فرض مخالف که شده اند وصل هم به پاره خط k −۱

می شود. برقرار مسأله شرایط پاره خط دو کردن اضافه با شکل به توجه با ب)  

۴ ۲از صفحه ی
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A1

A2

A3

A4

A5

A6
شود برقرار مسأله شرایط پاره خط یک کردن اضافه با اگر ولی کنیم اضافه پاره خط͋ی به وضوح باید اولا˗
هستند. A۱A۴ یا A۱A۳ شکل) تقارن به توجه (با پاره خطها این شود کاسته مسأله کلیت از اینکه بدون
پاره خط یک تنها کردن اضافه با پس نیستند. مسأله شرایط دارای A۵ و A۲ نقاط صورت دو هر در که

کرد. برقرار را مسأله شرایط نمی توان
صفحۀ می کنیم. رسم D۱ با موازی را ∆ خط M از می گیریم. نظر در D۲ روی را M دلخواه نقطۀ .۵
P تقاطع محل می دهیم. قطع ،(Q) ،D۱ و ∆ فاصلۀ هم صفحۀ با را (P ) ،∆ و D۲ بین زاویۀ نیمساز
است فاصله یک به ∆ و D۲ از است P در A چون باشد δ از نقطه ای A اگر . می نامیم δ را Q و
فاصله یک به D۱ و D۲ از δ نقطۀ هر پس است. فاصله یک به D۲ و ∆ از است Q در A چون و

می آید. به دست خط بینهایت M دادن تغییر با است.
n را f درجۀ اگر می دهیم. انجام مخرج و صورت درجات مجموع روی استقرا با را اثبات اول. روش .۶
،m+n =۱ اگر .(n ⩾m می کنیم (فرض می شود انجام m+n روی استقرا بگیریم m را g درجه و

است. زیر صورت دو از یکی به f است. واضح حکم
f (x)

g (x)
=

p

q
(x +a)

f (x)

g (x)
=

p

q(x +a)

است. درست m+n برای می کنیم ثابت باشد. درست m+n از کمتر اعداد همه برای حکم کنیم فرض
پس f (x)

g (x)
− f (x۰)

g (x۰)
می گیریم را t (x) و گویاست f (x)

g (x)
که می گیریم اعدادی از یکی را x۰

t (x۰) =
f (x۰)

g (x۰)
−

f (x۰)

g (x۰)
= ۰=⇒ (x −x۰) | t (x۰)

f (x)g (x۰)− f (x۰)g (x)

g (x۰)g (x)
= t (x) = (x −x۰)u(x)

مجموع و گویاست.) هم x−x۰ (زیرا می شود. گویا گویاست t که گویایی اعداد از هریک به ازای u(x۰)

چندجمله ای دو q و p که u(x) = p(x)
q(x)

پس است. m +n −۱ برابر u مخرج و صورت درجه های
اما هستند. گویا ضرایب با

f (x)

g (x)
= t (x)+

f (x۰)

g (x۰)

۴ ۳از صفحه ی
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= (x −x۰)u(x)+
f (x۰)

g (x۰)

=
(x −x۰) p(x)+

(

f (x۰)/g (x۰)
)

q(x))

q(x)

می گیریم، نظر در می کند صدق شرایط در که را g

f
، f

g
جای به بود، کمتر مخرج درجۀ از صورت درجۀ اگر

می دهیم. ادامه را کار و
n+m+۱ به ازای f

g
اگر می کنیم ثابت باشد. m درجۀ از g و n درجۀ از f می کنیم فرض دوم. روش

نوشت. گویا ضرایب با چندجمله ای دو تقسیم صورت به می توان را f
g

آنگاه شود گویا گویا، مقدار
n = deg( f ),m = deg(g ), t = n +m +۱

α۱, . . . ,αt ∈Q,
f

g
(α۱), . . . ,

f

g
(αt ) ∈Q,

f

g
(αi ) =βi

m درجۀ از چندجمله ای یک را q و ۱ برابر درجه بزرگترین ضریب با n درجۀ از چندجمله ای یک را p

که طوری به می گیریم
p(αi ) =βi q(αi ), i =۱, . . . , t

چندجمله ای دو کنیم تقسیم f در xn ضریب بر را g و f اگر زیرا دارند وجود چندجمله ایهایی چنین
می کنند. صدق بالا تساوی t در جدید

p(x) = xn +an−۱xn−۱+·· ·+a۰

q(x) = bm xm +bm−۱xm−۱+·· ·+b۰

معادلات مجموعۀ و
αn

i +an−۱α
n−۱
i +·· ·+a۰ =βi (bmαm

i +bm−۱α
m−۱
i +·· ·+b۰)

دستگاه ضرایب چون و مجهولند) bها j و aها j ) است جواب دارای i =۱,۲, . . . ,m +n −۱ برای
از هستند. گویا q و p ضرایب پس گویاست. ریشۀ دارای دستگاه هستند، گویا

p(αi )

q(αi )
=

f (αi )

g (αi )
, i =۱, . . . ,m +n +۱

می شود نتیجه
pg (αi ) ≡ f q(αi ), i =۱, . . . ,m +n +۱

پس برابرند؛ مقدار m +n +۱ به ازای و است m +n ،pg و f q درجۀ

pg ≡ f q =⇒
p

q
≡

f

g

۴ ۴از صفحه ی
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ریاضی المپیاد دوره یازدهمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور

١٣٧٢ ماه بهمن برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

است. بخشپذیر ۴٣ بر A =۷p
−۶p

−۱ عدد کنید ثابت آنگاه باشد، ٣ از بزرگتر و اول عددی p اگر .١
و لازم شرط که کنید رد یا اثبات است. شده داده S مساحت و c و b ،a اضلاع به ABC مثلث .٢
مثلث رأس سه از آن فاصلۀ که گونه�ای به باشد داشته وجود آن درون P مانند نقطه�ای اینکه برای کافی
به مثلثی ،S۱ مساحت و z و y ،a اضلاع به مثلثی که است آن باشد، z و y ،x ترتیب به مزبور
که باشد داشته وجود S۳ مساحت و y و x ،c اضلاع به مثلثی و S۲ مساحت و z و x ،b اضلاع

.S۱+S۲+S۳ = S

ویژگی این دارای که کنید پیدا را m طبیعی عدد کوچکترین باشند. طبیعی عدد دو r و n می�کنیم فرض .٣
Aiها از یکی در ،Ar و . . . ،A۲ ،A۱ زیرمجموعۀ r به {۱,۲, . . . ,m} مجموعۀ افراز هر برای که باشد

باشد. ۱<
a
b
⩽۱+

۱
n

که گونه�ای به شوند پیدا b و a عدد دو (۱⩽ i ⩽ r )
یک روی نقطه�ای سه هیچ که گونه�ای به شده�اند داده صفحه در An و . . . ،A۲ ،A۱ نقطه n ⩾۲ تعداد .۴
مانند نقطه�ای یا و متصلند هم به Ai A j پاره�خط با یا A j و Ai نقطۀ دو هر و نیستند واقع راست خط

است. متصل نقطه دو این به A j Ak و Ai Ak پاره�خطهای با که دارد وجود Ak

کنید. پیدا را لازم پاره�خطهای تعداد حداقل الف)
پاره�خط چند حداقل باشد، محدب شش�ضلعی یک A۱A۲A۳A۴A۵A۶ و n = ۶ که حالتی در ب)

گردد. برقرار بالا شرایط تا شود افزوده است لازم
نقاط ]همۀ[ که دارد وجود راست خط بینهایت کنید ثابت آنگاه باشند، متنافر خط دو D۲ و D۱ اگر .۵

فاصله�اند. یک به خط دو این از آنها روی
عدد بینهایت برای f (x)

g (x)
کسر که گونه�ای به باشند حقیقی ضرایب با چندجمله�ای دو g (x) و f (x) اگر .۶

ضرایب با چندجمله�ای دو نسبت شکل به می�توان را f (x)

g (x)
کنید ثابت آنگاه گردد، گویا مقداری x گویای

نوشت. گویا

١
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ریاضی المپیاد دوره دهمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور

۱۳۷۱ ماه بهمن برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

A B

C

D

E

I

M

N

.۱
چنان را I M و I N خطوط .∠B IC =۱۳۵◦ پس هستند ∠C و ∠B نیمسازهای C E و BD چون

.∠M I N =۴۵◦ پس .∠B I M =۴۵◦ و ∠C I N =۴۵◦ که می سازیم
پس (زض ز) △I NC =△I DC و △B M I =△BE I که می شود معلوم به سادگی

S(△I MB) = S(△I EB) (۱)
S(△I NC ) = S(△I DC ) (۲)

نیز و
S(△I M N ) =

I M · I N · sin(۱۸۰◦−۱۳۵◦)

۲

=
I E · I D · sin(۱۳۵◦)

۲
= S(△I ED)

(۳)

داشت خواهیم (۳) و (۲) ،(۱) طرفین جمع با
S(△B IC ) = S(△I EB)+S(△I DC )+S(△I ED)

پس
۲S(△B IC ) = S(△BEDC )

۱
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می کنیم ثابت استقرا با .bn = an−۱+ ۱

an−۱
می دهیم قرار .۲

a۱ = b۱ =۲ و an = bn

پس ،an = bn اگر
an+۱ = an +

۱

an−۱+ ۱
an−۱

= an +
۱

an

bn+۱ =
۱

an
+an

از بنابراین .an = an−۱+ ۱
an−۱

پس .an+۱ = bn+۱ پس

a۲
n−۱+۳> a۲

n−۱+
۱

a۲
n−۱

+۲> a۲
n−۱+۲

می شود نتیجه
a۲

i−۱+۳⩾ a۲
i > a۲

i−۱+۲ (۱)
داشت خواهیم n تا ۱ از iهای برای (۱) نامساوی طرفین جمع با
۲n +۱< a۲

n <۳n +۲

pبنابراین،
۲n +۱< an <

p
۳n +۲

داشت خواهیم n =۱۳۷۱ دادن قرار با
۵۲< an <۶۵

بین ارتباط واقعند) رودخانه طرف دو در (که B و A شهرهای بین قایقرانی̖ خط حذف با کنید فرض .۳
نشان S با کرد، آمد و رفت قایق با A از آنها به بتوان که را شهرهایی تمام شود. قطع شهرها این
و باشند چپ) سمت (مثلا˹ دارد قرار A که رودخانه از سمت آن در S از عضو n۱ کنید فرض می دهیم.
دایر S از چپ سمت شهرهای از که قایقرانی خطوط کل تعداد .B ∉ S پس دیگر؛ طرف در عضو n۲

S از راست سمت شهرهای از که قایقرانی خطوط کل تعداد و (n۱−۱)k + (k −۱) مساوی هستند،
پس است. n۲k برابر هستند دایر

(n۱−۱)k + (k −۱) = n۲k

نیست. بخشپذیر k بر چپ طرف و است بخشپذیر k بر راست طرف زیرا ندارد، امکان که
داریم t >۱ به ازای است. برقرار t =۱ به ازای حکم .۴

A =۱t +۲t +·· ·+۹t −۳(۱+۶t +۸t
)

=۲t +۳t +۴t +۵t +۷t +۹t

−۲−۲×۶t −۲×۸t

۴ ۲از صفحه ی
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است. بخشپذیر ۹ بر A بدهیم نشان باید پس است. بخشپذیر ۲ بر به وضوح که
دهیم نشان باید پس ،t >۱ چون

A ≡۲t +۴t +۵t +۷t −۲−۲×۸t

≡ (۷t +۲t
)+ (۵t +۴t

)−۲(۱+۸t
) (mod ۹)

خواهد بخشپذیر a +b بر at +bt (زیرا است. برقرار حکم فرد t حالت در است. بخشپذیر ۹ بر
باشد، زوج t اگر بود.)

A ≡۷(۷t−۱+۲t−۱
)−۵×۲t−۱+۵(۵t−۱+۴t−۱

)

−۴t−۱−۱۶(۸t−۱+۱)+۱۴ (mod ۹)

بنابراین، است. بخشپذیر ۹ بر پرانتز داخل عبارات پس است فرد t −۱ چون
−A ≡۵×۲t−۱+۴t−۱−۱۴

۹≡ (۲t−۱+۷)(۲t−۱−۲)

≡ (۲t+۱+۱+۶)(۲t−۱−۲) (mod ۹)

داشت خواهیم t −۱ بودن فرد بنابر که
۲t−۱−۲≡ ۰,۲t−۱+۱+۶≡ ۰ (mod ۳)

است. بخشپذیر ۱۸ بر پس است بخشپذیر ۲ بر هم و ۹ بر هم A عدد پس A ≡ ۰ یا −A ≡ ۰ پس
پس .∠MDC =∠M AC + ۱

۲∠C داریم ADC مثلث در .۵
۲∠MDC =۲∠M AC +∠C

پس ∠AMB =∠M AC +∠C چون و
۲∠MDC =∠M AC +∠AMB (۱)

بود. خواهد متساوی الساقین BEC مثلث می نامیم. E را AC با ∠B درونی نیمساز برخورد نقطۀ حال

.E H = E M پس می کنیم رسم AB بر را E H عمود E از شد. خواهد BC بر وارد ارتفاع E M پس
داشت خواهیم AE M مثلث در .E A ⩾ E H داریم E H A قائم الزاویۀ مثلث در

E A ⩾ E M =⇒∠E M A ⩾∠M AC

و ۹۰◦ ⩾ ۲∠MDC بنابراین و ۹۰◦ ⩾∠M AC +∠AMB یعنی −◦۹۰؛ AMB ⩾ M AC پس
.۴۵◦ ⩾∠MDC

آنگاه .∠A = ۹۰◦ یعنی ،E H = E A که است برقرار هنگامی ∠MDC = ۴۵◦ تساوی حالت
شد. خواهد ∠C =۳۰◦ و ∠B =۶۰◦

هم ارزی رابطۀ یک رابطه این .a ∼ b ⇐⇒∃i , f i (a) = b می کنیم تعریف چنین X روی را ∼ رابطۀ .۶
زیرا است

. f p (a) = a زیرا a ∼ a الف)  

۴ ۳از صفحه ی
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پس . f i (a) = b که هست i پس a ∼ b اگر ب)  
f p−i

(b) = f p−i
(

f i
(a)

)

= f p
(a) = a

است. برقرار هم تقارنی خاصیت و
که هستند i۲ و i۱ آنگاه b ∼ c و a ∼ b اگر ج)  

b = f i۱ (a)

c = f i۲ (b)

}

=⇒ c = f i۲
(

f i۱ (a)
)

= f i۱+i۲ (a) =⇒ a ∼ c

است. ترایایی فوق رابطۀ پس
از بیش هم ارزی دستۀ یک اگر می گوییم حال می شود. افراز هم ارزی دسته های به X مجموعۀ پس
{ f (a) . . . , f p (a)} مجموعۀ اعضای کنیم ثابت باید یعنی دارد. عضو p حتماً باشد داشته عضو یک
که کرد فرض (می توان که هستند j و i نباشد چنین اگر خلف برهان بنابر متمایزند. (a ̸= f (a))

(۱⩽ j ⩽ p و ۱⩽ i ⩽ p

f i
(a) = f j

(a) =⇒ f i− j
(a) = a

f (a) = نتیجه در .r p + s( j − i ) = ۱ که هستند s و r پس ،p > j − i ⩾ ۱ چون طرفی از
Z است. بخشپذیر p بر هم ارزی دستۀ هر اعضای تعداد پس (. f (a) ̸= a (که f r p+s( j−i )(a) = a

بنابراین می گیریم. عضوی p مجموعه های این سردسته های شامل Y از مجموعه ای زیر را
Y =

∪

a∈Z

Xa =⇒ |Y | =
∑

a∈Z

|Xa | =⇒ p
∣

∣ |y |

۴ ۴از صفحه ی
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کشور ریاضی المپیاد دوره دهمین دوم مرحله�ی آزمون
١٣٧١ ماه بهمن برگزاری: زمان

١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان عباداله دکتر تألیف

و I نقطۀ در را یکدیگر C و B زاویه�های درونی نیمسازهای (∠A =۹۰◦)ABC قائم�الزاویۀ مثلث در .١
برابر دو BC DE چهارضلعی مساحت کنید ثابت می�کنند. قطع E و D در ترتیب به را روبرو ضلعهای

است. B IC مثلث مساحت
دنبالۀ .٢

an+۱ = an +an−۱۱+a۲
n−۱ (n ⩾۱)

که کنید ثابت است. شده داده ،a۱ =۲ و a۰ =۱ که طوری به
۵۲< a۱۳۷۱ <۶۵

خط هر است. دایر شهرها این بین قایقرانی خط چند دارد. وجود شهر چند رودخانه�ای طرفین در .٣
شهر هر از است. دایر دیگر سمت در شهر یک به رودخانه سمت یک از شهر یک بین دقیقاً قایقرانی
قایقها این به�وسیلۀ بتوان شهر دو هر بین اگر است. دایر قایقرانی خط دیگر طرف در شهر k به دقیقاً
دو هر بین می�توان هم باز قایقرانی خطهای این از هریک حذف با که کنید ثابت آنگاه کرد، آمد و رفت

.(k >۱) کرد آمد و رفت قایقرانی، خطوط این از استفاده با شهر
عدد ،t طبیعی عدد هر برای کنید ثابت .۴

A =۱t
+۲t

+·· ·+۹t
−۳(۱+۶t

+۸t
)

است. بخشپذیر ١٨ بر
نقطۀ در را AM میانۀ C زاویۀ درونی نیمساز اگر .∠B =۲∠C و ∠A ⩽۹۰◦ داریم ABC مثلث در .۵
MDC∠؟ =۴۵◦ شرطی چه با .∠MDC ⩽۴۵◦ که کنید ثابت است)، BC وسط M) کند قطع D

f p (x) = ،X در x هر برای که باشد تابعی f : X → X و متناهی مجموعۀ یک X ̸=∅ می�کنیم فرض .۶
و ثابت و اول است عددی p آن در که ،x

f p
(x) = f ◦ f ◦ f ◦ . . .◦ f

︸ ︷︷ ︸

مرتبه p

(x)

است. بخشپذیر p بر Y مجموعۀ عناصر تعداد که کنید ثابت آنگاه ،Y = {x ∈ X | f (x) ̸= x} اگر

١
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ریاضی المپیاد دوره نهمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور

۱۳۷۰ ماه بهمن برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

بنابراین، ,y)؛ x − y) = a می کنیم فرض .۱
y = ba, x − y = ca, (b,c) =۱

نتیجه، در
ab +ac +a۲b۲+a۲c۲+۲a۲bc = ab +a۲b۲+a۳b۳

c +ac۲+ آنگاه ،a ̸= ۰ اگر است. y و x بودن مثبت فرض خ ف که x = y = ۰ آنگاه ،a = ۰ اگر
بنابراین، و a۲ = dc پس .c | a۲ یعنی ،c | a۲b۳ پس .۲abc = a۲b۳

۱+ac +۲ab = db۳

.a۲ = c و d =۱ پس .(d , a) ̸=۱ آنگاه باشد d ̸=۱ اگر و a۲ = dc اما .(d , a) =۱ نتیجه در
{

۱+a۳+۲ab = b۳

c = a۲ =⇒ (b, a۲
) =۱

و b > a می شود نتیجه b۳ =۱+a۳+۲ab از .(a,b) =۱ پس
(b −a)

(

(b −a)
۲+۳ab

)

=۱+۲ab

b −a = s

ab = p

}

=⇒ s(s۲+۳p) =۱+۲

برقرار نمی تواند فوق تساوی نتیجه، در ۲p+۱؛ < ۳p بنابراین، و p > ۱ نتیجه در و a,b ̸= ۱ اما
باشد.

N P ⊂ BC D چون و MQ ∥ N P صورت این در باشد متوازی الاضلاع M N PQ می کنیم فرض الف) .۲
موازی BD و AC یال دو با (p) صفحۀ یعنی M N ∥ AC مشابه دلیل به و (چرا؟) MQ ∥ BD پس
M N PQ که می شود ثابت سهولت به باشد موازی BD و AC یال دو با (p) اگر عکس به است.

است. متوازی الاضلاع

۱
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α

a

x

y

b

c

A

B

C

D

M

N
P

Q

(زاویۀ است ثابت α چون که است بدیهی .SM N PQ = ۱
۲M N ·MQ sinα می نویسیم اکنون ب)  

ماکزیمم M N ·MQ باید نتیجه در و ثابت است مقداری ۱
۲ sinα پس (BD و AC متنافر یال دو بین

داریم گردد.
AM

AB
=

MQ

BD

x

a
=

MQ

c
MQ =

cx

a
B M

AB
=

M N

AC

y

a
=

M N

b
M N =

by

a

نتیجه، در
M N ·MQ =

cx

a
×

by

a
=

bcx y

a۲

AB وسط باید M یعنی باشد x = y که می آید پیش صورتی در x y ماکزیمم پس ،x + y = a چون
است. D A و C D ،BC ،AB وسطهای ماکزیمم مساحت با متوازی الاضلاع رأسهای نهایت در باشد.

داریم باشد لوزی M N PQ اگر ج)  

M N = MQ,
cx

a
=

by

a
,

x

y
=

b

c

صورت این در کند. تقسیم b
c

نسبت به را AB یال M نقطۀ باید یعنی
x

y
=

b

c
,

x + y

y
=

b + c

c
,

a

y
=

b + c

c
, y =

ac

b + c

پس
M N =

by

a
=

b × ac
b+c

a
=

bc

b + c

به ازای نتیجه، در و f (
۱
n

) = ۱
f (n)

= ۱
n

همچنین و (استقرا) f (n) = n و f (۰) = ۰ که است واضح .۳
آنگاه، f (x) = f (y) اگر زیرا است یک به یک f طرفی از . f (r ) = r ،r ∈Q هر

f (y) = f (y −x +x) = f (y −x)+ f (x)

۶ ۲از صفحه ی
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آنگاه y −x =α ̸= ۰ اگر حال . f (y −x) = ۰ نتیجه، در و
f (α) f

(

۱

α

)

=۱

. f (−x) =− f (x) که است واضح همچنین و .y = x بنابراین است. تناقض که ۰= ۱ نتیجه، در و
توجه با رابطه این آنگاه f (x) = f (x۲) اگر که است واضح . f (x۲) = f (x)۲ که می دهیم نشان حال

داریم آنگاه ، f (x) ̸= f (x۲) اگر و است برقرار (x = {۰ یا ۱}) f بودن یک به یک به
۱

f (x)− f (x۲)
=

۱

f (x −x۲)
=

۱

f
(

x(۱−x)
)

= f

(

۱

x(۱−x)

)

= f

(

۱

x
+

۱

۱−x

)

= f

(

۱

x

)

+ f

(

۱

۱−x

)

=
۱

f (x)
+

۱

۱− f (x)

=
۱

f (x)− f (x)۲
=⇒ f (x۲

) = f (x)
۲

برای اینکه به توجه با حال (چرا؟). است صعودی f نتیجه در و f (x) > ۰ آنگاه x > ۰ اگر بنابراین،
عددی تنها x و rn؛ < x < sn ،n هر به ازای که دارد وجود sn و rn مانند گویا اعداد از دنباله دو x هر

داریم می کند، صدق نامساوی آن در که است
rn = f (rn) < f (x) < f (sn) = sn

. f (x) = x نتیجه در
آنگاه x = ۰ اگر .a =۱۳۷۰۶۸۵ می گیریم .۴

A(۰, a), B(۰,−a)

محلʹ .y = x
۲a

+a می شود A در مماس معادلۀ پس y ′ = ۱
۲a

با است برابر A در مماس زاویۀ ضریب
می یابیم. را منحنی با مماس تقاطع̟ دیگر

( x

۲a
+a

)۲
= x۳+x +۱۳۷۰۱۳۷۰

نتیجه، در و x = ۱
۴a۲ پس

C

(

۱

۴a۲
,
۱+۸a۴

۸a۳

)

, D

(

۱

۴a۲
,−

۱+۸a۴

۸a۳

)

پس نیست مماس منحنی بر C در خط این که می کنیم ادعا و می دهیم قطع منحنی با را BC خط حال
زیرا می کنند. قطع را منحنی گویا مختصات با (E ̸= B) E نقطۀ یک در

BC زاویۀ =ضریب

۱+۸a۴

۸a۳ +a

۱
۴a۲

=
۱+۱۶a۴

۲a

۲y y ′ =۳x۲+۱=⇒ y ′ =

۳
۱۶a۴ +۱

۲
(

۱+۸a۴

۸a۳

) =
۳+۱۶a۴

۴a(۱+۸a۴)

۶ ۳از صفحه ی
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که است واضح حال است. C در مماس شیب که
۱+۱۶a۴

۲a
̸=

۳+۱۶a۴

۴a(۱+۸a۴)

۲(۱+۱۶a۴
)(۱+۸a۴

) >۳+۱۶a۴

می کند. قطع گویا مختصات با F مانند دیگری نقطۀ در را منحنی دلیل همین به D A خط همچنین
داریم همرس خط سه هر برای .۵

A′I

I M
+

B ′I

I N
+

C ′I

I P
⩾۶ (۱)

داریم مساحتها گرفتن نظر در با زیرا
I M

M A′
+

I N

N B ′
+

I P

PC ′
=۱

A0

B0 C0

I

M

N
P

کوشی، نامساوی بنابر پس
A′M

I M
+

B ′N

I N
+

C ′P

I P
⩾۹

یا و
A′I+I M

I M
+

B ′I+I N

I N
+

C ′I+I P

I P
=۳+

A′I

I M
+

B ′I

I N
+

C ′I

I P
⩾۹

است. برقرار (۱) رابطۀ نتیجه در و

A

B C

A0

B0

C0

I

M

N
P

۶ ۴از صفحه ی

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره
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A′C ′ که است بدیهی شکل به توجه با می گیریم. C I و B I ،AI پاره خطهای وسطهای را P و N ،M
پس است. I A عمودمنصف B ′C ′ و IC عمودمنصف A′B ′ و I B عمودمنصف

I A′

I M
+

I B ′

I N
+

IC ′

I P
⩾۶

آنجا از و
I A′

I A
+

I B ′

I B
+

IC ′

IC
⩾۳

داریم «اردیش ـمردل» نامساوی طبق اکنون
I A′+ I B ′+ IC ′

⩾۲(I M + I N + I P )

یا
I A′+ I B ′+ IC ′

⩾ I A+ I B + IC

مجموعه های دانشمندان کنید فرض .۶
A = {a۱, a۲, . . . , am},B = {b۱,b۲, . . . ,bn},C = {c۱,c۲, . . . ,cp }

m = n = برای (شکل می کنیم متناظر صفحه روی نقطه ای مجموعه ها اعضای از هریک برای باشند.
جلسه یک در b j مثلا˹ دیگر دانشمند یک با ai مثلا˹ دانشمند یک اگر است). شده داده نشان p = ۳
C و B نقاط از هریک به را A نقاط تمام می کنیم. رسم b j و ai بین خط یک باشد داشته شرکت
مسأله، منظور می نماییم. متصل C نقاط از هریک به را B نقاط از هریک همین طور و می کنیم وصل

است. ai b j ck مانند مثلثهایی به حاصل خطوط افراز

a1 a2 a3

b1

b2

b3 c1

c2

c3

A

B C

باید پس دارد. دربر خط یک دقیقاً {A,C } و {B ,C } ،{A,B} قسمت هر از ai b j ck مثلث هر الف)
پس باشند. مساوی هم با قسمتها این بین خطوط تعداد

mn = mp, mn = np

یعنی
m = n = p

۶ ۵از صفحه ی
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باشند زیر صورت به می توانند مثلثها ب)
a۱b۱c۱, a۱b۲c۲, a۱b۳c۳, . . . , a۳b۳c۳

جلسه یک می آید به دست جدول از که ck با b j و ai ) است مسأله از حالت این حل بیانگر زیر جدول
دارد.) قرار b j سطر و ai ستون در ck داد، خواهند تشکیل

a۱ a۲ a۳

b۱ c۱ c۲ c۳
b۲ c۲ c۳ c۱
b۳ c۳ c۱ c۲

کنیم. استفاده زیر جدول از است کافی نیز کلی حالت در ج)
a۱ a۲ a۳ . . . an−۱ an

b۱ c۱ c۲ c۳ . . . cn−۱ cn

b۲ c۲ c۳ c۴ . . . cn c۱
b۳ c۳ c۴ c۵ . . . c۱ c۲... ... ... ... . . . ... ...
bn cn c۱ c۲ . . . cn−۲ cn−۱

ستون. هر در طور همین و است نشده تکرار ci هیچ سطر هر در جدول این داخل در
می دهیم. تشکیل را ai b j ck جلسه و کرده پیدا جدول از را ck ،b j و ai نفر دو هر برای

۶ ۶از صفحه ی

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

است دسترسی قابل مقابل لینک طریق از ایران ریاضی المپیاد دوم مرحله سوالات بررسی و حل دوره



کشور ریاضی المپیاد دوره نهمین دوم مرحله�ی آزمون
١٣٧٠ ماه بهمن برگزاری: زمان

١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان عباداله دکتر تألیف

ندارد. جواب مثبت صحیح اعداد مجموعۀ در x +x۲
= y + y۲+ y۳ معادلۀ کنید ثابت .١

است. شده داده ABC D چهاروجهی .٢
حاصل مقطع اینکه برای کافی و لازم شرط کند، قطع را چهاروجهی این (P ) مانند صفحه�ای اگر الف)

است. جواب دسته سه دارای مسأله صورت این در دهید نشان چیست؟ گردد متوازی�الاضلاع
انتخاب باید چگونه را (P ) صفحۀ وضع می�گیریم. نظر در را جواب دسته سه این از یکی اکنون ب)

گردد. ماکزیمم حاصل متوازی�الاضلاع مساحت تا کرد
لوزی ضلع اندازۀ صورت این در و گردد لوزی حاصل مقطع که کنید اختیار گونه�ای به را (P ) صفحۀ ج)

آورید. به�دست چهاروجهی یالهای اندازه�های حسب بر را
، f (۱) =۱ است، شده تعریف f : R→R می�کنیم فرض .٣

f (x + y) = f (x)+ f (y), (x, y ∈R)

آورید. به�دست را f (x) توابع همۀ . f
(۱

x

)

=
۱

f (x)
داریم x ∈R− {۰} برای و

منحنی روی گویا مختصات با نقطه شش حداقل دهید نشان .۴
y۲ = x۳

+x +۱۳۷۰۱۳۷۰

دارد. وجود
در مجدداً را (C ) دایرۀ مزبور مثلث زوایای درونی نیمسازهای است. محاط (C ) دایرۀ در ABC مثلث .۵

که کنید ثابت باشد نیمسازها برخورد نقطۀ I اگر می�کنند. قطع C ′ و B ′ ،A′

I A′

I A
+

I B ′

I B
+

IC ′

IC
⩾۳

I A′
+ I B ′

+ IC ′
⩾ I A+ I B + IC

می�خواهیم آمده�اند. گرد کنفرانس (یک) در مختلف کشور سه از ریاضی دانشمندان از C و B ،A گروه سه .۶
داشته شرکت نفر یک فقط گروه هر از که طوری به دهیم تشکیل دانشمندان این از نفری سه جلسات

باشند. کرده شرکت هم) (با جلسه یک در دقیقاً نفر دو هر و باشد

١
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ریاضی المپیاد دوره نهمین دوم مرحله�ی آزمون
مساویند. گروه سه هر افراد تعداد دهید نشان باشد امکانپذیر عمل این اگر الف)

است. امکانپذیر عمل این دهید نشان باشد سه گروه هر افراد تعداد که حالتی در ب)
است. امکانپذیر عمل این گروه، سه اعضای تعداد تساویِ کلی حالت در کنید ثابت ج)

٢ ٢از صفحه�ی
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المپیاد دوره هشتمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور ریاضی

۱۳۶۹ ماه بهمن برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

داشت خواهیم می دهیم؛ قطع BPS و DN R موربهای با را AMQ مثلث .۱
R A

RM
×

N M

NQ
×

DQ

D A
=۱,

S A

SQ
×

PQ

P M
×

B M

B A
=۱

می شود نتیجه آنها دادن قرار مساوی از و
R A

RM
×

N M

NQ
×

DQ

D A
=

S A

SQ
×

PQ

P M
×

B M

B A
(۱)

پس ،DP ∥ AB و B N ∥ AQ چون














N M

NQ
=

B M

B A

DQ

D A
=

PQ

P M

(۲)

.RS ∥∆ یعنی R A
RM

= S A
SQ

داشت خواهیم (۲) و (۱) مقایسۀ از
می گیریم. y ⩾ ۰ شود کاسته مسأله کلیت از اینکه بدون .۲

داشت خواهیم x = X +۱ دهیم قرار اگر حال

(X ۲+X )(X ۲+۱) = y۲−۱

=⇒

(

X ۲+
X

۲
+

X

۲

)(

X ۲+
X

۲
+۱−

X

۲

)

= y۲−۱

=⇒

(

X ۲+
X

۲

)۲

= y۲−

(

۳

۴
X ۲+X +۱

)

۱
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ریاضی المپیاد هشتمین دوم مرحله ی مسائل حل
y ⩾ X ۲+ X

۲ + ۱
۲ > ۰ که می گیریم نتیجه و X ۲+ X

۲ < y پس ۳
۴ X ۲+X +۱> ۰ اینکه به توجه با

بنابراین، است). صحیح عدد y)

y۲ ⩾ X ۴+
X ۲

۴
+
۱

۴
+X ۳+X ۲+

X

۲

= y۲+
۱

۴
(X ۲−۲X −۳)

سیالۀ معادلۀ در X = ۰,−۱,۳ فقط بنابراین و −۱⩽ X ⩽ ۳ پس X ۲−۲X −۳⩽ ۰ نتیجه، در
پس می کند. صدق فوق

x = ۰,۱,۴

y =±۱,±۱,±۱۱

داریم الف) .۳
۱

k۲
<

۱

k(k −۱)
(k >۱)

n
∑

k=۲

۱

k۲
<

n
∑

k=۲

۱

k(k −۱)

۱+
n
∑

k=۲

۱

k۲
<۱+

n
∑

k=۲

۱

k(k −۱)

پس
n
∑

k=۱

۱

k۲
<۱+

n
∑

k=۲

(

۱

k −۱
−
۱

k

)

پس
n
∑

k=۱

۱

k۲
<۲−

۱

n

بنابراین
n
∑

k=۱

۱

k۲
<۲

۱
/

(bi × شکل به کسرهایی همۀ پس /۱هاست،

(

∏

x∈Ai
x
) همۀ مجموع m

∑

i=۱

۱
ai

که آنجا از ب)  
می توان می شوند. ظاهر آن در هستند، X مجموعۀ مختلف اعضای biها آنها در که b۲×·· ·×bk )

قبلی عدد ضرب شدن باعث که می شود ظاهر یا ۱⩽ i ⩽ n هر بگوییم که شمرد اینگونه را اعداد این
مجموع ،i هر اضافه شدن پس است. قبلی مجموع همان دارای که نمی شود ظاهر ویا می گردد ۱

i
در

نیز را ۱ یعنی نباشد مخرج در iای هیچ که را حالتی ما روش این با البته می کند؛ برابر ۱+ ۱
i

را قبلی

۵ ۲از صفحه ی
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داریم پس شود. کم کل مجموع از باید که می شماریم
m
∑

i=۱

۱

ai
=

(

۱+
۱

۱

)(

۱+
۱

۲

)

· · ·

(

۱+
۱

n

)

−۱

=
۲

۱
×
۳

۲
×
۴

۳
×·· ·×

n +۱

n
−۱

=
n +۱

۱
−۱= n

پس m
∑

i=۱

۱
ai

= n و m
∑

j=۱

۱
j۲

<۲ چون
m
∑

j=۱

m
∑

i=۱

۱

ai × j۲

m
∑

j=۱

۱

j۲

m
∑

i=۱

۱

ai
<۲n

بنابراین
m
∑

j=۱

m
∑

i=۱

۱

ai × j۲
<۲n +۱

آنگاه باشد، مثلث صفحۀ در دلخواهی نقطۀ P اگر .۴

PA۲+PB۲+PC۲ =
AB۲+ AC۲+BC۲

۳
+۳PG۲

بگیریم، O را دایره مرکز اگر حال میانه هاست. تلاقی محل G که

O A۲+OB۲+OC۲−۳OG۲ =
۱

۳
(AB۲+ AC۲+BC۲

)

تلاقی محل بر دایره مرکز یعنی OG = ۰ که است ماکزیمم وقتی AB۲+BC۲+AC۲ که است بدیهی
پس باشد. منطبق میانه ها

O A۲+OB۲+OC۲ =۳R۲ =⇒ AB۲+ AC۲+BC۲ =۹R۲

آنگاه باشد، دلخواه چهاروجهی یک ABC D و فضا در دلخواه نقطه ای P اگر همچنین
PA۲+PB۲+PC۲+PD۲ =

۴PG۲+
۱

۴
(AB۲+ AC۲+ AD۲+BD۲+BC۲+C D۲

)

شود، اختیار کره مرکز P اگر نتیجه در
∑

X∈{A,B ,C ,D}

OX ۲ =۴OG۲+
۱

۴

∑

X ,Y ∈{A,B ,C ,D}

X Y ۲

یا
۴R۲−۴OG۲ =

۱

۴

∑

X ,Y ∈{A,B ,C ,D}

X Y ۲

۵ ۳از صفحه ی
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ریاضی المپیاد هشتمین دوم مرحله ی مسائل حل

باشد. منطبق O بر G یعنی باشد مینیمم OG۲ که است ماکزیمم ∑

X ,Y ∈{A,B ,C ,D} X Y ۲ مقدار وقتی
۱۶R۲ برابر ∑

X Y ۲ ماکزیمم صورت این در گردد. منطبق کره مرکز بر چهاروجهی ثقل مرکز باید پس
بود. خواهد

A

B

C

D

E

F

O

و BOC مثلثهای چون است. EF وسط O که می دانیم می گیریم. AD و BC وسطهای را F و E

در برابرند؛ نیز هستند آنها قاعده های نظیر ارتفاعهای که OF و OE پس متساوی الساقینند AOD

یالهای پس .BC = D A یعنی C E = DF پس برابرند. OF D و OEC قائم الزاویۀ مثلث دو نتیجه،
برابرند. هم با وجوه دیگر عبارت به و برابرند روبه رو

با معادله ای هیچ در α نتیجه، در نیست. تجزیه قابل پس ندارد گویا ریشۀ x۳−۵x +۳= ۰ معادلۀ .۵
معادلۀ اگر حال بود. نخواهد صادق ۳ از کمتر درجۀ از و گویا ضرایب

f (x)
۳−۵ f (x)+۳= ۰

نتیجه، در هست. نیز معادله این ریشه α فرض طبق بگیریم، نظر در را
f (x)

۳−۵ f (x)+۳

معادلۀ ریشه های x۳−۵x +۳ = ۰ معادلۀ ریشه های تمام یعنی است. بخشپذیر x۳−۵x +۳ بر
f
(

f (α)
)۳

− یعنی است اخیر معادلۀ ریشۀ نیز f (α) پس بود. خواهند نیز f (x)۳−۵ f (x)+۳= ۰
بود. خواهد x۳−۵x +۳= ۰ معادلۀ ریشۀ f

(

f (α)
) نتیجه در .۵ f

(

f (α)
)

+۳= ۰

یک را مستطیل خانه های باشد. شده پوشانده ۵ تا ۱ شکلهای با نظر مورد مستطیل که می کنیم فرض .۶
می کنیم. سفید و سیاه میان در

۵ ۴از صفحه ی
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۴ ،۱ شکلهای بود. خواهد ۱ برابر سفیدها با سیاه ها تفاضل پس است فرد مربعها تعداد که آنجا از
یا داریم سیاه یک و سفید چهار یا ،۲ شکل مورد در هستند. مساوی سفید و سیاه رنگهای دارای ۵ و

که کنیم فرض حال برعکس. یا داریم سفید دو و سیاه پنج یا ،۳ شکل مورد در برعکس،
x۱ = سیاه خانۀ یک و سفید خانۀ چهار با ۲ شکل تعداد
x۲ = سفید خانۀ یک و سیاه خانۀ چهار با ۲ شکل تعداد
x۳ = سیاه خانۀ دو و سفید خانۀ پنج با ۳ شکل تعداد
x۴ = سفید خانۀ دو و سیاه خانۀ پنج با ۳ شکل تعداد

اینکه به توجه با
سیاه مربعهای −تعداد سفید مربعهای ۱=تعداد

باشیم داشته باید می شوند، حذف دوم طرف در ۵ و ۴ ،۱ شکلهای اینکه و
۱= (۴x۲+x۱)+ (۲x۳+۵x۴)− (۴x۱+x۲)− (۵x۳+۲x۴)

=−۳x۱+۳x۲−۳x۳+۳x۴

رسیده ایم. به تناقض است، بخشپذیر ۳ بر دوم طرف اینکه به توجه با

۵ ۵از صفحه ی
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ریاضی المپیاد دوره هشتمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور

١٣۶٩ ماه بهمن برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

نقاط در ترتیب به را D A و C D ،BC ،AB خطوط ∆ خط است، شده داده ABC D متوازی�الاضلاع .١
S را BP و AD برخورد محل و R را DN و AB برخورد محل اگر می�کند. قطع Q و P ،N ،M

که کنید ثابت بنامیم،
RS ∥∆

A B

CD

M

N

P

Q

R

S
�

آورید. به�دست را زیر سیالۀ معادلۀ صحیح جوابهای .٢
(x۲−x)(x۲−۲x +۲) = y۲−۱

داریم n ⩾۱ هر به�ازای کنید ثابت الف) .٣

۱+
۱

۲۲
+

۱

۳۲
+·· ·+

۱

n۲
<۲

k =) ،Ak را X ناتهی زیرمجموعه�های ،n ⩾ ۱ آن در که X = {۱,۲,۳, . . . ,n} مجموعۀ برای ب)
مجموعۀ عضوهای تمام حاصلضرب اگر .(m = ۲n −۱ که است (بدیهی می�نامیم. (۱,۲,۳, . . . ,m

١
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که کنید ثابت دهیم، نشان ak با را Ak

m
∑

i=۱

m
∑

j=۱

۱

ai × j۲
<۲n +۱

AB۲+ صورت چه در محاطند، R شعاع به دایره�ای در که می�گیریم نظر در را ABC مثلثهای مجموعۀ .۴
ABC D چهاروجهیهای مجموعۀ همچنین کنید. حساب را ماکزیمم این است؟ ماکزیمم AC۲+BC۲

آنها یال ۶ مربعات مجموع صورت چه در می�گیریم؛ نظر در باشند محاط R شعاع به کره�ای در که را
برابرند. هم با وجوه حالت این در کنید ثابت و کنید محاسبه نیز را ماکزیمم این است؟ ماکزیمم

که دهید نشان باشد، گویا ضرایب با چندجمله�ای یک f (x) و x۳−۵x +۳= ۰ معادلۀ ریشۀ α اگر .۵
بود. خواهد معادله ریشۀ نیز f

(

f (α)
) آنگاه باشد، بالا سوم درجۀ معادلۀ ریشۀ f (α) ]اگر[ هرگاه

نشان کنیم. فرش زیر اشکال به موزاییکهایی با را ۵×۱۳۷ ابعاد به شکل مستطیل زمینی می�خواهیم .۶
نیست. امکانپذیر عمل این دهید

٣ شکل ٢ شکل ١ شکل

۵ شکل ۴ شکل

است.» واحد ضلع به مربعها از هریک فوق شکل پنج «در

٢ ٢از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد دوره هفتمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور

۱۳۶۸ ماه بهمن برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

الف) .۱
p

n +۱−
p

n =
۱

p
n +۱+

p
n

<
۱

۲
p

n

.pn +۱=
p

n چون
لم. ب)  

p
n +۱−

p
n =

۱
p

n +۱+
p

n
>

۱

۲
p

n +۱

.⌊N⌋ =۱۲ آنگاه ،N = ۱
۱ + ۱p

۲
+·· ·+ ۱p

۴۸
اگر می کنیم ثابت حال

۱

۲
N =

۱

۲
p
۴۸

+
۱

۲
p
۴۷

+·· ·+
۱

۲
p
۲

+
۱

۲

>
p
۴۹−

p
۴۸+

p
۴۸−

p
۴۷+·· ·+

p
۳−

p
۲+

p
۲−۱

=
p
۴۹−۱

=۶

۱

۲
N =

۱

۲
p
۴۸

+
۱

۲
p
۴۷

+·· ·+
۱

۲
p
۲

+
۱

۲

<
p
۴۸−

p
۴۷+

p
۴۷−

p
۴۶+·· ·+

p
۲−۱+

۱

۲

=
p
۴۸−

۱

۲

۱

۲
N >۶=⇒ N >۱۲

۱

۲
N <

p
۴۸−

۱

۲
=⇒ N <۱۳















=⇒⌊N⌋ =۱۲

۱
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می گیریم .P M = ۲

۳PO و دارد قرار OP روی که است ثابتی نقطۀ مثلث میانه ای مرکز می کنیم ادعا .۲
وضوح به .⃗r =−−→

PO و z⃗ =−−→
P Z ،y⃗ =−−→

PY ،⃗x =−−→
P X

−−→
P M =

x⃗ + y⃗ + z⃗

۳

بردار می کنیم ثابت کار این برای .−−→P M = ۲
۳ r⃗ کنیم ثابت است کافی

a⃗ =۳(
−−→
P M −

۲

۳
r⃗ ) = x⃗ + y⃗ + z⃗ − ۲⃗r

زیرا است صفر x⃗ بردار در بردار این حاصلضرب است. صفر مساوی
a⃗ · x⃗ = (⃗x + y⃗ + z⃗ − ۲⃗r ) · x⃗

= x⃗ · x⃗ + y⃗ · x⃗ + z⃗ · x⃗ − ۲⃗r · x⃗

= x⃗ · x⃗ − ۲⃗r · x⃗

= |⃗x|۲−۲|r | · |x| ·cos∠OP X

= P X ۲−۲P X ·PO ·cos∠OP X

برابر اینجا از که P X =۲PO ·cos∠OP X پس است O رأس به متساوی الساقین OP X مثلث اما
بردار سه در a⃗ حاصلضرب که حال .a⃗ · y⃗ = a⃗ · z⃗ = ۰ ترتیب همین به می شود. معلوم a⃗ · x⃗ بودن صفر

می دهد. نتیجه را حکم درستی که است صفر برابر خود بردار این است، صفر متعامد
می کنیم ثابت استقرا به ابتدا .۳

an =۱+
n−۱
∏

i=۱
ai

.an =۱+a۱a۲ . . . an−۱ می کنیم فرض حال .a۲ =۱+a۱ که است واضح
an+۱ =۱+a۱a۲ . . . an−۱+ (a۱a۲ . . . an−۱)

۲

=۱+a۱a۲ . . . an−۱(۱+a۱a۲ . . . an−۱)

=۱+a۱a۲ . . . an−۱an

.an+۱ = a۲
n −an +۱ یا an+۱ =۱+ (an −۱)an نتیجه، در

می کنیم ثابت استقرا به حالا
n
∑

i=۱

۱

ai
=۲−

۱

an+۱−۱

. n
∑

i=۱
۱
ai

=۲− ۱
an+۱−۱ کنیم فرض . ۱

a۱
=۲− ۱

a۲−۱ که است واضح
n+۱
∑

i=۱

۱

ai
=

n
∑

i=۱

۱

ai
+

۱

an+۱

=۲−
۱

an+۱−۱
+

۱

an+۱

=۲−
۱

a۲
n+۱−an+۱

=۲−
۱

an+۲−۱

۴ ۲از صفحه ی
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دارد. حد پس است، آن بالای کران ۲ و است صعودی Si =
i
∑

j=۱
a j دنبالۀ چون

lim
n→∞

Sn = k ⩽۲

.∃n, an >۱+ ۱
۲−k

پس lim
n→∞

an =+∞ که آنجا از باشد، k <۲ اگر

an >۱+
۱

۲−k
=⇒ an −۱>

۱

۲−k

=⇒
۱

an −۱
<۲−k

=⇒ k <۲−
۱

an −۱
= Sn−۱

.k =۲ پس است. تناقض که
x یا ،y تیم هر برای می کنیم ثابت است. داشته را «ب̧رد» تعداد بیشترین که باشد تیمی x کنیم فرض .۴
y تیم یک نباشد، این طور x اگر .y از z و است برده z از x که دارد وجود z تیم یا است، برده y از
است. برده z از y است، باخته x به که z تیم هر برای ثانیاً و است نبرده y از x اولا˗ که دارد وجود
y بردهای تعداد نتیجه، در و برده نیز را x خود و برده است، برده آنها از x که را تیمهایی کلیۀ y پس

است. تناقض که است بیشتر x از
است. k −۱ برابر k ! در p ⩾۲ اول عدد توان حداکثر می کنیم ثابت ابتدا .۵

k ! در p =توان
⌊

k

p

⌋

+
⌊

k

p۲

⌋

+
⌊

k

p۳

⌋

+·· ·

<
k

p
+

k

p۲
+

k

p۳
+·· · =

k

p −۱
⩽ k

است. k −۱ حداکثر k ! در p توان پس
، xn

n!
+·· ·+ x

۱!
+۱= ۰ اگر حالا

xn +
n!

(n −۱)!
xn−۱+·· ·+

n!

۲!
x۲+

n!

۱!
x +n! = ۰

است بیشتر یکی حداقل n! در p توان از n!
i !

xi در p توان آنگاه ،p | x۰ و باشد معادله جواب x۰ اگر
حداقل n!

۱!
x و . . . ، n!

(n−۱)!
xn−۱ ،xn از هریک در پس دارد. وجود p عامل یک حداقل xi

i !
در یعنی

p t+۱ بر دیگر جملات از هریک ،p t | n! اگر یعنی است. یک به اضافۀ n! در p توان برابر p توان
نیست. بخشپذیر p t+۱ بر n! ولی است. بخشپذیر p t+۱ بر نیز آنها مجموع پس است. بخشپذیر

است. بوده اشتباه ما اولیۀ فرض که می دهد نشان حاصل تناقض
d۳ و d۲ ،d۱ باشد، وفادار خط یک d اگر حال است. وفادار خطی ارتفاع هر که است آشکار .۶
عمود پاهای O و N ،M و باشد d۳ و d۲ ،d۱ تقاطع نقطۀ P باشند، ضلع سه به نسبت آن قرینه های
می گیرند قرار d خط روی ضلع سه به نسبت P قرینه های که است آشکار باشند مثلث ضلع سه به P از
دایرۀ روی P س˴مسون، قضیۀ طبق نتیجه در می گیرند. قرار d خط موازی خطی روی O و N ،M پس

۴ ۳از صفحه ی
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و P مرکز به ON M خط مجانس س˴مسون، خط خاصیت طبق طرفی از می گیرد. قرار مثلث محیطی
مثلث ارتفاعات ت قی محل از باید وفادار خط پس می گذرد. ارتفاعات ت قی محل از ،۲ تجانس نسبت
است خطی بگذرد مثلث ارتفاعات ت قی محل از که خطی هر داد نشان می توان به راحتی ونیز بگذرد.
هر برای بگذرد نقطه این از که خط هر باشد، یکسان مثلث دو ارتفاعات ت قی محل اگر حال وفادار.
دو مثلث دو ارتفاعهای تلاقی محل اگر و است. نامتناهی آنها تعداد نتیجه در و است وفادار مثلث دو

باشد. وفادار دو هر برای می تواند می گذرد، نقطه دو این از که خطی فقط باشند، متمایز نقطۀ

۴ ۴از صفحه ی
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ریاضی المپیاد دوره ششمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور

١٣۶٨ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

طبیعی، n و m هر برای دهید نشان الف) .١
n
∑

k=۱
k(k +۱) · · · (k +m −۱) =

n(n +۱) · · · (n +m)

m +۱

سمت به n که وقتی دهید نشان باشد، گویا ضرایب با m درجۀ از چندجمله�ای یک P (x) اگر ب)
کند، میل بینهایت

∑n
k=۱ P (k)

nm+۱

است. حد دارای
در محاط دایرۀ مرکز O و BD قطر وسط J ،AC قطر وسط I ،ABC D محیطی چهارضلعی در اگر .٢

استقامتند. یک بر O و J ،I نقاط کنید ثابت باشد، چهارضلعی
شرط در که است N به طبیعی) اعداد (مجموعۀ N از f مانند پوشا تابع تنها همانی، تابع که کنید ثابت .٣

f
(

f (n)+ f (m)
)

= n +m (n,m ∈N)

می�کند. صدق
است: شده تعریف چنین {an} دنبالۀ .۴

an =

{۱
۲ n =۱ اگر
(۲n−۳

۲n

)

an−۱ n ⩾۲ اگر
. n
∑

k=۱
ak <۱ ،n ⩾۱ هر به�ازای کنید ثابت

نمایش hd و hc ،hb ،ha با را مقابل وجه بر رأس هر از وارد ارتفاعهای ABC D چهاروجهی در اگر .۵
کنید ثابت دهیم،

۱

ha
<

۱

hb
+

۱

hc
+

۱

hd

١
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ریاضی المپیاد دوره ششمین دوم مرحله�ی آزمون
بقیه اعداد این از هریک گذاشتن کنار با که مفروضند خاصیت این با مثبت گویای عدد ۱۳۶۹n تعداد .۶
دسته هر در اعداد تمام حاصلضرب که کرد تقسیم تعداد) نظر (از مساوی دستۀ ١٣۶٨ به می�توان را

مساویند. اعداد این تمام کنید ثابت باشد. یکسان

٢ ٢از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد دوره ششمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور

۱۳۶۸ ماه فروردین برگزاری: زمان
۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عبادالʍه دکتر تألیف

داریم الف) .۱
k(k +۱) · · · (k +m −۱)

= k(k +۱) · · · (k +m −۱)×
k +m −k +۱

m +۱

=
۱

m +۱

(

k(k +۱) · · · (k +m)− (k −۱)k · · · (k +m −۱)
)

بنابراین
n
∑

k=۱
k(k+۱) · · · (k+m−۱) =

۱

m+۱

(

n(n+۱) · · · (n+m)− ۰
)

=
n(n+۱) · · · (n+m)

m+۱

نسبت استقرا با اثبات است. m+۱ برابر n
∑

k=۱
P (k) در n توان بزرگترین که می دهیم نشان ابتدا ب)

صورت به می توان را m درجۀ از چندجمله ای هر که است واضح است. m به
ax(x +۱) · · · (x +m −۱)+Pm−۱(x)

است. m −۱ حداکثر درجۀ از چندجمله ای Pm−۱ و ثابت است عددی a آن در که نوشت
نتیجه، در و است (a ̸= ۰) ax +b صورت به P (x) آنگاه ،m =۱ اگر حال

P (۱)+P (۲)+·· ·+P (n) = a(۱+۲+·· ·+n)+nb

= a
n(n +۱)

۲
+nb

نتیجه در و است m +۱=۲ ،n به نسبت آن درجۀ که است واضح

lim
n→∞

∑n
k=۱ P (k)

n۲
=

a

۲

۱
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آنگاه باشد برقرار m از کمتر درجۀ با چندجمله ایهای مورد در فوق حکم اگر

Pm(x) = ax(x +۱) · · · (x +m −۱)+Pm−۱(x)

بنابراین،
n
∑

k=۱
P (k) = a

n
∑

k=۱
k(k +۱) · · · (k +m −۱)+

n
∑

k=۱
Pm−۱(k)

برابر (الف) بنابر اول جملۀ و است m حداکثر درجۀ از استقرا فرض بنابر دوم جملۀ
a

m +۱
n(n +۱) · · · (n +m −۱)

بنابراین، و است m +۱ آن در n توان که است
lim

n→∞

∑n
k=۱ P (k)

nm+۱
=

a

m +۱

است. موجود
می دهیم. نمایش S I AB به را I AB مانند مثلث هر مساحت و S به را ABC D چهارضلعی مساحت .۲

که است واضح
S I DC +S I B A =

۱

۲
S (۱)

S JDC +S JB A =
۱

۲
S (۲)

SODC +SOB A =
۱

۲
S (۳)

،ABC D محیطی چهارضلعی در که می دانیم
AB +DC = AD +BC

I

J
O

A

B

B0

C
C0 D

E

خط روی و B ′ نقطۀ AB خط روی آنگاه کنند. قطع را یکدیگر E در تا می دهیم امتداد را C D و AB

داریم باشد. EC ′ = DC و EB ′ = AB که می کنیم انتخاب طوری را C ′ نقطۀ C D

S I EC ′ +S I EB ′ =
۱

۲
S

۵ ۲از صفحه ی
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و
S IC ′EB ′ = S IC ′B ′ +SEC ′B ′

نتیجه، در
S IC ′B ′ =

۱

۲
S −SEC ′B ′ (۴)

می آیند. به دست زیر تساویهای دهیم انجام O و J به نسبت را فوق عملیات نظیر اگر
S JC ′B ′ =

۱

۲
S −SEC ′B ′ (۵)

و
SOC ′B ′ =

۱

۲
S −SEC ′B ′ (۶)

می شود نتیجه (۶) و (۵) ،(۴) از
S IC ′B ′ = S JC ′B ′ = SOC ′B ′ (۷)

استقامتند. یک بر I و O ،J نقطۀ سه رو این از
،n = (n −۱)+۱ آنگاه ،n ⩾ اگر۲ . f (n) ⩾ ۲ آنگاه باشد، n ⩾ ۲ اگر که می کنیم ثابت ابتدا .۳
f (α) = n −۱ که دارند وجود β و α مانند طبیعی اعدادی پس پوشاست f و ۱,n −۱ ∈N چون

بنابراین، و f (β) =۱ و
f (n) = f (n −۱+۱) = f

(

f (α)+ f (β)
)

=α+β

. f (n) = n که است بدیهی استقرا، به حال . f (۱) =۱ پس .α+β⩾۲ که است واضح
رابطۀ از .۴

an =

(

۲n −۳

۲n

)

an−۱

که می شود نتیجه بلافاصله
۲kak = (۲k −۳)ak−۱, (k ⩾۲)

داریم رو این از
ak−۱ = (۲k −۲)ak−۱−۲kak

بنابراین
n
∑

k=۱
ak =

n+۱
∑

k=۲
ak−۱

=

n+۱
∑

k=۲

(

(۲k −۲) ak−۱−۲kak

)

=۲a۱−۲(n +۱) an+۱

پس .an > ۰ ،n هر به ازای که است روشن استقرا به
n
∑

k=۱
ak <۲a۱ =۱

۵ ۳از صفحه ی
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ریاضی المپیاد ششمین دوم مرحله ی مسائل حل

،SBC D = Sa می دهیم نمایش زیر صورتهای به را وجه ها از هریک مساحت ABC D چهاروجهی در .۵
.S ABC = Sd و S ABD = Sc ،S AC D = Sb

داشت خواهیم دهیم نمایش V با را هرم حجم اگر حال
۱

۳
Saha =

۱

۳
Sbhb =

۱

۳
Sc hc =

۱

۳
Sd hd =V

A

B

C

D

H

K

.Sd =
۳V
hd

و Sc =
۳V
hc

،Sb =
۳V
hb

،Sa =
۳V
ha

داریم رو این از
که می کنیم ثابت حال

Sa < Sb +Sc +Sd

کرده وصل D و C ،B رئوس به را H می کنیم، رسم BC D وجه بر را AH ارتفاع A از اثبات برای
است عمود BC بر AK می کنیم. وصل A به K از می کنیم. رسم BC یال بر را HK عمود H از و
صفحۀ در دیگر، بیان به .AHK ⊥ BC پس HK ⊥ BC و AH ⊥ BC پس ،AH ⊥ BC D زیرا
کلیۀ بر نتیجه در و است عمود AHK صفحۀ بر BC پس عمودند BC بر HK و AH خط دو AHK

داریم طرفی از است. عمود AK بر به خصوص و آن خطوط
S ABC = Sd =

AK ·BC

۲

SHBC =
K H ·BC

۲

دلیل به .Sd > SHBC نتیجه در و AK > K H پس است، وتر AK ،AHK قائم الزاویه مثلث در اما
داریم نامساوی سه این جمع از .Sc > SHBD و Sb > SHC D که می شود ثابت مشابه

Sa < Sb +Sc +Sd

۳V

ha
<
۳V

hb
+
۳V

hc
+
۳V

hd

داشت خواهیم پس
۱

ha
<

۱

hb
+

۱

hc
+

۱

hd

فرض باشد، BC D مثلث خارج H که حالتی در باشد. BC D مثلث داخل در H که بود حالتی این
داشت خواهیم می گیریم. HD و BC تقاطع محل را L و باشد BC طرف در H می کنیم

Sb > SHC D > SLC D

Sc > SHBD > SLBD

۵ ۴از صفحه ی
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ریاضی المپیاد ششمین دوم مرحله ی مسائل حل

A

B

C

D

H

L

پس
Sb +Sd > SLC D +SLBC

داریم رو این از و
Sa < Sb +Sc +Sd

یعنی،
۳V

ha
<
۳V

hb
+
۳V

hc
+
۳V

hd

است. برقرار حکم پس
تمام است (کافی گرفت نظر در طبیعی می توان را اعداد تمام شود کاسته مسأله کلّیت از اینکه بدون .۶
که را اعداد از هریک که است آشکار کنیم). ضرب مخرجها مشترک مضرب کوچکترین در را اعداد
گردد. یکسان دسته دو هر حاصلضرب که کرد تقسیم مساوی دستۀ دو به می توان را اعداد بقیۀ برداریم،
با می دهیم. نشان pk و . . . ،p۲ ،p۱ به است رفته کار به اعداد این تجزیه در که را اولی اعداد تمام
کار به یکسان اول اعداد اعداد، تمام تجزیۀ در که کرد فرض می توان p۱p۲ · · ·pk در اعداد تمام ضرب
یکسان اعداد این از هریک در اول اعداد این از هریک توان که دهیم نشان است کافی حال است. رفته
m = ۱۳۶۹n که دهیم نشان αm و . . . ،α۲ ،α۱ با ترتیب به را p۱ اول عدد توانهای اگر است.
که می کنیم توجه حال است. چنین نیز piها سایر برای و α۱ =α۲ = ·· · =αm که می کنیم ادعا است
تقسیم مساوی دستۀ دو به می توان را بقیه بگذاریم، کنار را هریک که هستند خاصیت این دارای αiها

یا تقسیم، عدد یک به را αi هر اگر که می کنیم توجه و گردند یکسان دسته هر اعداد حاصلجمع که کرد
می ماند. باقی خاصیت این کنیم جمع عدد یک با ویا ضرب عدد یک در

۲ به بقیه مجموع می گذاشتیم کنار را یکی اگر زیرا فرد، یا هستند زوج یا هم با αiها همه که است آشکار
،α۲−αk ،α۱−αk اعداد پس باشد اعداد این کوچکترین αk که می کنیم فرض حال می شد. بخشپذیر
که αi −αk = ۲mi γi که می کنیم فرض حال هستند. αiها خاصیت این دارای نیز αn −αk و . . .

بنابراین miهاست). کوچکترین̖ p) می کنیم تقسیم ۲p به را αiها −αk همۀ آنگاه هستند فرد γiها

می گردد ظاهر است) صفر همان (که زوج عددِ یک و فرد عددِ یک αn−αk

۲p و . . . ،α۱−αk

۲p اعداد بین در
.αi =αk ،i هر به ازای اینکه مگر است ممکن غیر که

۵ ۵از صفحه ی
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ریاضی المپیاد دوره پنجمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور دانش�آموزان

١٣۶٧ ماه اردیبهشت برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

باشیم داشته که کنید تعیین چنان را c و b ،a مثبت و صحیح اعداد .١
{

a۳
−b۳

−c۳ =۳abc

a۲
=۲(b +c)

داشته و باشند موجود فاصله این در f ′′ و f ′ و شده تعریف [۰,∞) فاصلۀ در f حقیقی تابع کنید فرض .٢
باشیم

f ′′
(x) =

۱

x۲
+ f ′(x)۲+۱

; f (۰) = f ′
(۰) = ۰

ضابطۀ با g تابع کنید ثابت

g (۰) = ۰, g (x) =
f (x)

x
(x > ۰)

است. کراندار
کنید ثابت دارند. قرار ABC D مربع اضلاع وسط در ترتیب به Q و P ،N ،M نقاط زیر شکل در .٣

است. ABC D مربع مساحت ۱
۵ برابر A′B ′C ′D ′ چهارضلعی مساحت مقدار

A B

CD

M

N

P

Q
A’

B’

C’

D’

١
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ریاضی المپیاد دوره پنجمین دوم مرحله�ی آزمون
عبارت محاسبۀ است مطلوب .۴

A = sin۱◦
× sin۲◦

×·· ·× sin۸۹◦

باشیم داشته x, y ∈R هر به�ازای که کنید تعیین چنان را f : R→R پیوستۀ تابع .۵
f (x۲

− y۲) = f (x)
۲
− f (y)

۲

قرار صفحه یک در آنها سه�تای هیچ که بگیرید نظر در فضا در را L۴ و L۳ ،L۲ ،L۱ متمایز خط چهار .۶
نقطۀ L۳ و L۲ خطوط تقاطع محل ،A نقطۀ L۲ و L۱ خطوط تقاطع محل کنید فرض باشند. نداشته
هر فضا در که را خطوطی تعداد حداکثر و حداقل باشد. C نقطۀ L۴ و L۳ خطوط تقاطع محل و B

کنید. ثابت را خود ادعای و کرده تعیین می�نمایند قطع را فوق خط چهار

٢ ٢از صفحه�ی
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المپیاد دوره چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
کشور ریاضی

١٣۶۶ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

جدید ریاضی و آنالیز
می�نویسیم. زیر به�صورت را f (x) تابع .١

f (x) =
(x −۱)۲ sin ۱

x−۱

sinπx

=
x −۱

sinπx

(

(x −۱)sin
۱

x −۱

)

داریم ،g (x) = x−۱
sinπx

و h(x) = (x −۱)sin ۱
x−۱ دهیم قرار اگر

f (x) = g (x)h(x)

داریم هوپیتال، قاعدۀ از استفاده با اما

lim
x→۱

g (x) = lim
x→۱

x −۱

sinπx

= lim
x→۱

۱

πcosπx

=−
۱

π

را δ > ۰ می�توان ،ε > ۰ هر برای که کنیم ثابت باید .lim
t→۰

t sin ۱
t
= ۰ که می�کنیم ثابت ضمن، در

که کرد پیدا طوری
۰< |t | < δ=⇒

∣

∣

∣t sin
۱

t

∣

∣

∣< ε (۱)
بنابراین، .|sin ۱

t
|⩽۱ اما

∣

∣

∣t sin
۱

t

∣

∣

∣⩽ |t |

١
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
بنابراین،ریاضی بود. خواهد درست وضوح به (۱) استنتاج ،δ= ε دهیم قرار ε> ۰ هر به�ازای اگر پس

lim
x→۱

h(x) = lim
x→۱

(x −۱)sin
۱

x −۱
= ۰

نتیجه، در و
lim
x→۱

f (x) = lim
x→۱

g (x)× lim
x→۱

h(x) =
−۱

π
× ۰= ۰

الف) .٢
−۱⩽ x ⩽ ۰=⇒ |x| = −x =⇒















f (x) =۴x +۴x۲
=⇒ f ′(x) =۴+۸x =⇒ f ′

(

−
۱

۲

)

= ۰

g (x) =
f (x)

x
=۴+۴x

۰⩽ x ⩽۱=⇒ |x| = x =⇒














f (x) =۴x −۴x۲
=⇒ f ′(x) =۴−۸x =⇒ f ′

(

۱

۲

)

= ۰

g (x) =
f (x)

x
=۴−۴x

f (x)

� 1

1

1
2 1

� 1
2� 1

ب)
صفر در f چپ ×۸+۴=مشتق ۰=۴=۴−۸× ۰

= صفر در f راست مشتق
دارد. مشتق صفر در f پس

ج)
lim
x→۰

g (x) = lim
x→۰

۴(۱−|x|) =۴= g (۰)

٧ ٢از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

است. پیوسته صفر در g پس
د)

g(x)

4

1� 1

داریم .n = ak ak−۱ · · ·a۱a۰ گیریم می .٣

a۰ak · · ·a۱ =
۳

۲
×ak ak−۱ · · ·a۱a۰

می�کنیم تعریف را m

m = ak ak−۱ · · ·a۱

پس

۱۰k a۰+m =
۳

۲
× (۱۰m +a۰) =۱۵m +

۳a۰

۲

=⇒۱۰k a۰×۲+۲m =۳۰m +۳a۰

=⇒۲۸m = (۱۰k
×۲−۳)a۰

=⇒ ۰≡±a۰ =⇒ a۰ ≡ ۰ (mod ۴)

=⇒ a۰ = {۰ یا ۴ یا ۸}

.a۰ = {۴ یا ۸} و a۰ ̸= ۰ پس ،m > ۰ اما
۱۰k

×۲−۳≡۲۸m ≡ ۰=⇒۳≡۳k
×۲

=⇒۱≡۳k−۱
×۲

=⇒−۳≡۳k−۱

=⇒−۱≡۳k−۲ (mod ۷)

پس
min(k −۲) =۳=⇒ min(k) =۵

٧ ٣از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

و
min(n) = min(۱۰m +a۰)

=۱۰min(m)+min(a۰)

=۱۰min
(۱۰k ×۲−۳

۲۸

)

a۰+۴

=۱۰×
(۱۰۵×۲−۳

۲۸

)

×۴+۴=۲۸۵۷۱۴

.٢٨۵٧١۴ از عبارتست شرایط، این با n حداقل پس
می�گیریم الف) .۴

A = [ai j ]n×n , B = [bi j ]n×n

می�شود نتیجه A,B ∈ S از حالا
A×B از i سطر درایه�های =مجموع n

∑

j=۱

( n
∑

k=۱
ai k ×bk j

)

=

n
∑

k=۱

( n
∑

j=۱
ai k ×bk j

)

=

n
∑

k=۱

(

ai k

n
∑

j=۱
bk j

)

=

n
∑

k=۱
ai k ×۱

=

n
∑

k=۱
ai k =۱

است. S در نیز A×B پس
.n ×n واحد ماتریس یعنی ،In×n بله. ب) �

















۱ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۱ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱

















عضو A و شود صفر آن دترمینان تا شود ظاهر دوبار A ماتریس سطرهای از یکی است کافی خیر. ج) �
باشد. نداشته معکوس

که حالتی در و می�شود کامل مجذور عبارت این است، n = ۳ یا n = ۱ که وقتی باشد، n ⩽ ۴ اگر .۵
باشد، n >۴

۱!+۲!+۳!+۴!+·· ·+n! ≡۱!+۲!+۳!+۴!

≡۱+۲+۶+۲۴≡۳ (mod ۵)

مسأله�اند. جوابهای n =۳ و n =۱ تنها پس نیست، ٣ همنهشت ۵ پیمانۀ به مجذوری هیچ ولی

٧ ۴از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

نوشت. عدد دو مجموع به�صورت می�توان طریق چند به را n ببینیم باید نفر دو بین چیز n تقسیم برای .۶
تقسیم از سهمی نفر یک تقسیمها، این از دوتا در اما است. n +۱ پرسش این پاسخ که است روشن
طریق، ۴ به را خودنویسها کنیم، تقسیم ترتیب به را چیزها اگر بنابراین، .(۰+n = n + ۰= n) ندارد
بنابراین، کرد. تقسیم می�توان طریق ٢ به را خودکارها و طریق ١ به را دفترچه�ها طریق، ٣ به را مدادها

از است عبارت ممکن حالات کل تعداد
۴×۳×۱×۲=۲۴

مثلثات و هندسه
داریم می�نامیم. N ′′ و N ′ ،N ،Q را ارتفاعها پای و می�کنیم عمود OO′ بر M ′′ و M ′ ،M ،P از .١

۲PQ = M ′N ′
+M ′′N ′′

O O’

M

N

M ’

N’

M ’’

N ’’

P

Q

پس
OM =OM ′′

∠N =∠N ′
=۹۰◦

∠OM N =∠M ′ON ′
=۹۰−∠MON











=⇒△ON M ′
=△OM N

پس .△M ′′N ′′O′ =△O′N M ترتیب، همین به و
ON = M ′N ′ و M N =ON ′

= N ′′O′ و M ′′N ′′
= NO′

=⇒






۲PQ = M ′N ′
+M ′′N ′′

=ON +NO′
=OO′

ON ′
−QN ′

= N ′′O′
−N ′′Q =

۱

۲
OO′

است. ثابت P نقطۀ و ثابتند دو هر OQ PQو بنابراین،

٧ ۵از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

داریم .٢
S AMD

S AN D
=

ah۱

ah۲
=

h۱

h۲
= x

a

b
=

h۱

h۱+h۲+h۳

=

h۱
h۲

h۱
h۲

+۱+
h۳
h۲

=
x

x +۱+
b
a پس

a

b −a
=

x

۱+
b
a

=⇒ x =
b +a

b −a
(b > a)

A

B C

D

M

N

a

b

h3

h2

h1

بقیۀ حجم برابر مرکب حاوی قسمت حجم باید نریزد مرکب شود، واژگون مرکبدان هرگاه اینکه برای .٣
یعنی باشد، مخروط حجم منهای مرکبدان

(h −h′)S = h′S −
۱

۳
h′S =⇒ h −h′

=
۲

۳
h′

=⇒
h′

h
=
۳

۵

می�گیریم. نظر در شکل مطابق را ١ عرض و ٣ طول با ADEF مستطیل .۴
A B C D

E F

٧ ۶از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

F B۲
=۲= BC ·BD =⇒

F B

BD
=

BC

F B

∠B =∠B







=⇒△BF D ∼△BC F

پس
∠BC F =∠BF D =⇒∠BDF +∠BC F =∠BDF +∠BF D =

π

۴
یعنی

Arctg
۱

۲
+Arctg

۱

۳
=

π

۴

٧ ٧از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد دوره چهارمین دوم مرحله�ی آزمون
کشور دانش�آموزان

١٣۶۶ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

جدید ریاضی و آنالیز
ضابطۀ با f تابع حد .١

f (x) =
(x۲−۲x +۱)sin ۱

x−۱

sinπx

کنید. تعیین x۰ =۱ نقطۀ در را
ضابطۀ با f تابع نمودار الف) .٢

f (x) =۴x(۱−|x|), |x|⩽۱

کنید. رسم را
دارد؟ مشتق x = ۰ نقطۀ در f تابع آیا ب)

تابع آیا ج)
g (x) =

{ f (x)

x
x ̸= ۰ اگر

۴ x = ۰ اگر
است؟ پیوسته x = ۰ نقطۀ در

کنید. رسم را فوق تابع نمودار د)
چپ سمت به آن راست سمت رقم آخرین چون که کنید تعیین را مثبتی ]صحیح[ درست عدد کوچکترین .٣

باشد. قبلی عدد ۳
۲ حاصل عدد شود برده

سطرهای از هریک مجموع که طوری به باشد، n ×n حقیقی ماتریسهای تمام شامل S مجموعۀ اگر .۴
یعنی شود، ١ برابر آنها

S =

{

[ai j ]n×n

∣

∣

∣ ai j ∈R ∧ ∀i ,
n
∑

j=۱
ai j =۱

}

١
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کشور ریاضی المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون
است. بسته ماتریسها ضرب عمل به نسبت S کنید ثابت الف)

دارد؟ بی�اثر عضو S آیا ب)
معکوسپذیرند؟ S عناصر همۀ آیا ج)

است؟ کامل مجذور زیر عبارت n طبیعی عدد از مقادیری چه به�ازای کنید تعیین .۵
۱!+۲!+۳!+·· ·+n!

به که کنیم تقسیم طوری نفر دو بین می�خواهیم را خودکار سه و دفترچه دو مداد، چهار خودنویس، پنج .۶
تقسیم. این ممکن حالات تعداد است مطلوب گیرد. تعلق فوق نوشت�افزارهای از یکی حداقل هریک

هستند). متمایز غیر (اشیاء

مثلثات و هندسه
حول بار یک را M دلخواه نقطۀ می�گیریم. نظر در Ox محور روی دلخواه به را O′ نقطۀ صفحه یک در .١
دوم بار آید. به�دست M ′ نقطۀ تا می�دهیم دوران ساعت عقربه�های جهت در درجه ٩٠ اندازۀ به O نقطۀ
می�دهیم دوران ساعت عقربه�های حرکت عکس جهت در درجه ٩٠ اندازۀ به O′ نقطۀ حول را M نقطۀ

است. ثابت نقطه�ای ،M ′M ′′ وسط ،P نقطۀ کنید ثابت آید. به�دست M ′′ نقطۀ تا
AC قطرهای و M در DC و AB ساقهای امتداد می�کنیم فرض نظرمی�گیریم. در را ABC D ذوزنقۀ .٢
دهیم قرار b و a مساوی ترتیب به را BC و AD قاعده�های طول اگر باشند. متقاطع N BDدر و

کنید. محاسبه b و a حسب بر را AN D و AMD مثلثهای مساحت نسبت
مرکّب سطح بر مخروط رأس که طوری به است مخروطی مجرای یک دارای شکلی استوانه�ای مرکّبدان .٣
مرکّبدان هرگاه آنکه برای مرکّبدان، ارتفاع به مخروط ارتفاع نسبت تعیین است مطلوب است. مماس

نریزد. آن مرکّب شود، واژگون

h

h0

تساوی هندسی اثبات است مطلوب .۴
Arctg

۱

۲
+Arctg

۱

۳
=

π

۴

٢ ٢از صفحه�ی
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المپیاد دوره چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
کشور ریاضی

١٣۶۶ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

جدید ریاضی و آنالیز
می�نویسیم. زیر به�صورت را f (x) تابع .١

f (x) =
(x −۱)۲ sin ۱

x−۱

sinπx

=
x −۱

sinπx

(

(x −۱)sin
۱

x −۱

)

داریم ،g (x) = x−۱
sinπx

و h(x) = (x −۱)sin ۱
x−۱ دهیم قرار اگر

f (x) = g (x)h(x)

داریم هوپیتال، قاعدۀ از استفاده با اما

lim
x→۱

g (x) = lim
x→۱

x −۱

sinπx

= lim
x→۱

۱

πcosπx

=−
۱

π

را δ > ۰ می�توان ،ε > ۰ هر برای که کنیم ثابت باید .lim
t→۰

t sin ۱
t
= ۰ که می�کنیم ثابت ضمن، در

که کرد پیدا طوری
۰< |t | < δ=⇒

∣

∣

∣t sin
۱

t

∣

∣

∣< ε (۱)
بنابراین، .|sin ۱

t
|⩽۱ اما

∣

∣

∣t sin
۱

t

∣

∣

∣⩽ |t |

١
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
بنابراین،ریاضی بود. خواهد درست وضوح به (۱) استنتاج ،δ= ε دهیم قرار ε> ۰ هر به�ازای اگر پس

lim
x→۱

h(x) = lim
x→۱

(x −۱)sin
۱

x −۱
= ۰

نتیجه، در و
lim
x→۱

f (x) = lim
x→۱

g (x)× lim
x→۱

h(x) =
−۱

π
× ۰= ۰

الف) .٢
−۱⩽ x ⩽ ۰=⇒ |x| = −x =⇒















f (x) =۴x +۴x۲
=⇒ f ′(x) =۴+۸x =⇒ f ′

(

−
۱

۲

)

= ۰

g (x) =
f (x)

x
=۴+۴x

۰⩽ x ⩽۱=⇒ |x| = x =⇒














f (x) =۴x −۴x۲
=⇒ f ′(x) =۴−۸x =⇒ f ′

(

۱

۲

)

= ۰

g (x) =
f (x)

x
=۴−۴x

f (x)

� 1

1

1
2 1

� 1
2� 1

ب)
صفر در f چپ ×۸+۴=مشتق ۰=۴=۴−۸× ۰

= صفر در f راست مشتق
دارد. مشتق صفر در f پس

ج)
lim
x→۰

g (x) = lim
x→۰

۴(۱−|x|) =۴= g (۰)

٧ ٢از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

است. پیوسته صفر در g پس
د)

g(x)

4

1� 1

داریم .n = ak ak−۱ · · ·a۱a۰ گیریم می .٣

a۰ak · · ·a۱ =
۳

۲
×ak ak−۱ · · ·a۱a۰

می�کنیم تعریف را m

m = ak ak−۱ · · ·a۱

پس

۱۰k a۰+m =
۳

۲
× (۱۰m +a۰) =۱۵m +

۳a۰

۲

=⇒۱۰k a۰×۲+۲m =۳۰m +۳a۰

=⇒۲۸m = (۱۰k
×۲−۳)a۰

=⇒ ۰≡±a۰ =⇒ a۰ ≡ ۰ (mod ۴)

=⇒ a۰ = {۰ یا ۴ یا ۸}

.a۰ = {۴ یا ۸} و a۰ ̸= ۰ پس ،m > ۰ اما
۱۰k

×۲−۳≡۲۸m ≡ ۰=⇒۳≡۳k
×۲

=⇒۱≡۳k−۱
×۲

=⇒−۳≡۳k−۱

=⇒−۱≡۳k−۲ (mod ۷)

پس
min(k −۲) =۳=⇒ min(k) =۵

٧ ٣از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

و
min(n) = min(۱۰m +a۰)

=۱۰min(m)+min(a۰)

=۱۰min
(۱۰k ×۲−۳

۲۸

)

a۰+۴

=۱۰×
(۱۰۵×۲−۳

۲۸

)

×۴+۴=۲۸۵۷۱۴

.٢٨۵٧١۴ از عبارتست شرایط، این با n حداقل پس
می�گیریم الف) .۴

A = [ai j ]n×n , B = [bi j ]n×n

می�شود نتیجه A,B ∈ S از حالا
A×B از i سطر درایه�های =مجموع n

∑

j=۱

( n
∑

k=۱
ai k ×bk j

)

=

n
∑

k=۱

( n
∑

j=۱
ai k ×bk j

)

=

n
∑

k=۱

(

ai k

n
∑

j=۱
bk j

)

=

n
∑

k=۱
ai k ×۱

=

n
∑

k=۱
ai k =۱

است. S در نیز A×B پس
.n ×n واحد ماتریس یعنی ،In×n بله. ب) �

















۱ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۱ · · · ۰
... ... ... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۱

















عضو A و شود صفر آن دترمینان تا شود ظاهر دوبار A ماتریس سطرهای از یکی است کافی خیر. ج) �
باشد. نداشته معکوس

که حالتی در و می�شود کامل مجذور عبارت این است، n = ۳ یا n = ۱ که وقتی باشد، n ⩽ ۴ اگر .۵
باشد، n >۴

۱!+۲!+۳!+۴!+·· ·+n! ≡۱!+۲!+۳!+۴!

≡۱+۲+۶+۲۴≡۳ (mod ۵)

مسأله�اند. جوابهای n =۳ و n =۱ تنها پس نیست، ٣ همنهشت ۵ پیمانۀ به مجذوری هیچ ولی

٧ ۴از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

نوشت. عدد دو مجموع به�صورت می�توان طریق چند به را n ببینیم باید نفر دو بین چیز n تقسیم برای .۶
تقسیم از سهمی نفر یک تقسیمها، این از دوتا در اما است. n +۱ پرسش این پاسخ که است روشن
طریق، ۴ به را خودنویسها کنیم، تقسیم ترتیب به را چیزها اگر بنابراین، .(۰+n = n + ۰= n) ندارد
بنابراین، کرد. تقسیم می�توان طریق ٢ به را خودکارها و طریق ١ به را دفترچه�ها طریق، ٣ به را مدادها

از است عبارت ممکن حالات کل تعداد
۴×۳×۱×۲=۲۴

مثلثات و هندسه
داریم می�نامیم. N ′′ و N ′ ،N ،Q را ارتفاعها پای و می�کنیم عمود OO′ بر M ′′ و M ′ ،M ،P از .١

۲PQ = M ′N ′
+M ′′N ′′

O O’

M

N

M ’

N’

M ’’

N ’’

P

Q

پس
OM =OM ′′

∠N =∠N ′
=۹۰◦

∠OM N =∠M ′ON ′
=۹۰−∠MON











=⇒△ON M ′
=△OM N

پس .△M ′′N ′′O′ =△O′N M ترتیب، همین به و
ON = M ′N ′ و M N =ON ′

= N ′′O′ و M ′′N ′′
= NO′

=⇒






۲PQ = M ′N ′
+M ′′N ′′

=ON +NO′
=OO′

ON ′
−QN ′

= N ′′O′
−N ′′Q =

۱

۲
OO′

است. ثابت P نقطۀ و ثابتند دو هر OQ PQو بنابراین،

٧ ۵از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

داریم .٢
S AMD

S AN D
=

ah۱

ah۲
=

h۱

h۲
= x

a

b
=

h۱

h۱+h۲+h۳

=

h۱
h۲

h۱
h۲

+۱+
h۳
h۲

=
x

x +۱+
b
a پس

a

b −a
=

x

۱+
b
a

=⇒ x =
b +a

b −a
(b > a)

A

B C

D

M

N

a

b

h3

h2

h1

بقیۀ حجم برابر مرکب حاوی قسمت حجم باید نریزد مرکب شود، واژگون مرکبدان هرگاه اینکه برای .٣
یعنی باشد، مخروط حجم منهای مرکبدان

(h −h′)S = h′S −
۱

۳
h′S =⇒ h −h′

=
۲

۳
h′

=⇒
h′

h
=
۳

۵

می�گیریم. نظر در شکل مطابق را ١ عرض و ٣ طول با ADEF مستطیل .۴
A B C D

E F

٧ ۶از صفحه�ی
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المپیاد چهارمین دوم مرحله�ی آزمون مسائل حل
ریاضی

F B۲
=۲= BC ·BD =⇒

F B

BD
=

BC

F B

∠B =∠B







=⇒△BF D ∼△BC F

پس
∠BC F =∠BF D =⇒∠BDF +∠BC F =∠BDF +∠BF D =

π

۴
یعنی

Arctg
۱

۲
+Arctg

۱

۳
=

π

۴

٧ ٧از صفحه�ی
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ریاضی مسابقات دوره سومین اول مرحله�ی آزمون
کشور دانش�آموزان

١٣۶۵ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

مفروضند: زیر توابع .١
f (x) =

۱

⌊|x|⌋−۱
و g (x) =

۱

|⌊x⌋|−۱

که کنید ثابت ثانیاً آورید. به�دست را فوق توابع از هریک قلمرو اولا
lim

x→−۱+
f (x) = lim

x→۱−
g (x)

است: مفروض زیر تابع .٢
f (x) = sin

(

π

۲
⌊x⌋

)

که کنید ثابت ثانیاً کنید. رسم تناوب دورۀ یک در را آن نمودار و کنید تعیین را آن تناوب دورۀ اولا
روش (با نیست موجود lim

x→۱
f (x) ولی موجودند، دو هر lim

x→۱±
f (x) راست) و (چپ یکطرفی حدهای

حد[). تعریف از استفاده ]با δ و ε

است. برقرار زیر رابطۀ R از y و x هر به�ازای که است شده تعریف چنان f : R−→R تابع .٣
f (x + y) = f (x) · f (y)

مشتق دارای نقطه هر در f کنید ثابت باشد، بینهایت[ ]مخالف متناهی و موجود f ′(۰) و f (۰) ̸= ۰ اگر
است.

باشد. داشته می�تواند جمله چند کلی حالت در (a +b +c)۹۹ بسط کنید تعیین .۴
باشیم داشته اگر .۵

Sn =
۵

۹
×
۱۴

۲۰
×
۲۷

۳۵
×·· ·×

۲n۲−n −۱

۲n۲+n −۱

می�کند. میل بینهایت سمت به n وقتی ،Sn حد تعیین است مطلوب

١

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



کشور ریاضی المپیاد سومین اول مرحله�ی آزمون
معادله�های به D ′ Dو خط دو .۶

x −۱

۲
=

y −۱

۳
=

z −۱

۴
و x +۱

۲
=

y +۲

۴
=

z −۱

۳

کنید. محاسبه را خط دو این مشترک عمود طول مفروضند.
به�دست را P صفحۀ از M مانند نقاطی هندسی مکان مفروضند P صفحۀ در C Bو ثابت نقطۀ دو .٧

.(k > ۰ و معلومند عدد دو k aو ) MB۲+kMC۲ = a۲ باشیم داشته که طوری به آورید
است: شده تعریف زیر صورت به حقیقی اعداد مجموعۀ در ⊕ دوتایی عمل .٨

∀x, y ∈R, x ⊕ y = x + y −x y

است؛ شرکتپذیر R ⊕در کنید ثابت اولا معمولی�اند. ضرب و تفریق جمع، راست، سمت اعمال آن در که
کنید. تعیین را عمل این در بی�اثر عضو ثانیاً

٢ ٢از صفحه�ی
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مسابقات دوره سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
ریاضی

١٣۶۵ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

داریم استقرا پایۀ برای .n روی استقرا با اثبات .١
n =۱=⇒ q cosα= q

p

q
= p

داریم می�کنیم. ثابت n +۱ مورد در و می�پذیریم n مساوی یا کمتر اعداد برای را حکم
cos(n +۱)α= cosnαcosα− sinnαsinα

= cosnαcosα

+
۱

۲

(

cos(n +۱)α−cos(n −۱)α
)

آنجا از
cos(n +۱)α=۲cosnαcosα−cos(n −۱)α

نتیجه در
qn+۱

cos(n +۱)α=۲(qn
cosnα)(q cosα)−q۲

(qn−۱
cos(n −۱)α)

qn+۱ cos(n +۱)α نتیجه در صحیحند، اعداد qn−۱ cos(n−۱)α و q cosα ،qn cosnα فرض، بنابر
است. برقرار استقرا حکم به و بوده صحیح عددی

.٢
x۲+ y۲+ z۲ = x y + y z + zx =⇒ (x − y)

۲+ (y − z)
۲+ (z −x)

۲ = ۰

.x = y = z اینکه نتیجه
آنجا از

p =
p

x
p

x +
√

y +
p

z
=

p
x

۳
p

x
=
۱

۳

.٣
∀x ∈R, f (x)⩽ g (x)

١
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
است، صعودی f چون

f
(

f (x)
)

⩽ f
(

g (x)
) (۱)

داریم فرض به توجه با همچنین
f
(

g (x)
)

⩽ g
(

g (x)
) (۲)

داریم (۲) و (۱) رابطه�های مقایسه از
f
(

f (x)
)

⩽ g
(

g (x)
)

پس می�شود. حاصل نیز نامساوی دوم قسمت ترتیب همین به و
f
(

f (x)
)

⩽ g
(

g (x)
)

⩽φ
(

φ(x)
)

داریم باشد، صحیح x اگر .۴
⌊x⌋ = x, ⌊x + y⌋ = x +⌊y⌋ ⌊−x⌋ =−x, ⌊−x − y⌋ =−x +⌊−y⌋

داشت خواهیم نتیجه در
⌊x⌋+⌊y⌋ = x +⌊y⌋ = ⌊x + y⌋

داریم ترتیب، همین به و
⌊−x⌋+⌊−y⌋ =−x +⌊−y⌋ = ⌊−x − y⌋

صحیح y و x مقدار دو از یکی حداقل باید می�کنیم ثابت باشند، برقرار دو هر فوق تساویهای اگر حال
داشت خواهیم نباشند صحیح هیچ�کدام y و x اگر زیرا باشد؛

⌊x⌋+⌊−x⌋ =−۱ , ⌊y⌋+⌊−y⌋ =−۱
⌊x + y⌋+⌊−x − y⌋ = {۱−یا۰}

داشت خواهیم ⌊−x⌋+⌊−y⌋ = ⌊−x − y⌋ و ⌊x⌋+⌊y⌋ = ⌊x + y⌋ تساوی دو جمع با نتیجه در و
−۲= {۱−یا۰}

می�شود. نتیجه حکم تناقض این از نیست. امکانپذیر که

٩ ٢از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
، f مشتق تعریف بر بنا .۵

f ′
(x) = lim

h→۰

f (x +h)− f (x)

h

= lim
h→۰

f (x) f (h)− f (x)

h

= lim
h→۰

f (x)
(

f (h)−۱
)

h

= lim
h→۰

f (x)
(

۱+hg (h)−۱
)

h

= lim
h→۰

h f (x)g (h)

h

= lim
h→۰

f (x)g (h)

= f (x) lim
h→۰

g (h)

= f (x) ·۱= f (x)

روی آن دیگر رأس دو که M رأس به مثلثهایی بین از کنیم، انتخاب BC روی را M دلخواه نقطۀ اگر .۶
شود. حاصل زیر شرح به که است مینیمم مثلثی محیط باشند، مثلث دیگر ضلع دو

دو M ′M ′′ خط می�نامیم؛ M ′′ Mو ′ ترتیب به ،AB ACو اضلاع به نسبت را M نقطۀ قرینه�های
جواب ،M ′M ′′ محیط با ،M N P مثلث می�کند. قطع P Nو نقاط در ترتیب به را AB ACو ضلع

(چرا؟) است. مسأله از قسمت این
است. ∠M ′AM ′′ =۲∠A رأس زاویۀ به متساوی�الساقین AM ′M ′′ مثلث اما

می�شود. تبدیل شود، مینیمم (M ′M ′′) حاصل مثلث قاعدۀ که طوری به M نقطۀ تعیین به مسأله حال
در M ′M ′′ قاعده پس هستند، ۲∠A رأس زاویۀ با متساوی�الساقین (AM ′M ′′) حاصل مثلثهای چون
AM = AM ′ = AM ′′ که است حالتی در این و (چرا؟)، باشد مینیمم آن ساق که است مینیمم مثلثی
،AB ACو اضلاع روی نقاطی با M تعویض با باشد. A رأس از ارتفاع پای M یعنی باشد، مینیمم

است. ABC مثلث در محاط ارتفاعی مثلث همان نظر مورد مثلث که می�گیریم نتیجه
A

B C
M

M ’
M ’’

NP

نسبت را A قرینۀ اگر است. مطلوب جواب ABC مثلث و شده حل مسأله کنیم فرض اول. روش .٧
ذوزنقۀ A A′C B اما (چرا؟). است متساوی�الساقین A A′C مثلث بنامیم A′ ،BC عمودمنصف به

٩ ٣از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
.AB = A A′ = A′C آنجا از است، متساوی�الساقین

3CA

B C

A’

H

اگر زیرا است رسم قابل A′HC قائم�الزاویۀ مثلث کنیم، رسم BC بر A′Hرا ′Aعمود نقطۀ از اگر حال
پس معلومند) h aو ) BC = a A′Hو = h داریم شود، فرض A′C = x

HC =
a −x

۲

نوشت می�توان A′HC قائم�الزاویۀ مثلث در و

x۲ = h۲+
(a −x)۲

۴

یا
۳x۲+۲ax −۴h۲−a۲ = ۰

ترسیمند قابل دوم درجه معادلۀ ریشه�های آنجا از رسمند؛ قابل h۲ a۲و hمعلومند، aو طولهای چون
امتداد a اندازه به را C H ،A′HC مثلث رسم و x تعیین با معلومند)؛ آنها حاصلضرب و (مجموع
C B موازی که خطی با دایره این تلاقی محل می�کنیم؛ رسم دایره�ای A′C شعاع و B مرکز به می�دهیم.

می�دهد. به�دست را A نقطۀ می�شود رسم آن، از h فاصلۀ به و
∠x ′AB زاویه توازی، خاصیت بنابر کنیم رسم BC موازات به را x ′x خط A نقطه از اگر دوم. روش
x ′x خط پس است، معلوم AH ارتفاع چون .(∠B = ۲∠C (زیرا است ∠x AC زاویه برابر دو

می�شود. تبدیل زیر مسألۀ به مسأله و است، معلوم
.∠A۳ = ۲∠A۲ که بیابید چنان x ′x خط بر را A نقطۀ است. مفروض x ′x خط و C Bو نقطۀ دو

.(∠x ′AB =۲∠x AC (یا

٩ ۴از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل

2
A

B C
H

x’ x

C’

H ’

می�نامیم. H ′ را xx ′ با CC ′ ت�قی محل و C ′ را x ′x خط به نسبت C نقطۀ قرینۀ اخیر، مسألۀ حل برای

می�کنیم. رسم دایره این بر مماسی B نقطۀ از سپس می�کنیم، رسم دایره�ای C ′H ′ شعاع و C ′ مرکز به
(چرا؟). است A نقطۀ x ′x خط با مماس، خط تلاقی محل

می�کنیم. محاسبه را مخروطی سطح و صفحه تقاطع ابتدا .٨
{

۴x۲− y۲+۳(۲x + y)
۲ = ۰

۲x + y − z = ۰
یا

{

۴x۲− y۲+۳z۲ = ۰

۲x + y − z = ۰

طرفی، از
۴x۲− y۲+۳(۲x + y)

۲ =۲(۲x + y)(۴x + y) = ۰

در را مخروطی سطح ۲x + y − z = ۰ صفحۀ که می�شود نتیجه فوق دستگاه و رابطه این از بنابراین،
مخروطی، سطح با صفحه مشترک فصل بنابراین، می�کند. قطع ۴x+ y = ۰ و ۲x+ y = ۰ صفحۀ دو

است. زیر معادلات به ،d ′ و d خط دو

d

∣
∣
∣
∣
∣

۲x + y = ۰

۲x + y − z = ۰
d ′

∣
∣
∣
∣
∣

۴x + y = ۰

۲x + y − z = ۰

پارامتر و ،(−۱,۲,۰) ،d خط هادی پارامتر می�کنیم. تعیین را d ′ و d خط دو هادی پارامترهای اینک
می�شود: محاسبه چنین و می�نامیم α را خط دو این بین زاویۀ است. (−۱,۴,۲) ،d ′ خط هادی

cosα=
۱+۸

p
۵
p
۲۱

=
۳
p
۱۰۵

۳۵

که طوری به دارند وجود Z در n و m بنابراین، باشند. Ga عضو دو y و x که کنیم فرض اول. روش .٩
x = an

, y = am

پس
x y = an am = an+m

٩ ۵از صفحه�ی

    @sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید

https://amoozz.ir/class/40    دوره حل و بررسی سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی ایران از طریق لینک مقابل قابل دسترسی است  



ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
بسته گروه) (عمل ضرب عمل به نسبت Ga بنابراین، ،x y ∈ Ga پس است، Z عضو n +m چون

داریم x ∈Ga هر به�ازای زیرا است Ga همانی عضو e = a۰ دیگر طرف از است.
xe = an a۰ = an+۰ = an = x

ex = a۰an = a۰+n = an = x

زیرا است Ga به متعلق که y = a−n از است عبارت Ga در x = an عضو هر وارون همچنین
و −n ∈Z

x y = an a−n = a۰ = e

y x = a−n an = a۰ = e

آنگاه باشند Ga در اعضایی z = at و y = am ،x = an اگر بالاخره
x(y z) = an

(am at
) = an am+t = an+m+t

(x y)z = (an am
)at = an+m at = an+m+t

است. G زیرگروه Ga نتیجه در و بوده شرکتپذیر Ga در ضرب عمل و
می�کنیم. استفاده زیر قضیه از Ga بودن زیرگروه اثبات برای دوم. روش

هر به�ازای که است آن باشد G زیرگروه یک ،G از Ga ناتهی مجموعۀ زیر اینکه برای کافی و لازم شرط
،Ga از y و x

x y−۱ ∈Ga

n و m بنابراین، باشد. Ga از عضوهایی y و x کنیم فرض .e ∈Ga زیرا .Ga ̸=∅ که است بدیهی
که طوری به دارند وجود Z در

y = am
, x = an

اینک،
x y−۱ = an

(am
)
−۱ = an a−m = an−m

است. G زیرگروه Ga نتیجه، در .x y−۱ ∈Ga بنابراین،
می�نویسیم. را هریک احتمال و می�کنیم تعریف را زیر پیشامدهای کلی حالت در الف) .١٠

P (A) = p بخورد هدف به گلوله :A پیشامد
P (B) = q نخورد هدف به گلوله :B پیشامد

از عبارتند فرعی پیشامدهای
p احتمال بخورد هدف به اول پرتاب :A

qp احتمال بخورد هدف به دوم پرتاب :B A

... ...
qn−۱p احتمال بخورد هدف به nام پرتاب :BB · · ·B

︸ ︷︷ ︸

n−۱بار
A

٩ ۶از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
نتیجه، در

P بزنیم) هدف به nام پرتاب (در = qn−۱p

یعنی q۲p برابر شود مصرف گلوله سه دقیقاً آنکه احتمال پس
(
۱

۱۰

)۲

×
(
۹

۱۰

)

=
۹

۱۰۰۰

است.
. . . و شود» مصرف گلوله «چهار شود»، مصرف گلوله «سه متمایزِ پیشامدهای اجتماع پیشامد این ب)

می�شود فوق نمادگذاری با و است
BB A∪BBB A∪·· ·∪BB · · ·B A∪·· ·

است. فوق متمایز احتمالهای جمع برابر پیشامد این احتمال پس
P شود) مصرف گلوله سه از (بیش

= P (BB A)+P (BBB A)+·· ·
= P (B)P (B)P (A)+P (B)P (B)P (B)P (A)+·· ·

= q۲p(۱+q +q۲+·· · )

= q۲p ×
۱

۱−q
= q۲

عددی، مقدار جایگذاری با و
P شود) مصرف گلوله سه از (بیش = ۱

۱۰
×

۱

۱۰
=

۱

۱۰۰

کرد. تعریف پیشامد مکمل حسب بر می�توان را نظر مورد پیشامد (ب)، قسمت در نکته.
P شود) مصرف گلوله (سه =۱−P شود) مصرف گلوله دو یا (یک

متمایزند، پیشامدهای گلوله دو مصرف و گلوله یک مصرف چون و
P شود) مصرف گلوله دو یا (یک = P شود) مصرف گلوله P+(یک شود) مصرف گلوله (دو

عددی مقادیر جایگذاری با
P شود) مصرف گلوله سه از (بیش =۱− (p +qp)

=۱−p(۱+q)

=۱−
۹۰

۱۰۰

(

۱+
۱

۱۰

)

=۱−
۹۹

۱۰۰
=

۱

۱۰۰

٩ ٧از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
داریم x؛ ∈R کنیم فرض اول. روش .١١

(x +x)
۲ = x +x

(x +x)(x +x) = x +x

x۲+x۲+x۲+x۲ = x +x

x +x +x +x = x +x

x +x = ۰

x =−x

است. برابر خودش با عضو هر قرینۀ بنابراین،
داریم ،x + y ∈R چون ,x؛ y ∈R کنیم فرض حال

(x + y)
۲ = x + y

(x + y)(x + y) = x + y

x۲+ x y + y x + y۲ = x + y

x +x y + y x + y = x + y

x y + y x = ۰

است. جابجایی حلقه، و x y = y x آنجا از .x y − y x = ۰ پس y =−y چون
داریم می�کنیم. استفاده a(−b) = (−a)b =−ab از دوم. روش

x = x۲ = (−x)(−x) = (−x)
۲ =−x

بنابراین، است. برابر قرینه�اش با عضو هر پس
(x + y)(x − y) = (x − y)

۲ = x − y

x۲+x(−y)+ y x + y(−y) = x − y

x −x y + y x − y = x − y

x y = y x

می�افزاییم را ab مساوی مقادیر نامساوی طرفین به .ac < bc پس ،c > ۰ چون ،a < b کنیم فرض .١٢
ab +ac < ab +bc

a(b +c) < b(a +c)

پس ،b +c > ۰ چون
a <

b(a +c)

b + c

،b > ۰ چون و
a

b
<

a +c

b +c
(۱)

٩ ٨از صفحه�ی
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ریاضی المپیاد سومین دوم مرحله�ی مسائل حل
داریم حال می�شود. ثابت ترتیب همین به نیز a > b حالت

a < b =⇒ a +c < b +c =⇒
a + c

b + c
<۱

داریم (۱) نامساوی به توجه با و
a

b
<

a +c

b +c
<۱

گنگ، عددی عنوان به c انتخاب با ، a
b
< a+c

b+c
< ۱ داریم a < b فرض با مسأله، آخر قسمت برای

ماست. مطلوب جواب a < x < b آنجا از بود. خواهد گنگ عددی ،x =
(

a+c
b+c

)

b می�کنیم ثابت
پس نباشد گنگ (

a+c
b+c

)

b ولی بوده گنگ عددی c کنیم فرض حال
( a +c

b +c

)

b =
p

q
(p, q ∈Z)

(a +c)bq = p(b +c)

abq + cbq = bp +pc

c =
b(aq −p)

p −bq

چون
a < b =⇒

a + c

b + c
̸=۱=⇒ p ̸= bq

این از است. آن بودن گنگ فرض متناقض که گویاست عددی c صحیحند، اعداد q و p ،b ،a و
است. برقرار شده خواسته حکم و است گنگ نیز a+c

b+c
باشد، گنگ c اگر که می�شود نتیجه تناقض

٩ ٩از صفحه�ی
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ریاضی مسابقات دوره اولین دوم مرحله�ی آزمون
کشور

١٣۶٣ ماه فروردین برگزاری: زمان
١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:

محمودیان عباداله دکتر تألیف

است. یک�به�یک نیز f : R→R کنید ثابت باشد یک�به�یک g ◦ f : R→R هرگاه .١
است. (گنگ) اصم x =

√

۱+
p
۲ عدد کنید ثابت .٢

باشیم داشته که بیابید چنان را A(۲×۲) ماتریس .٣
[

۲ ۳
۱ ۲

]

A

[

۳ ۴
۲ ۳

]

=
[

۱ ۲
۲ ۱

]

مکان ثابت. است مقداری مکعب وجوه از آن فواصل مربعات مجموع که می�کند حرکت چنان M نقطۀ .۴
آورید. به�دست را M نقطۀ هندسی

ساخت؟ می�توان معنی) بدون یا معنی (با چهارحرفی کلمۀ چند «احتمال» لغت حروف از استفاده با .۵
ولی است گرم ١٠ کیسه�ها این از تا ٩ گلوله�های از هریک وزن که داریم هم�شکل گلوله�های از کیسه ١٠ .۶
تعیین عقربه�ای[ ترازوی ]با توزین بار یک با است. گرم ٩ کیسه�ها از یکی گلوله�های از هریک وزن

است. شده تشکیل گرمی ٩ گلوله�های از کیسه�ها از کدام�یک کنید
نیز را lim

n→∞
Sn آورید. به�دست را Sn = Arctg ۱

۲ +Arctg ۱
۸ + ·· ·+Arctg ۱

۲n۲ عبارت حاصل .٧
کنید. پیدا

کنید فرض .٨
f (x) =

{

n n ∈N و x = ۱
n

اگر
x صورت این غیر در

است؟ حد دارای نقاطی چه در فوق تابع الف)
نیست. موجود صفر در f تابع حد دهید نشان ب)

در متغیری دایرۀ .(AB ̸= BC) می�کنیم اختیار l مفروض خط بر ترتیب به را C و B ،A نقطۀ سه .٩
مکان می�کنیم. رسم ]دایره[ دوایر این بر مماسهایی C Aو نقاط از است. مماس همواره l خط Bبر نقطۀ

کنید. تعیین را مماسها این تلاقی محل M نقطۀ هندسی

١
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ریاضی مسابقات دوره اولین دوم مرحله�ی آزمون
آورید. به�دست را ۱

۲ + ۲
۴ + ۳

۸ + ۴
۱۶ +·· · مجموع زیر اشکال از گرفتن الهام با .١٠

A1
A2

A3

B0

B1

B2

B3

٢ ٢از صفحه�ی
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