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نمايید. در صورت  یسؤاÓت را بررس ۀدفترچ یهابرگه ۀبÔفاصله پس از آغاز آزمون، تعداد سؤاÓت داخل دفترچه و هم -1
 هرگونه نقص در دفترچه، در اسرع وقت مسئول جلسه را مطلّع كنید.

آن نوشته شده است. در صورت نادرست بودن  یبرگ در اختیار شما قرار گرفته كه مشخّصات شما بر رويک برگ پاسخ-2
 یبرگ را با مداد مشکپاسخ نيیشده در پاآن، در اسرع وقت مسئول جلسه را مطّلع كنید. ضمناً مشخّصات خواسته

 . دیسيبنو

آن ها هیچ امتیازی  ر دفترچه سوال تصحیح نشده و بهبرگ وارد شود. پاسخ های نوشته شده دكلیه جواب ها بايد در پاسخ-3
 تعلق نخواهد گرفت.

پس آن را تا نکنید و تمیز نگه داريد و به عÔوه، پاسخ هر پرسش را با مداد  كند؛یبرگ را دستگاه تصحیح مپاسخ ۀبرگ-4
 مورد نظر را كامÔً سیاه كنید. ۀمربوط عÔمت بزنید. لطفاً خان نرم در محل یمشک

 برگ تحويل داده شود.سؤال بايد همراه پاسخ ۀدفترچ -5

 دارد. یمنف ةنمر 1مثبت و پاسخ نادرست  ةنمر 4 پرسشپاسخ درست به هر  -6

 نيا ریدر غ .دیكن یخوددارجداً  برگپاسخ ۀدفترچ درصفحه  شۀگودر چهار هامربعو  باركدهااز مخدوش كردن -7
  شد. نخواهد حیشما تصح ۀصورت برگ

دستبند هوشمند و  ،هوشمند ساعت ،همراه تلفن رینظ یکیو لوازم الکترون ادداشتي ،جزوه ،داشتن هر گونه كتاب همراه-8
خاموش باشد تقلب محسوب خواهد  اي دیاگر از آن استفاده نکن یحت ليوسا لیقب نيهمراه داشتن ا .لپتاپ ممنوع است

  د.ش

 .استبرگ  4 با احتساب جلدو  ایهچندگزين سوال 20 اين دفترچه شامل-9

 توضیحات مهم

 پژوهان جوان محفوظ است.كلّیۀ حقوق اين سؤاÓت برای باشگاه دانش

 ysc.medu.gov.ir اينترنتی: پايگاهآدرس 
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
است. دقیقه ۲۱۰ آزمون زمان •

دارد. سوال ۲۰ آزمون •

دارد. منفͬ نمرەی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمرەی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینەها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمدەاند سوالͬ چند دستەهای در ۲۰ تا ۱۶ سوالات •

تعداد با برابر رنگ آمیزی ͷی تلاطُم کنیم. رنگ آمیزی سیاه و سفید رنگ های با را زیر شͺل خانەهای ͬ خواهیم م ۱
جدول رنگ آمیزی با ͬ توانیم م که تلاطم میزان کمترین دارند. مشترک ضلع ͷی که است هم رنگͬ خانەهای جفت

است؟ چند آوریم دست به

۱۲ (۵ ۱۴ (۴ ۹ (۳ ۱۰ (۲ ۱۳ (۱
بͽیرید: درنظر را زیر الͽوریتم ۲

بͽیر. ورودی را n طول به A آرایەی .۱
برو. ۷ مرحلەی به بود، مرتب A آرایەی اگر .۲

بͽیر. درنظر را Y = A[⌊n

۲ ⌋+ ۱ · · ·n] و X = A[۱ · · · ⌊n

۲ ⌋] آرایەی دو .۳
برو. ۶ مرحلەی به بود، زوج عددی t اگر بͽیر؛ ورودی را t صحیح عدد .۴

برو. ۲ مرحلەی به سپس بده. قرار ⌊n

۲ ⌋ با برابر را n مقدار و X با برابر را A آرایەی .۵
برو. ۲ مرحلەی به سپس بده. قرار n− ⌊n

۲ ⌋ با برابر را n مقدار و Y با برابر را A آرایەی .۶
بده. خروجͬ را A آرایەی .۷

پایان. .۸
A = ⟨۲, ۱, ۳, ۵, ۴⟩ اگر مثال برای است؛ (r و l خود (شامل A آرایەی از r تا l بازەی A[l · · · r] از منظور
بیشینه نهایی آرایەی طول که دهیم ورودی صورتͬ به را t مقادیر اگر ͬ شود. م A[۲ · · · ۴] = ⟨۱, ۳, ۵⟩ باشد

بود؟ خواهد ۲ با برابر حداقل نهایی آرایەی طول ۸ تا ۱ اعداد از اولیه جایͽشت چند ازای به شود،
۳۷۸۰۰ (۵ ۳۰۲۴۰ (۴ ۳۴۵۱۰ (۳ ۴۰۳۲۰ (۲ ۲۰۱۶۰ (۱

همواره راستگو افراد هستند. دروغگو یا راستگو آن ها از هرکدام که ͬ کنند م زندگͬ نفر شش جادوگرها شهر در ۳
آن ها از هرکدام بودن دروغگو یا راستگو متوجه ͬ خواهد م س˼لتͬ ͬ گویند. م دروغ همواره دروغگو افراد و راست

بدهند: او به دیͽران و خود با رابطه در اطلاعاتͬ خواست آن ها از نتیجه در و شود
۱۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
ͬ گوید. م دروغ B :A فرد •

ͬ گویند. م دروغ C و A از ͬͺی حداقل :B فرد •

ͬ گوید. م راست A :C فرد •

ͬ گویند. م راست نفر دو دقیقاً :D فرد •

ͬ گوید. م دروغ D :E فرد •

ͬ گویند. م راست نفر سه دقیقاً :F فرد •

گفتەهای در تناقضͬ که نحوی به کند، مشخص را افراد بودن دروغگو یا راستگو ͬ تواند م طریق چند به سلتͬ
باشد؟ نداشته وجود آن ها از هیچ کدام

۱ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۲ (۲ ۳ (۱
در دارد. قرار زیر شͺل مانند ۴× ۴ جدول گوشەهای از ͬͺی در که داریم ۱× ۱× ۲ صورتͬ وجهͬ شش ͷی ۴
آن زیر خانەهای تمام و نزند) بیرون جدول از که شرطͬ (به غلتاند وجەهایش از ͬͺی روی را آن ͬ توان م گام هر
جز به جدول خانەهای تمام ابتدا در شود). رنگ آمیزی بار چندین ͬ تواند م خانه ͷی) درآورد صورتͬ رنگ به را

درآوریم؟ صورتͬ رنگ به را جدول کل تا داریم لازم گام چند حداقل هستند. سفید وجهͬ شش زیرین خانەی

۸ (۵ ۹ (۴ ۱۲ (۳ ۱۰ (۲ ۱۱ (۱
(x′, y′) و (x, y) خانەی دو منهتنͬ فاصلەی دارند. وجود A,B,C جفت سه آن در که داریم ۲ × ۳ جدولͬ ۵
شمارەی با برابر را جدول از خانه هر مختصات اگر زیر جدول در مثال برای است؛ |x− x′|+ |y − y′| با برابر
ازای به ͬ شود. م ۳ + ۱ + ۱ = ۵ با برابر جفت سه این منهتنͬ فواصل جمع بͽیریم، نظر در آن ستون و سطر

است؟ چەقدر جفت ها این منهتنͬ فواصل جمع ریاضͬ امید جدول، در جفت سه این چینش حالات تمام

B B A

A C C

۶ (۵ ۱۰ (۴ ۵ (۳ ۱۱
۲ (۲ ۹

۲ (۱

۲۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
دوازده از اکتاو هر ͬ گیرند. م قرار هم کنار که ͬ شود م تشͺیل یͺسان چینشͬ با اُکتاو هفت از پیانو کلید صفحه ۶
تشͺیل سیاه کلید پنج و سفید کلید هفت از ترکیب این استاندارد، چینش در که ͬ شود م تشͺیل سفید و سیاه کلید

ببینید: را پیانو اصلͬ کلید صفحه در متوالͬ اکتاو دو چینش ͬ توانید م زیر شͺل در است. شده

C D E F G A B C D E F G A B
کتاو اُ

کلید صفحه در هم سر پشت سیاه کلید دو ͬ توان نم آن ها، فشردن سختͬ و سیاه کلید های بودن کوچͷ تر دلیل به
محدودیت، این به توجه با باشد. داشته وجود سفید کلید ͷی حداقل مجاور سیاه کلید دو هر بین باید و داشت
(در کلید صفحه کل در که ساخت ͬ توان م دلخواه سیاه و سفید کلیدهای تعداد با ۱۲ طول به معتبر اکتاو چند

باشد؟ نداشته وجود مجاوری سیاه کلید دو هیچ متوالͬ) اکتاو دو بین یا اکتاو ͷی
۱۴۴ (۵ ۳۲۲ (۴ ۲۸۸ (۳ ۲۳۳ (۲ ۳۷۷ (۱

داریم. ⟨۲, ۳, ۴, ۷, ۹, ۱۱, ۱۴⟩ قدرت های با انسان هفت و ⟨۱, ۵, ۶, ۸, ۱۰, ۱۲, ۱۳⟩ قدرت های با دیو هفت ۷

ͬ ماند. م زنده قدرتمندتر فرد جفت، هر از و ͬ کنند م تن به تن نبرد دیو و انسان جفت هفت جنگ، هر در ͬ دانیم م
ازای به باشد. متفاوت چینش دو این در او رقیب که باشد داشته وجود فردی که متمایزند صورتͬ در چینش دو

است؟ ممͺن مقدار بیشترین ͬ مانند م زنده که انسان هایی تعداد اولیه، چینش چند
۲۴ (۵ ۱۰۸ (۴ ۷۲ (۳ ۱۴۴ (۲ ۴۲۰ (۱

دهیم: انجام آن روی دلخواه تعدادی به را زیر عملیات ͬ توانیم م که بͽیرید درنظر را ۱۰ تا ۱ اعداد از جایͽشتͬ ۸
به سپس و حذف جایͽشت از را نکردەایم انتخاب را آن حال به تا که جایͽشت از دلخواه عددی مرحله هر در
نشده انتخاب حال به تا که صورتͬ (در ۹ عدد انتخاب از پس زیر جایͽشت مثال برای ͬ کنیم؛ م اضافه آن انتهای

ͬ یابد: م تغییر شͺل بدین باشد)
⟨۴, ۱, ۶, ۹, ۲, ۳, ۵, ۱۰, ۷, ۸⟩ → ⟨۴, ۱, ۶, ۲, ۳, ۵, ۱۰, ۷, ۸, ۹⟩

نزولͬ یا صعودی جایͽشت ͷی به تبدیل را آن ها مرحله پنج دقیقاً انجام با ͬ توان م که اولیەای جایͽشت های تعداد
است؟ چەقدر کرد

۱۵۱۲۰ (۵ ۶۰۴۸۰ (۴ ۳۰۴۹۲ (۳ ۳۰۲۴۰ (۲ ۶۰۲۲۸ (۱
هر در دارند. قرار مسͺونͬ واحدهای ۵ تا ۱ طبقات در و لابی همͺف طبقەی در که دارد طبقه ۵ سʿرداد برج ۹
صدا به دلیل به عجیب روز ͷی در دارد. ظرفیت نفر ۵ نیز برج آسانسور و ͬ کنند م زندگͬ نفر ۵ برج این طبقەی
بروند. لابی به تا ͬ ایستند م صف ͷی در خودشان طبقەی آسانسور در پشت ساکنین همەی خطر، آژیر درآمدن

است. بوده ۵ طبقەی در آسانسور اتفاق این از قبل همچنین
۳۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
او که تعدادی اندازەی به و ͬ کند م حرکت ساختمان مدیر نظر مورد طبقات از ͬͺی سمت به آسانسور مرحله هر در
داخل افراد تمام برسد، لابی به آسانسور اگر ͬ کند. م سوار صف ابتدای از را طبقه آن افراد است کرده مشخص
قرار صف اول در که کسͬ طبقه، هر در ندارد. را مسیر حین در شدن پیاده حق هیچ کس و ͬ شوند م پیاده آن
ͷی نیست سوارش او و ͬ شود م عوض آن طبقەی که باری هر ازای به ͬ بیند م را آسانسور طبقات تابلوی و دارد
شود. کمینه برج اعضای خردی اعصاب مجموع که است این ساختمان مدیر هدف ͬ شود. م خرد اعصابش واحد

است؟ چقدر برسد آن به ͬ تواند م ساختمان مدیر که برج اعضای خردی اعصاب مجموع حداقل
۷۰ (۵ ۵۰ (۴ ۷۵ (۳ ۵۵ (۲ ۴۵ (۱

رنگ آمیزی برای او داشت. را هرچیزی رنگ آمیزی و نقاشͬ توانایی که بود کوبیسم ͷسب مطرح نقاش پیͺاسو ۱۰
ͬ کرد: م پیروی کسل کنندگͬ عدم و شلختگͬ عدم اصل دو از درخت ها

باشد. داشته مجاورش رأس های میان در متفاوت رنگ دو از بیش نباید رأسͬ هیچ شلختگͬ: عدم •

شود. استفاده رأس ها رنگ آمیزی در ممͺن رنگ تعداد بیشترین از باید کسل کنندگͬ: عدم •

مختلف رنگ چهار دقیقاً با خود رنگ آمیزی اصول به توجه با را آن ها پیͺاسو که دارد وجود رأسͬ ده درخت چند
دو بین T۱ درخت در (u, v) مانند یالͬ اگر تنها و اگر هستند، متفاوت T۲ و T۱ درخت دو ͬ کند؟ م رنگ آمیزی

باشد. نداشته قرار T۲ درخت در که باشد داشته وجود v و u رأس
۱۱۴۳۰ (۵ ۲۲۹۵۰ (۴ ۲۲۸۶۰ (۳ ۴۵۹۹۰ (۲ ۴۶۰۸۰ (۱

است. f(۱۰) = ۰ و f(۱۵) = ۱ مثال برای است؛ ۲ بر x صحیح عدد تقسیم ͬ ماندەی باق f(x) از منظور ۱۱
بͽیرید: نظر در را زیر الͽوریتم داریم. x مانند صحیح عددی کنید فرض

بده. قرار −۱ برابر را last مقدار و ۰ برابر را k مقدار .۱
برو. ۵ مرحلەی به بود، f(x) = ۰ اگر .۲

کن. اضافه ͬͺی را k مقدار بود، last ̸= ۱ اگر .۳
برو. ۷ مرحلەی به و بده قرار ۱ برابر را last مقدار .۴

کن. اضافه ͬͺی را k مقدار بود، last ̸= ۰ اگر .۵
بده. قرار ۰ برابر را last مقدار .۶
بده. قرار ⌊x

۲⌋ برابر را x مقدار .۷
برو. ۲ مرحلەی به بود، x > ۰ اگر .۸

کن. اعلام خروجͬ عنوان به را k مقدار .۹
پایان. .۱۰

جمع یͺدیͽر با را آن ها نهایی خروجͬ و دهیم انجام ۰ ⩽ x < ۱۰۲۴ مقادیر تمام ازای به را بالا الͽوریتم اگر
است؟ عددی چه با برابر حاصل کنیم،

۴۶۰۸ (۵ ۵۱۲۰ (۴ ۵۶۳۲ (۳ ۲۵۶۰ (۲ ۵۱۲۱ (۱

۴۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
دیͽر سطرهای از خانه هر سپس و ͬ کنیم م پر ۲ یا ۱ ،۰ اعداد با را سطر بالاترین خانەهای ابتدا زیر، شͺل در ۱۲
آن اعداد مجموع سطر، بالاترین اعداد مقداردهͬ حالت چند ازای به ͬ شود. م بالایی اش خانەی دو مجموع برابر

ͬ شوند؟ م ۳ از مضربی هردو هرم پایین خانەی نهایی عدد همچنین و

۱۹۶۸۳ (۵ ۷۶۸ (۴ ۲۳۰۴ (۳ ۶۵۶۱ (۲ ۱۵۳۶ (۱
ͬ کنیم؛ م تعریف شͺل بدین را تازا عمل شدەاند. نوشته ۷ تا ۱ اعداد آن روی ابتدا در که داریم ۷ طول به نواری ۱۳
سمت به صفر عدد با جدید خانەی ͷی سپس ͬ کنیم. م انتخاب نوار از مجاور خانەی دو میان دلخواه خطͬ ابتدا
هم روی که خانەهایی مقادیر جای به و ͬ کنیم م تا اولیه خط از را نوار ادامه در ͬ کنیم. م اضافه اولیه خط راست

ͬ دهیم: م قرار را خانه دو آن (XOR) انحصاری یای مقدار گرفتەاند، قرار

۳ ۵ ۲ ۴ ۷ ۱ ۶ → ۳ ۵ ۲ ۰ ۴ ۷ ۱ ۶

→
۳ ۵ ۲

۶ ۱ ۷ ۴ ۰ → ۶ ۱ ۴ ۱ ۲

حاصل در است، متفاوت عدد دو این در که رقمͬ هر و ͬ گیرد م نظر ۲ مبنای در را عدد دو انحصاری یای عملیات
است: ۶ برابر ۵ و ۳ انحصاری یای حاصل مثال برای بود؛ خواهند صفر برابر رقم ها باقͬ و ͷی برابر

۳⊕ ۵ = ۰۱۱۲ ⊕ ۱۰۱۲ = ۱۱۰۲ = ۶

۵۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
را آرایه ͷی تازایی قدرت اگر شود. ۲ با برابر آن طول که داد انجام آرایه روی آن قدر ͬ توان م را تازا عملیات
تمام تازایی قدرت جمع کنیم، تعریف دلخواه حرکت تعدادی از پس آن انتهایی عدد دو جمع مقدار حداکثر برابر

است؟ چند ۷ تا ۱ اعداد جایͽشت های
۳۵۲۸۰ (۵ ۱۶۱۲۸ (۴ ۷۰۵۶۰ (۳ ۳۲۲۵۶ (۲ ۴۰۳۲۰ (۱

همبرگر هر سمت دو شدن سرخ کند. سرخ ͬ خواهد م را آن ها تمامͬ که است کرده تهیه همبرگر ۳۵ اسفنجͬ باب  ۱۴
داشته نیاز شدن سرخ برای ثانیه ti به اُم i همبرگر زیرین سمت اگر یعنͬ ͬ کشد؛ م طول ثانیه ۱۴۰۴ مجموع در
که است شده متوجه و ͬ داند م را ti مقادیر اسفنجͬ باب دارد. نیاز ثانیه ۱۴۰۴ − ti به آن دیͽر سمت باشد،

هستند. ۱۴۰۴ از کوچͷ تر و طبیعͬ عددی آن ها تمامͬ
به و ͬ گذارد م اجاق روی خود دلخواه سمت از همزمان طور به را همبرگر ۳۵ از هرکدام اسفنجͬ باب ابتدا در
ͬ تواند م همین برای بسوزاند؛ را همبرگرها از سمتͬ هیچ نباید اسفنجͬ باب همچنین ͬ پردازد. م ظرف ها شستن
و انتخاب را همبرگرها از دلخواه زیرمجموعەی ͷی و بͺشد دست شستن ظرف از ͬ خواهد م دلش که زمانͬ هر
قبل تا دارد لازم او که بارهایی تعداد حداقل دهد. ادامه شدن سرخ به آن دیͽر سمت تا برگرداند ناچیز زمانͬ در

است؟ چەقدر کند حاضر سوزاندن بدون را آن ها بتواند تا بردارد شستن ظرف از دست همبرگرها پختەشدن از
۱۲ (۵ ۳۵ (۴ ۱۰ (۳ ۱۱ (۲ ۱۷ (۱

که جدول از خانەای سه هر به است. شده پنهان کور موشͬ آن خانەهای از ͬͺی در که داریم ۳ × ۳ جدول ͷی ۱۵
سطر، ͷی در که جدول از خانەای سه هر به و پراکنده قطر ͷی نباشند هم ستون یا هم سطر آن ها از دوتایی هیچ
کنیم. پیدا را کور موش مرحله تعداد کمترین در که است آن هدف ͬ گوییم. م گروه ͷی باشند پراکنده قطر یا ستون
دستگیر را او بود آن جا در کور موش اگر و ͬ کنیم م بازبینͬ را A مانند جدول دلخواه خانەهای از ͬͺی مرحله هر در
خانەی به و کرده فرار بازبینͬ اتمام از پس باشد، B مانند خانەای در کور موش اگر صورت این غیر در ͬ کنیم. م

است؟ چند کور موش دستگیری برای لازم مراحل تعداد حداقل ͬ رود. م B و A هم گروهͬ
۸ (۵ ۹ (۴ کرد. دستگیر را کور موش قطعͬ روش ͷی با ͬ توان نم (۳ ۱۷ (۲ ۱۲ (۱

رنگ است. شده رنگ آمیزی سفید و سیاه رنگ دو از ͬͺی دقیقاً با آن خانەی هر که دارد ۳× ۳ جدول ͷی حمید
جدول حمید است. شده تکرار دیͽر رنگ از بیشتر ستون یا سطر آن در که است رنگͬ ستون، یا سطر ͷی محبوب
برابر حمید اطلاعات ابهام عدد ͬ گوید. م ما به را ستون ها و سطر ها تمام محبوب رنگ اما ͬ دهد، نم نشان ما به را

باشد. داشته سازگاری است، داده ما به که اطلاعاتͬ با که است جدول از ممͺن رنگ آمیزی های تعداد
دهید پاسخ زیر سوال ۳ به بالا توضیحات به توجه با

است؟ مقداری چه شده داده اطلاعات ابهام عدد است، سیاه ستون ها و سطر ها تمام محبوب رنگ بͽوید حمید اگر ۱۶
۶ (۵ ۳۳ (۴ ۲۵ (۳ ۱۸ (۲ ۳۴ (۱

است؟ صفر برابر ابهام عدد بدهد، ما به ͬ تواند م حمید که اطلاعاتͬ از حالت چند ازای به ۱۷
۱۴ (۵ ۷ (۴ ۱۶ (۳ ۸ (۲ ۲ (۱

۶۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
است؟ مقداری چه برابر بدهد ما به ͬ تواند م حمید که اطلاعاتͬ ابهام عدد بیشترین ۱۸

۲۵ (۵ ۳۴ (۴ ۴۲ (۳ ۶۴ (۲ ۵۴ (۱

طوری به کند، اضافه گراف به را یال تعداد بیشترین که ͬ خواهد م او از و ͬ دهد م ببعͬ به گراف ͷی مجری آقای
آن رأس دو هر بین که زیرگرافͬ به نکند. تغییری آن کامل زیرگراف بزرگ ترین اندازەی و بماند ساده همچنان که

ͬ گوییم. م کامل زیرگراف دارد وجود یال ͷی دقیقاً
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

کند؟ اضافه ͬ تواند م یال چند حداکثر ببعͬ بدهد، ببعͬ به را زیر گراف مجری آقای اگر ۱۹

۸ (۵ ۹ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۴ (۱
بین و ͬ باشد م رقمͬ n دودویی رشتەی ͷی نمایان گر آن رأس هر که است رأسͬ ۲n اَبʿرمͺعب ͷی Qn گراف ۲۰
را Q۸ گراف مجری آقای اگر دارد. وجود یال دارند تفاوت رقم ͷی در دقیقاً آن ها دودویی رشتەی که رأس هایی

کند؟ اضافه ͬ تواند م یال چند حداکثر ببعͬ بدهد، ببعͬ به
۱۵۳۶۰ (۵ ۶۴۰۰ (۴ ۶۳۰۷ (۳ ۱۴۳۳۶ (۲ ۱۶۳۸۴ (۱

۷۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
است. دقیقه ۲۱۰ آزمون زمان •

دارد. سوال ۲۰ آزمون •

دارد. منفͬ نمرەی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمرەی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینەها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمدەاند سوالͬ چند دستەهای در ۲۰ تا ۱۶ سوالات •

تعداد با برابر رنگ آمیزی ͷی تلاطُم کنیم. رنگ آمیزی سیاه و سفید رنگ های با را زیر شͺل خانەهای ͬ خواهیم م ۱
جدول رنگ آمیزی با ͬ توانیم م که تلاطم میزان کمترین دارند. مشترک ضلع ͷی که است هم رنگͬ خانەهای جفت

است؟ چند آوریم دست به

۱۲ (۵ ۱۴ (۴ ۹ (۳ ۱۰ (۲ ۱۳ (۱
است. درست ۵ گزینەی پاسخ:

□

بͽیرید: درنظر را زیر الͽوریتم ۲
بͽیر. ورودی را n طول به A آرایەی .۱

برو. ۷ مرحلەی به بود، مرتب A آرایەی اگر .۲
بͽیر. درنظر را Y = A[⌊n

۲ ⌋+ ۱ · · ·n] و X = A[۱ · · · ⌊n

۲ ⌋] آرایەی دو .۳
برو. ۶ مرحلەی به بود، زوج عددی t اگر بͽیر؛ ورودی را t صحیح عدد .۴

برو. ۲ مرحلەی به سپس بده. قرار ⌊n

۲ ⌋ با برابر را n مقدار و X با برابر را A آرایەی .۵
برو. ۲ مرحلەی به سپس بده. قرار n− ⌊n

۲ ⌋ با برابر را n مقدار و Y با برابر را A آرایەی .۶
بده. خروجͬ را A آرایەی .۷

پایان. .۸
A = ⟨۲, ۱, ۳, ۵, ۴⟩ اگر مثال برای است؛ (r و l خود (شامل A آرایەی از r تا l بازەی A[l · · · r] از منظور
بیشینه نهایی آرایەی طول که دهیم ورودی صورتͬ به را t مقادیر اگر ͬ شود. م A[۲ · · · ۴] = ⟨۱, ۳, ۵⟩ باشد

بود؟ خواهد ۲ با برابر حداقل نهایی آرایەی طول ۸ تا ۱ اعداد از اولیه جایͽشت چند ازای به شود،
۳۷۸۰۰ (۵ ۳۰۲۴۰ (۴ ۳۴۵۱۰ (۳ ۴۰۳۲۰ (۲ ۲۰۱۶۰ (۱

۱۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
است. درست ۵ گزینەی پاسخ:

□

همواره راستگو افراد هستند. دروغگو یا راستگو آن ها از هرکدام که ͬ کنند م زندگͬ نفر شش جادوگرها شهر در ۳
آن ها از هرکدام بودن دروغگو یا راستگو متوجه ͬ خواهد م س˼لتͬ ͬ گویند. م دروغ همواره دروغگو افراد و راست

بدهند: او به دیͽران و خود با رابطه در اطلاعاتͬ خواست آن ها از نتیجه در و شود
ͬ گوید. م دروغ B :A فرد •

ͬ گویند. م دروغ C و A از ͬͺی حداقل :B فرد •

ͬ گوید. م راست A :C فرد •

ͬ گویند. م راست نفر دو دقیقاً :D فرد •

ͬ گوید. م دروغ D :E فرد •

ͬ گویند. م راست نفر سه دقیقاً :F فرد •

گفتەهای در تناقضͬ که نحوی به کند، مشخص را افراد بودن دروغگو یا راستگو ͬ تواند م طریق چند به سلتͬ
باشد؟ نداشته وجود آن ها از هیچ کدام

۱ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۲ (۲ ۳ (۱
است. درست ۲ گزینەی پاسخ:

□

در دارد. قرار زیر شͺل مانند ۴× ۴ جدول گوشەهای از ͬͺی در که داریم ۱× ۱× ۲ صورتͬ وجهͬ شش ͷی ۴
آن زیر خانەهای تمام و نزند) بیرون جدول از که شرطͬ (به غلتاند وجەهایش از ͬͺی روی را آن ͬ توان م گام هر
جز به جدول خانەهای تمام ابتدا در شود). رنگ آمیزی بار چندین ͬ تواند م خانه ͷی) درآورد صورتͬ رنگ به را

درآوریم؟ صورتͬ رنگ به را جدول کل تا داریم لازم گام چند حداقل هستند. سفید وجهͬ شش زیرین خانەی

۸ (۵ ۹ (۴ ۱۲ (۳ ۱۰ (۲ ۱۱ (۱
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
است. درست ۴ گزینەی پاسخ:

□

(x′, y′) و (x, y) خانەی دو منهتنͬ فاصلەی دارند. وجود A,B,C جفت سه آن در که داریم ۲ × ۳ جدولͬ ۵
شمارەی با برابر را جدول از خانه هر مختصات اگر زیر جدول در مثال برای است؛ |x− x′|+ |y − y′| با برابر
ازای به ͬ شود. م ۳ + ۱ + ۱ = ۵ با برابر جفت سه این منهتنͬ فواصل جمع بͽیریم، نظر در آن ستون و سطر

است؟ چەقدر جفت ها این منهتنͬ فواصل جمع ریاضͬ امید جدول، در جفت سه این چینش حالات تمام

B B A

A C C

۶ (۵ ۱۰ (۴ ۵ (۳ ۱۱
۲ (۲ ۹

۲ (۱
است. درست ۳ گزینەی پاسخ:

□

دوازده از اکتاو هر ͬ گیرند. م قرار هم کنار که ͬ شود م تشͺیل یͺسان چینشͬ با اُکتاو هفت از پیانو کلید صفحه ۶
تشͺیل سیاه کلید پنج و سفید کلید هفت از ترکیب این استاندارد، چینش در که ͬ شود م تشͺیل سفید و سیاه کلید

ببینید: را پیانو اصلͬ کلید صفحه در متوالͬ اکتاو دو چینش ͬ توانید م زیر شͺل در است. شده

C D E F G A B C D E F G A B
کتاو اُ

کلید صفحه در هم سر پشت سیاه کلید دو ͬ توان نم آن ها، فشردن سختͬ و سیاه کلید های بودن کوچͷ تر دلیل به
محدودیت، این به توجه با باشد. داشته وجود سفید کلید ͷی حداقل مجاور سیاه کلید دو هر بین باید و داشت
(در کلید صفحه کل در که ساخت ͬ توان م دلخواه سیاه و سفید کلیدهای تعداد با ۱۲ طول به معتبر اکتاو چند

باشد؟ نداشته وجود مجاوری سیاه کلید دو هیچ متوالͬ) اکتاو دو بین یا اکتاو ͷی
۱۴۴ (۵ ۳۲۲ (۴ ۲۸۸ (۳ ۲۳۳ (۲ ۳۷۷ (۱

است. درست ۴ گزینەی پاسخ:
□

۳۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
داریم. ⟨۲, ۳, ۴, ۷, ۹, ۱۱, ۱۴⟩ قدرت های با انسان هفت و ⟨۱, ۵, ۶, ۸, ۱۰, ۱۲, ۱۳⟩ قدرت های با دیو هفت ۷
ͬ ماند. م زنده قدرتمندتر فرد جفت، هر از و ͬ کنند م تن به تن نبرد دیو و انسان جفت هفت جنگ، هر در ͬ دانیم م
ازای به باشد. متفاوت چینش دو این در او رقیب که باشد داشته وجود فردی که متمایزند صورتͬ در چینش دو

است؟ ممͺن مقدار بیشترین ͬ مانند م زنده که انسان هایی تعداد اولیه، چینش چند
۲۴ (۵ ۱۰۸ (۴ ۷۲ (۳ ۱۴۴ (۲ ۴۲۰ (۱

است. درست ۲ گزینەی پاسخ:
□

دهیم: انجام آن روی دلخواه تعدادی به را زیر عملیات ͬ توانیم م که بͽیرید درنظر را ۱۰ تا ۱ اعداد از جایͽشتͬ ۸
به سپس و حذف جایͽشت از را نکردەایم انتخاب را آن حال به تا که جایͽشت از دلخواه عددی مرحله هر در
نشده انتخاب حال به تا که صورتͬ (در ۹ عدد انتخاب از پس زیر جایͽشت مثال برای ͬ کنیم؛ م اضافه آن انتهای

ͬ یابد: م تغییر شͺل بدین باشد)
⟨۴, ۱, ۶, ۹, ۲, ۳, ۵, ۱۰, ۷, ۸⟩ → ⟨۴, ۱, ۶, ۲, ۳, ۵, ۱۰, ۷, ۸, ۹⟩

نزولͬ یا صعودی جایͽشت ͷی به تبدیل را آن ها مرحله پنج دقیقاً انجام با ͬ توان م که اولیەای جایͽشت های تعداد
است؟ چەقدر کرد

۱۵۱۲۰ (۵ ۶۰۴۸۰ (۴ ۳۰۴۹۲ (۳ ۳۰۲۴۰ (۲ ۶۰۲۲۸ (۱
است. درست ۱ گزینەی پاسخ:

□

هر در دارند. قرار مسͺونͬ واحدهای ۵ تا ۱ طبقات در و لابی همͺف طبقەی در که دارد طبقه ۵ سʿرداد برج ۹
صدا به دلیل به عجیب روز ͷی در دارد. ظرفیت نفر ۵ نیز برج آسانسور و ͬ کنند م زندگͬ نفر ۵ برج این طبقەی
بروند. لابی به تا ͬ ایستند م صف ͷی در خودشان طبقەی آسانسور در پشت ساکنین همەی خطر، آژیر درآمدن

است. بوده ۵ طبقەی در آسانسور اتفاق این از قبل همچنین
او که تعدادی اندازەی به و ͬ کند م حرکت ساختمان مدیر نظر مورد طبقات از ͬͺی سمت به آسانسور مرحله هر در
داخل افراد تمام برسد، لابی به آسانسور اگر ͬ کند. م سوار صف ابتدای از را طبقه آن افراد است کرده مشخص
قرار صف اول در که کسͬ طبقه، هر در ندارد. را مسیر حین در شدن پیاده حق هیچ کس و ͬ شوند م پیاده آن
ͷی نیست سوارش او و ͬ شود م عوض آن طبقەی که باری هر ازای به ͬ بیند م را آسانسور طبقات تابلوی و دارد
شود. کمینه برج اعضای خردی اعصاب مجموع که است این ساختمان مدیر هدف ͬ شود. م خرد اعصابش واحد

است؟ چقدر برسد آن به ͬ تواند م ساختمان مدیر که برج اعضای خردی اعصاب مجموع حداقل
۷۰ (۵ ۵۰ (۴ ۷۵ (۳ ۵۵ (۲ ۴۵ (۱

است. درست ۴ گزینەی پاسخ:
□

۴۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
رنگ آمیزی برای او داشت. را هرچیزی رنگ آمیزی و نقاشͬ توانایی که بود کوبیسم ͷسب مطرح نقاش پیͺاسو ۱۰

ͬ کرد: م پیروی کسل کنندگͬ عدم و شلختگͬ عدم اصل دو از درخت ها
باشد. داشته مجاورش رأس های میان در متفاوت رنگ دو از بیش نباید رأسͬ هیچ شلختگͬ: عدم •

شود. استفاده رأس ها رنگ آمیزی در ممͺن رنگ تعداد بیشترین از باید کسل کنندگͬ: عدم •

مختلف رنگ چهار دقیقاً با خود رنگ آمیزی اصول به توجه با را آن ها پیͺاسو که دارد وجود رأسͬ ده درخت چند
دو بین T۱ درخت در (u, v) مانند یالͬ اگر تنها و اگر هستند، متفاوت T۲ و T۱ درخت دو ͬ کند؟ م رنگ آمیزی

باشد. نداشته قرار T۲ درخت در که باشد داشته وجود v و u رأس
۱۱۴۳۰ (۵ ۲۲۹۵۰ (۴ ۲۲۸۶۰ (۳ ۴۵۹۹۰ (۲ ۴۶۰۸۰ (۱

است. درست ۵ گزینەی پاسخ:
□

است. f(۱۰) = ۰ و f(۱۵) = ۱ مثال برای است؛ ۲ بر x صحیح عدد تقسیم ͬ ماندەی باق f(x) از منظور ۱۱
بͽیرید: نظر در را زیر الͽوریتم داریم. x مانند صحیح عددی کنید فرض

بده. قرار −۱ برابر را last مقدار و ۰ برابر را k مقدار .۱
برو. ۵ مرحلەی به بود، f(x) = ۰ اگر .۲

کن. اضافه ͬͺی را k مقدار بود، last ̸= ۱ اگر .۳
برو. ۷ مرحلەی به و بده قرار ۱ برابر را last مقدار .۴

کن. اضافه ͬͺی را k مقدار بود، last ̸= ۰ اگر .۵
بده. قرار ۰ برابر را last مقدار .۶
بده. قرار ⌊x

۲⌋ برابر را x مقدار .۷
برو. ۲ مرحلەی به بود، x > ۰ اگر .۸

کن. اعلام خروجͬ عنوان به را k مقدار .۹
پایان. .۱۰

جمع یͺدیͽر با را آن ها نهایی خروجͬ و دهیم انجام ۰ ⩽ x < ۱۰۲۴ مقادیر تمام ازای به را بالا الͽوریتم اگر
است؟ عددی چه با برابر حاصل کنیم،

۴۶۰۸ (۵ ۵۱۲۰ (۴ ۵۶۳۲ (۳ ۲۵۶۰ (۲ ۵۱۲۱ (۱
است. درست ۱ گزینەی پاسخ:

□

دیͽر سطرهای از خانه هر سپس و ͬ کنیم م پر ۲ یا ۱ ،۰ اعداد با را سطر بالاترین خانەهای ابتدا زیر، شͺل در ۱۲
آن اعداد مجموع سطر، بالاترین اعداد مقداردهͬ حالت چند ازای به ͬ شود. م بالایی اش خانەی دو مجموع برابر

ͬ شوند؟ م ۳ از مضربی هردو هرم پایین خانەی نهایی عدد همچنین و

۵۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی

۱۹۶۸۳ (۵ ۷۶۸ (۴ ۲۳۰۴ (۳ ۶۵۶۱ (۲ ۱۵۳۶ (۱
است. درست ۲ گزینەی پاسخ:

□

ͬ کنیم؛ م تعریف شͺل بدین را تازا عمل شدەاند. نوشته ۷ تا ۱ اعداد آن روی ابتدا در که داریم ۷ طول به نواری ۱۳
سمت به صفر عدد با جدید خانەی ͷی سپس ͬ کنیم. م انتخاب نوار از مجاور خانەی دو میان دلخواه خطͬ ابتدا
هم روی که خانەهایی مقادیر جای به و ͬ کنیم م تا اولیه خط از را نوار ادامه در ͬ کنیم. م اضافه اولیه خط راست

ͬ دهیم: م قرار را خانه دو آن (XOR) انحصاری یای مقدار گرفتەاند، قرار

۳ ۵ ۲ ۴ ۷ ۱ ۶ → ۳ ۵ ۲ ۰ ۴ ۷ ۱ ۶

→
۳ ۵ ۲

۶ ۱ ۷ ۴ ۰ → ۶ ۱ ۴ ۱ ۲

حاصل در است، متفاوت عدد دو این در که رقمͬ هر و ͬ گیرد م نظر ۲ مبنای در را عدد دو انحصاری یای عملیات
است: ۶ برابر ۵ و ۳ انحصاری یای حاصل مثال برای بود؛ خواهند صفر برابر رقم ها باقͬ و ͷی برابر

۳⊕ ۵ = ۰۱۱۲ ⊕ ۱۰۱۲ = ۱۱۰۲ = ۶
را آرایه ͷی تازایی قدرت اگر شود. ۲ با برابر آن طول که داد انجام آرایه روی آن قدر ͬ توان م را تازا عملیات

۶۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
تمام تازایی قدرت جمع کنیم، تعریف دلخواه حرکت تعدادی از پس آن انتهایی عدد دو جمع مقدار حداکثر برابر

است؟ چند ۷ تا ۱ اعداد جایͽشت های
۳۵۲۸۰ (۵ ۱۶۱۲۸ (۴ ۷۰۵۶۰ (۳ ۳۲۲۵۶ (۲ ۴۰۳۲۰ (۱

است. درست ۲ گزینەی پاسخ:
□

همبرگر هر سمت دو شدن سرخ کند. سرخ ͬ خواهد م را آن ها تمامͬ که است کرده تهیه همبرگر ۳۵ اسفنجͬ باب  ۱۴
داشته نیاز شدن سرخ برای ثانیه ti به اُم i همبرگر زیرین سمت اگر یعنͬ ͬ کشد؛ م طول ثانیه ۱۴۰۴ مجموع در
که است شده متوجه و ͬ داند م را ti مقادیر اسفنجͬ باب دارد. نیاز ثانیه ۱۴۰۴ − ti به آن دیͽر سمت باشد،

هستند. ۱۴۰۴ از کوچͷ تر و طبیعͬ عددی آن ها تمامͬ
به و ͬ گذارد م اجاق روی خود دلخواه سمت از همزمان طور به را همبرگر ۳۵ از هرکدام اسفنجͬ باب ابتدا در
ͬ تواند م همین برای بسوزاند؛ را همبرگرها از سمتͬ هیچ نباید اسفنجͬ باب همچنین ͬ پردازد. م ظرف ها شستن
و انتخاب را همبرگرها از دلخواه زیرمجموعەی ͷی و بͺشد دست شستن ظرف از ͬ خواهد م دلش که زمانͬ هر
قبل تا دارد لازم او که بارهایی تعداد حداقل دهد. ادامه شدن سرخ به آن دیͽر سمت تا برگرداند ناچیز زمانͬ در

است؟ چەقدر کند حاضر سوزاندن بدون را آن ها بتواند تا بردارد شستن ظرف از دست همبرگرها پختەشدن از
۱۲ (۵ ۳۵ (۴ ۱۰ (۳ ۱۱ (۲ ۱۷ (۱

است. درست ۳ گزینەی پاسخ:
□

که جدول از خانەای سه هر به است. شده پنهان کور موشͬ آن خانەهای از ͬͺی در که داریم ۳ × ۳ جدول ͷی ۱۵
سطر، ͷی در که جدول از خانەای سه هر به و پراکنده قطر ͷی نباشند هم ستون یا هم سطر آن ها از دوتایی هیچ
کنیم. پیدا را کور موش مرحله تعداد کمترین در که است آن هدف ͬ گوییم. م گروه ͷی باشند پراکنده قطر یا ستون
دستگیر را او بود آن جا در کور موش اگر و ͬ کنیم م بازبینͬ را A مانند جدول دلخواه خانەهای از ͬͺی مرحله هر در
خانەی به و کرده فرار بازبینͬ اتمام از پس باشد، B مانند خانەای در کور موش اگر صورت این غیر در ͬ کنیم. م

است؟ چند کور موش دستگیری برای لازم مراحل تعداد حداقل ͬ رود. م B و A هم گروهͬ
۸ (۵ ۹ (۴ کرد. دستگیر را کور موش قطعͬ روش ͷی با ͬ توان نم (۳ ۱۷ (۲ ۱۲ (۱

است. درست ۴ گزینەی پاسخ:
□

رنگ است. شده رنگ آمیزی سفید و سیاه رنگ دو از ͬͺی دقیقاً با آن خانەی هر که دارد ۳× ۳ جدول ͷی حمید
جدول حمید است. شده تکرار دیͽر رنگ از بیشتر ستون یا سطر آن در که است رنگͬ ستون، یا سطر ͷی محبوب
برابر حمید اطلاعات ابهام عدد ͬ گوید. م ما به را ستون ها و سطر ها تمام محبوب رنگ اما ͬ دهد، نم نشان ما به را

باشد. داشته سازگاری است، داده ما به که اطلاعاتͬ با که است جدول از ممͺن رنگ آمیزی های تعداد
۷۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
دهید پاسخ زیر سوال ۳ به بالا توضیحات به توجه با

است؟ مقداری چه شده داده اطلاعات ابهام عدد است، سیاه ستون ها و سطر ها تمام محبوب رنگ بͽوید حمید اگر ۱۶
۶ (۵ ۳۳ (۴ ۲۵ (۳ ۱۸ (۲ ۳۴ (۱

است. درست ۱ گزینەی پاسخ:
□

است؟ صفر برابر ابهام عدد بدهد، ما به ͬ تواند م حمید که اطلاعاتͬ از حالت چند ازای به ۱۷
۱۴ (۵ ۷ (۴ ۱۶ (۳ ۸ (۲ ۲ (۱

است. درست ۵ گزینەی پاسخ:
□

است؟ مقداری چه برابر بدهد ما به ͬ تواند م حمید که اطلاعاتͬ ابهام عدد بیشترین ۱۸
۲۵ (۵ ۳۴ (۴ ۴۲ (۳ ۶۴ (۲ ۵۴ (۱

است. درست ۴ گزینەی پاسخ:
□

طوری به کند، اضافه گراف به را یال تعداد بیشترین که ͬ خواهد م او از و ͬ دهد م ببعͬ به گراف ͷی مجری آقای
آن رأس دو هر بین که زیرگرافͬ به نکند. تغییری آن کامل زیرگراف بزرگ ترین اندازەی و بماند ساده همچنان که

ͬ گوییم. م کامل زیرگراف دارد وجود یال ͷی دقیقاً
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

کند؟ اضافه ͬ تواند م یال چند حداکثر ببعͬ بدهد، ببعͬ به را زیر گراف مجری آقای اگر ۱۹

۸ (۵ ۹ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۴ (۱
است. درست ۳ گزینەی پاسخ:

۸۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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چندگزینەای آزمون − کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی
□

بین و ͬ باشد م رقمͬ n دودویی رشتەی ͷی نمایان گر آن رأس هر که است رأسͬ ۲n اَبʿرمͺعب ͷی Qn گراف ۲۰
را Q۸ گراف مجری آقای اگر دارد. وجود یال دارند تفاوت رقم ͷی در دقیقاً آن ها دودویی رشتەی که رأس هایی

کند؟ اضافه ͬ تواند م یال چند حداکثر ببعͬ بدهد، ببعͬ به
۱۵۳۶۰ (۵ ۶۴۰۰ (۴ ۶۳۰۷ (۳ ۱۴۳۳۶ (۲ ۱۶۳۸۴ (۱

است. درست ۵ گزینەی پاسخ:
□

۹۱۴۰۴ فروردین ۲۵
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 باسمه تعالی 
 جمهوری اسÔمی ایران 

 وزارت آموزش و پرورش 

 پژوهان جوان دانشباشگاه 

 

 

نمايید. در صورت  یسؤاÓت را بررس ۀدفترچ یهابرگه ۀبÔفاصله پس از آغاز آزمون، تعداد سؤاÓت داخل دفترچه و هم -1
 هرگونه نقص در دفترچه، در اسرع وقت مسئول جلسه را مطلّع كنید.

عÔمت مشخصه  ايگونه نوشته سربرگ به صورت ناشناس انجام خواهد شد. لذا از درج هرش برپس از  نیتوسط مصحح حیتصح اتیعمل-2
از ادامه حضور  دیكه باش ایهصورت تقلب محسوب شده و در هر مرحل نيا ریغ در. ديینما یخوددار ،دهنده صاحب برگه باشدكه نشان

 .شد دیمحروم خواه ادیدر المپ

 شودیم هیبرگه اضافه وجود نخواهد داشت. لذا توص گونهچیبه نام شما صادر شده است امکان ارائه ه هابرگه پاسخاينکبا توجه به -3
  د.يینما سيپاكنو برگدر پاسخ آنگاه ، حل كرده وسينوابتدا سواÓت را در برگه چرک

 برگ تحويل داده شود.سؤال بايد همراه پاسخ ۀدفترچ-4

 نيا ریدر غ .دیكن یخوددارجداً  برگپاسخ ۀدفترچ درصفحه  شۀگودر چهار هامربعو  باركدهااز مخدوش كردن -5
  شد. نخواهد حیشما تصح ۀصورت برگ

دستبند هوشمند و  ،هوشمند ساعت ،همراه تلفن رینظ یکیو لوازم الکترون ادداشتي ،جزوه ،داشتن هر گونه كتاب همراه-6
خاموش باشد تقلب محسوب خواهد  اي دیاگر از آن استفاده نکن یحت ليوسا لیقب نيهمراه داشتن ا .لپتاپ ممنوع است

  د.ش

ای روز اول مرحله ی در آزمون چندگزينهعلم كمیته نظر مورد نصاب حد كسب به مشروط دوم، روز آزمون برگه تصحیح-7
 بندی صفردر نظر گرفته خواهد شد.مطابق بارم دومنمره آزمون روز درغیر اين صورت  دوم دارد.

 .استبرگ  3 با احتساب جلدو  سوال 4 اين دفترچه شامل-8

 ندارند سواÓت حل به ربطى سواÓت داستان و شخصیت. نیستند سخت به ساده از لزوما و ندارند خاصى ترتیب سواÓت-9
 .دارند طنز جنبه صرفا و

 توضیحات مهم

 پژوهان جوان محفوظ است.كلّیۀ حقوق اين سؤاÓت برای باشگاه دانش

 ysc.medu.gov.ir اينترنتی: پايگاهآدرس 

 

 است  ممنوع استفاده از هر نوع ماشین حساب  

 ʰwww.opedia.irیگاه اینŗنتی کمیته ملی کامپیوتر 
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تشریحͬ آزمون − ایران کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی

امتیاز ۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتاق. تعویض :۱ سوال
و کرده انتخاب را اتاق دو ͬ توانیم م مرحله هر در دارد. حضور نفر ͷی دقیقاً آن، اتاق هر در و است اتاق n دارای هتل ͷی
قبلͬ مراحل از ͬͺی در که برود اتاقͬ به نباید نفر دو از کدام هیچ جابەجایی، هر در کنیم. جابەجا هم با را آن ها داخل افراد
امͺان پذیر کار این اگر کند. تجربه را هتل nاتاق از ͷی هر در حضور فرد، هر که است این هدف است. داشته حضور آن در
به جابەجایی ͷی با باشد، n = ۲ اگر زیرا است؛ کامل عددی ۲ مثال، برای است. «کامل» عددی n ͬ گوییم م باشد،

نیست. کاملͬ عدد ۳ که داد نشان ͬ توان م هم چنین ͬ رسیم. م هدفمان
نیز (mn عدد (یعنͬ آن ها حاصل ضرب کنید ثابت صورت این در باشند. کامل هردو n و m طبیعͬ اعداد کنید فرض
عددی نیز ۲n آن گاه باشد، کامل عددی n اگر که دهید نشان است کافͬ سوال، این از امتیاز ۵ گرفتن برای است. کامل

است. کامل

۱۴۰۴ فروردین ۲۶ دوم: روز
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تشریحͬ آزمون − ایران کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی

امتیاز ۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیبا گراف :۲ سوال
باشد: داشته را زیر شرایط همەی اگر ͬ گوییم، م «زیبا» گراف ͷی به

باشد. ساده •

باشد. ۲۰۲۵ آن رأس های تعداد •

باشد. داشتە رأس ۴ دقیقاً آن دور هر •

ساده حاصل گراف که طوری کرد، اضافه G به یال ͷی ͬ توان م کنید ثابت باشد. زیبا گراف ͷی G کنید فرض الف)
امتیاز] ۱۴] نشود. بیش تر ۴ از آن دور بزرگ ترین طول و بماند

شرط دو از ͬͺی حداقل حاصل گراف ،G به یالͬ دو هر هم زمان کردن اضافه با که دهید ارائه G زیبای گراف ͷی ب)
امتیاز] ۶] باشد: داشته را زیر

نباشد. ساده حاصل گراف .۱
باشد. بیش تر ۴ از حاصل گراف دور بزرگ ترین طول .۲

۱۴۰۴ فروردین ۲۶ دوم: روز
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تشریحͬ آزمون − ایران کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی

امتیاز ۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازی. گراف :۳ سوال
رأس ها فاطمه ابتدا مرحله، هر در ندارد. یالͬ هیچ ابتدا در که هستند رأسͬ ۲۰۲۵ گرافͬ روی بازی حال در علͬ و فاطمه
رسم را آن ها بین یال و انتخاب باشند دسته ͷی در که را مجاور غیر رأس دو علͬ سپس، و ͬ کند م افراز دسته دو به را
به بازی شود، ایجاد حاصل گراف در یال) ۳ و رأس ۴ با مسیر ͷی (یعنͬ ۳ طول به مسیر ͷی مرحلەای در اگر ͬ کند. م

ͬ رسد. م پایان
طول در نفر دو هر اگر شود. کمینه مراحل تعداد ͬ خواهد م علͬ و بیشینه مراحل تعداد ͬ خواهد م فاطمه کنید فرض الف)
امتیاز] ۱۰] ͬ یابد؟ م پایان مرحله چند از پس بازی دهند، انجام هدفشان به رسیدن برای را ممͺن حرکت بهترین بازی،

طول در نفر دو هر اگر شود. بیشینه مراحل تعداد ͬ خواهد م علͬ و کمینه مراحل تعداد ͬ خواهد م فاطمه کنید فرض ب)
امتیاز] ۱۰] ͬ یابد؟ م پایان مرحله چند از پس بازی دهند، انجام هدفشان به رسیدن برای را ممͺن حرکت بهترین بازی،

۱۴۰۴ فروردین ۲۶ دوم: روز
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تشریحͬ آزمون − ایران کامپیوتر المپیاد پنجمین و سͬ دوم مرحلەی

امتیاز ۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدول کردن پر :۴ سوال
اول، سطر در اگر ͬ گوییم م جدول» حاشیەی «در خانەای را جدول این از خانه ͷی داریم. ۲۰۲۵ × ۲۰۲۵ جدول ͷی
ضلع ͷی دقیقا در اگر تنها و اگر هستند «مجاور» جدول از خانه دو باشد. جدول آخر ستون یا اول ستون آخر، سطر
متوالͬ عضو دو هر و است B و A ترتیب به آن انتهای و ابتدا عضو که جدول خانەهای از دنبالەای به باشند. مشترک
از ͬͺی جدول، خانەهای از ͷی هر در ͬ خواهیم م ͬ گوییم. م B و A خانەی دو بین «مسیر» ͷی نیز هستند هم مجاور آن

شوند: رعایت زیر شرایط همەی که طوری بە دهیم قرار را k تا ۱ اعداد
باشد. شده استفاده بار دو حداکثر عدد هر از •

عددی با خانه ͷی حداقل شامل خانه، دو آن بین مسیر کوتاەترین هر باشند، x یͺسان عدد دارای خانه دو اگر •

باشند. داشته یͺسانͬ عدد نباید هم مجاور خانەی دو صورت این در طبیعتاً باشد. x از بزرگ تر اکیداً

نیست. جدول حاشیەی در که باشد خانەای هر عدد از بزر گ تر اکیداً جدول حاشیەی در خانه هر عدد •

بیابد. را k برای ممͺن مقدار کم ترین
موفق اگر طبیعتاً دهید. انجام را زیر کار دو هر آن، بەازای و دهید ارائه q عدد ͷی است لازم سوال، این کامل پاسخ برای

ͬ گیرد. م تعلق شما به سوال امتیاز از بخشͬ شوید، مورد دو از ͬͺی فقط انجام به
باشد. k = q آن، در که دهید ارائه شیوەای جدول، کردن پر برای .۱

باشد. k < q آن، در که ندارد وجود جدول کردن پر برای شیوەای کنید ثابت .۲

۱۴۰۴ فروردین ۲۶ دوم: روز
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استفاده از ماشين حساب ممنوع است

نام و نام خانوادگی : 
شماره پرونده: 

کد ملی: 

نام پدر: 

نام مدرسه: 

استان: 

منطقه: 

پایه تحصیلی: 

-حوزه: 
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد چهارمین و سͬ دوم مرحلە ی

است. دقیقه ۲۱۰ آزمون زمان •

دارد. سوال ۲۰ آزمون •

دارد. منفͬ نمرە ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمرە ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینە ها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمدە اند سوالͬ چند دستە های در ۲۰ تا ۱۷ سوالات •

جهتِ در ͬ تواند م تنها او برود. آن رأس پایین ترین به زیر جهت دار گراف رأس̞ بالاترین از ͬ خواهد م مریم ۱
روش چند به مریم نماید. عبور بار ͷی از بیش رأسͬ هیچ از ͬ تواند نم و کند حرکت یال ها روی مشخص شده

بپیماید؟ را مسیر این ͬ تواند م
شروع

پایان

۹۶ (۵ ۷۲ (۴ ۱۴ (۳ ۴۸ (۲ ۶۰ (۱
مشخص هاشور با که جدول این از خانە هایی در برود. B خانە ی به A خانە ی از زیر جدول در ͬ خواهد م بردیا ۲
ولͬ برود، ͬ اش فعل خانە ی ِ ͬ ضلع مجاورِ خانە های از ͬͺی به ͬ تواند م مرحله هر در او دارد. وجود مانع شدە اند،
مسیر این ͬ تواند م روش چند به بردیا هست. مانع آن در یا داشته حضور آن در قبلا که شود خانە ای وارد ͬ تواند نم

کند؟ طͬ را

A

B

۸۰ (۵ ۹۶ (۴ ۶۴ (۳ ۴۸ (۲ ۱۰۴ (۱

۱۱۴۰۳ فروردین ۲۶
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد چهارمین و سͬ دوم مرحلە ی

کیلوگرم ۱۰ تا ۱ وزن های با ͷدیس ۱۰ ملیͺا شدە اند. نصب زمین روی ردیف ͷی در زیر، شͺل مانند میله ۱۰ ۳
مرحله هر در او است. گذاشته میله هر در را ͷدیس ͷی دقیقا ابتدا، در و دارد (ͷدیس ͷی دقیقا وزن، هر (از
میلە های از ͬͺی داخل بالا از و کند خارج را آن ͷدیس و انتخاب دارد، ͷدیس ͷی دقیقا که را میلە  ͷی ͬ تواند م
میلە ی این که یا باشد سبͷ تر مقصد میلە ی ِͷدیس بالاترین از جابە جاشده ِͷدیس که شرطͬ به بیندازد، مجاورش
زیر شͺل مانند مرحله، تعدادی از پس ͬ تواند م دیسͷ ها وضعیت مثال، برای باشد. نداشته ͬͺدیس هیچ مقصد
میان از کند. جابە جا را ͬͺدیس کشیدە  شده پیͺان های از ͬͺی جهت در ͬ تواند م ملیͺا بعد، مرحلە ی در و باشد
دیسͷ ها همە ی ͬ تواند م حالت چند برای ملیͺا میلە ها، در دیسͷ ها اولیە ی چینش برای ممͺن حالات همە ی
همە ی بتوان که است بلند بە قدری میلە ها از ͷی کنید هر فرض کند؟ منتقل میله ͷی به حرکت، تعدادی با را
مجاور میلە ی دو دیسͷ های که هست حدی به نیز میلە ها بین فاصله و داد جای میله آن در هم با را ͷدیس ۱۰

نکنند. گیر بە هم

۴ ۵ ۱۰۸
۷

۲ ۱ ۹۶ ۳

۲۰۴۸ (۵ ۳۶۲۸۸۰۰ (۴ ۱۰۲۴ (۳ ۳۶۲۸۸۰ (۲ ۵۱۲ (۱
و ͬ کند م انتخاب را دل خواه ̞ͬ طبیع عدد ͷی باران ابتدا، در هستند. تختە سیاه روی بازی ͷی مشغول باران و آرمیتا ۴
ͬ رسد. م دیͽر شخص̞ به نوبت ،ͷی هر از بعد و ͬ کند م شروع را بازی آرمیتا سپس ͬ نویسد. م تختە سیاه روی را آن
تخته برروی آن بە جای را حاصل عدد و کند کم تخته روی عددِ از ۲a یا a بە مقدارِ ͬ تواند م نوبتش هر در آرمیتا
جایͽزین̞ را حاصل عدد و کند کم تخته روی عدد از ۲b یا b مقدارِ به ͬ تواند م حرکت هر در هم باران بنویسد.
نفر دو هر اگر است. بازی بʿرندە ی بنویسد، تخته روی صفر از کمتر عددی که کسͬ نهایتا، کند. تخته روی عدد
که کند بازی طوری همواره ͬ تواند م آرمیتا ،b و a مقدارِ برای زیر حالت های از مورد چند بە ازای کنند، عمل بهینه
نوشتە شده اولیە ی عدد تعیین̞ در او انتخابِ شامل باران، کردنِ عمل بهینه که است ذکر به لازم باشد؟ بازی برندە ی

ͬ شود. م نیز تختە سیاه روی
(a = ۴۰, b = ۴۰) ،(a = ۳۰, b = ۱۵) ،(a = ۲۰, b = ۳۵) ،(a = ۱۰, b = ۴)

۱ (۵ ۰ (۴ ۴ (۳ ۳ (۲ ۲ (۱
S∪T از زیرمجموعه ͷی به بͽیرید. نظر در را T = {۱, ۲, ۳, ۴} و S = {A,B,C,D} مجزای مجموعە ی دو ۵
مثلا باشد. داشته مشترک عضو دو دقیقا ،T و S مجموعە ی دو از کدام هر با و باشد عضوی ۴ اگر ͬ گوییم م زیبا
مجموعە ی هر به ͬ خواهیم م نیست. زیبا {A,B,D, ۴} مجموعە ی اما است، زیبا {A,D, ۲, ۳} مجموعە ی
دارند، مشترک عضو دو حداقل که زیبا متمایزِ مجموعە ی دو هر به که شرط این با کنیم منتسب رنگ ͷی زیبا،

داریم؟ نیاز کار این انجام برای مختلف رنگ چند حداقل به باشد. شده منتسب متفاوتͬ رنگ های
۹ (۵ ۳۶ (۴ ۱۸ (۳ ۶ (۲ ۱۵ (۱
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و خانه، چپ ترین و پایین ترین در پارمیس دارند. قرار ۹ × ۹ جدول ͷی از خانە ای در کدام هر نازلͬ و پارمیس ۶
احتمالِ با که ͬ اندازد م سͺه ͷی پارمیس صبح، روز هر دارد. قرار جدول از خانه راست ترین و بالاترین در نازلͬ

نازلͬ و ͬ رود م بالا بە سمت خانه ͷی دارد، قرار که جایی از پارمیس آمد، شیر سͺه اگر ͬ آید. م خط یا شیر برابر،
بە سمت خانه ͷی پارمیس آمد، خط سͺه اگر ͬ کند. م حرکت پایین بە سمت خانه ͷی دارد، قرار که جایی از نیز
دارند، قرار آن در که جدول از خانە ای در آن ها دوی هر سپس، ͬ رود. م چپ بە سمت خانه ͷی نازلͬ و راست،
که این احتمال شوند. خارج جدول از نازلͬ یا پارمیس که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا روند این ͬ کنند. م صبح را شب

است؟ چە قدر کنند، سپری جدول از یͺسانͬ خانە ی در هم، با را شبی پارمیس و نازلͬ
۶۴۳۵
۳۲۷۶۸ (۵ ۰ (۴ ۴۹۰

۱۲۸۷ (۳ ۶۳
۲۵۶ (۲ ۳۵

۱۲۸ (۱
دارند. قرار ۱۰ تا ۱ جایͽاە های در راست، به چپ از ردیف، ͷی در برگ ۱۰ زیر، شͺل مانند برکه ͷی روی ۷
برگ ها، روی از عبور با ͬ خواهند م و دارند حضور ۱۰ تا ۱ شمارە های با قورباغه ۱۰ برکە ، این چپِ سمت در
قورباغه ͷی حداکثر لحظه، هر در گرفت. نظر در یازدهم جایͽاه را آن ͬ توان م که بروند برکه راستِ سمت به
آب زیر به برگ آن نشسته، آن بر که برگͬ روی از قورباغه ͷی جهیدنِ از بعد و بنشیند، برگ هر روی ͬ تواند م
i شمارە ی قورباغە ی دارد؛ را خود به مخصوص جهش قدرت قورباغە   هر نیست. استفاده قابل دیͽر و ͬ رود م
،۲ شمارە ی قورباغە ی مثلا بجهد. راست سمت به جایͽاه i حداکثر حرکت، هر در ͬ تواند م (۱ ⩽ i ⩽ ۱۰ (برای
به توجه با بجهد. دوم یا اول برگ های از ͬͺی روی به برکه ابتدای از حرکت ͷی در ͬ تواند م زیر، شͺل مطابق

شوند؟ رد برکه از برگ ها، روی جهیدن با ͬ توانند م قورباغه چند حداکثر گفتە  شده، شرایط

۲
برکه چپ برکه اولراست برگ دوم برگ

· · ·
دهم برگ

۷ (۵ ۸ (۴ ۹ (۳ ۶ (۲ ۵ (۱
است: کرده تعریف زیر صورت به را سیبوناچͬ عضویِ ۴۲ دنبالە ی سهیل ۸

s۱ = ۳۷, s۲ = ۴۲, s۳ = ۸۴, s۴ = ۲۴, s۵ = ۴۱ از: عبارت اند دنباله اول عضو ۵ •

sn = sn−۱ + sn−۲ + sn−۳ + sn−۴ + sn−۵ داریم: ۵ < n ⩽ ۴۲ ازای به •

باشد. فرد عددی بازه آن اعضای حاصل جمع اگر ͬ داند، م عجیب را دنباله از متوالͬ) عضو (تعدادی بازە  ͷی او
چون نیست عجیب ⟨s۲, s۳⟩ ولͬ ͬ شود، م فرد عددی اعضایش جمع چون است عجیب ⟨s۳, s۴, s۵⟩ بازە ی مثلا

دارد؟ عجیب بازە ی چند سیبوناچͬ، عضوی ۴۲ دنبالە ی ͬ باشد. نم فرد اعضایش حاصل جمع 
۴۰۰ (۵ ۴۲۰ (۴ ۴۶۲ (۳ ۳۹۲ (۲ ۴۴۸ (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد چهارمین و سͬ دوم مرحلە ی

گرافِ به جدید رأس ͷی مرحله، هر در آن از بعد و ͬ گذارد م رأس ͷی تنها ابتدا در گراف، ͷی رسم برای زهرا ۹
گراف ِ چهار میان از زهرا ͬ کشد. م دیͽر رأس های به یال دو حداکثر اضافە شده، رأس̞ از و ͬ کند م اضافه فعلͬ

کند؟ رسم خود بە روش ͬ تواند م را مورد چند زیر، همبند

۲ (۵ ۱ (۴ ۳ (۳ ۰ (۲ ۴ (۱
برنامه این کند. طراحͬ پا و دست عضلات تقویت برای ساعته ۱۲ ̞ͬ تمرین برنامە ی ͷی ͬ خواهد م شیفو استاد ۱۰
و پا، ورزش یا است دست ورزش به مربوط یا تمرینͬ، بلوک هر است. تمرینͬ بلوک های از دنبالە ای بە صورت
پا تمرین ساعت ۳ از ͬ تواند م تمرینͬ بلوک ͷی مثلا است. طبیعͬ عددی ساعت، حسب بر نیز آن زمان مدت
است: زیر شرایط دارای مناسب، تمرینͬ برنامە ی ͷی که است رسیده نتیجه این به شیفو استاد باشد. شده تشͺیل

باشند. پا ورزش و دست ورزش به مربوط ͬ درمیان، ͺی بە شͺل باید تمرینͬ بلوک های •

باشد. دست ورزش به مربوط باید تمرینͬ بلوک اولین •

باشد. پا ورزش به مربوط باید تمرینͬ بلوک آخرین •

باشد. داشته بیشتری زمان مدت آن، از قبل ̞ͬ تمرین بلوک از نباید پا، ورزش̞ ̞ͬ تمرین بلوک ͷی •

وجود ساعته ۱۲ ̞ͬ تمرین برنامە ی چند ͬ دهد. م نشان را مذکور شرایط با تمرینͬ برنامە ی ͷی از نمونە ای زیر شͺل
طولِ (در زمانͬ اگر ͬ شوند م محسوب متمایز تمرینͬ، برنامە ی دو باشد؟ مناسب شیفو استاد نظر از که دارد

برنامە ی در و باشد، شده تعیین دست ورزش̞ زمان، آن برای برنامه، ͷی در که باشد داشته وجود ساعت) ۱۲
باشد. شده تعیین پا ورزش̞ زمان، آن برای دیͽر،

دست ساعت ۲
اول بلوک

پا ساعت ۲
دوم بلوک

دست ساعت ۵
سوم بلوک

پا ساعت ۳
چهارم بلوک

۱۵۵ (۵ ۱۲۳ (۴ ۲۸۶ (۳ ۱۴۴ (۲ ۲۸۴ (۱
متوالͬ ِͷی رقم̧ دو آن، دودویی̞ نمایش در هم و باشد ۳ مضربِ هم اگر ͬ نامیم م زیبا را نامنفͬ صحیح عدد ͷی ۱۱
،(۱۰۰۱) آن دودویی نمایش در هم و است ۳ از مضربی هم چون است زیبا ۹ عددِ مثلا باشد. نداشته وجود

دارد؟ وجود (۱۰۲۳ و ۰ خودِ (شامل [۰, ۱۰۲۳] بازە ی در زیبا عدد چند نیستند. مجاور ͬͺی رقم̧ دو هیچ
۵۴ (۵ ۳۸ (۴ ۳۰ (۳ ۴۸ (۲ ۴۶ (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد چهارمین و سͬ دوم مرحلە ی

شرط این با کند، رنگ آمیزی سبز و قرمز آبی، رنگِ سه از ͬͺی با را زیر شͺل ناحیە ی ۱۲ از ͷی هر ͬ خواهد م سارا ۱۲
ͬ تواند م روش چند به او باشند. داشته متفاوتͬ رنگ های دارند، مشترک ضلع هم با که ناحیە ای دو هر که
که باشد داشته وجود ناحیە ای اگر ͬ شوند م محسوب متفاوت رنگ آمیزی روش دو دهد؟ انجام را رنگ آمیزی این

باشد. داشته متفاوتͬ رنگ روش، دو این در

۱۲
۳

۴
۹

۵
۶
۷

۸
۱۰

۱۱

۱۲
۵ (۵ ۳۶ (۴ ۸ (۳ ۳۰ (۲ ۲۴ (۱

ͬ کند م انتخاب جدول از را متمایز خانە ی ۴ بهرام ابتدا، در ͬ کنند. م بازی ۴× ۴ جدول ͷی روی بهرام و سروش ۱۳
ͬ خواهد م ندارد، خبر بهرام انتخابِ از که سروش ͬ کند. م پنهان خانە ها آن از ͬͺی در را ۴ تا ۱ اعدادِ از ͷی هر و
ͬ تواند م پرسش هر در سروش کند. پیدا عددشان بە همراه را بهرام انتخابی̞ خانە ی ۴ هر مͺان پرسش، تعدادی با
به اشاره (بدون دارند وجود زیرجدول این در اعدادی چه بͽوید پاسخ در بهرام تا کند مشخص را زیرجدول ͷی
و متوالͬ سطرِ تعدادی اشتراکِ از که است ناتهͬ جدولͬ جدول، زیر ͷی است). شده پنهان عدد هر که جایی
شرایطͬ هر تحت تا دارد نیاز پرسش چند به حداقل سروش ͬ شود. م حاصل اصلͬ جدولِ از متوالͬ ستونِ تعدادی

برسد؟ هدفش به بتواند
۳ (۵ ۴ (۴ ۶ (۳ ۷ (۲ ۵ (۱

ͬ شود م نامیده مشͺل ساز ،i ∈ {۱, ۲, . . . , n−۱} ̞ͬ طبیع عدد ،A = ⟨a۱, a۲, . . . , an⟩ دودویی̞ دنبالە ی برای ۱۴
زمانͬ i عددِ دقیق تر، بیان به باشد. برابر A آخرِ عنصرِ i از متشͺل دنبالە ی با A اولِ عنصرِ i از متشͺل دنبالە ی اگر
ͬ نامیم م بی اشͺال را دودویی دنبالە ی ͷی .⟨a۱, . . . , ai⟩ = ⟨an−i+۱, . . . , an⟩ که است مشͺل ساز دنباله برای

دارد؟ وجود n = ۱۲ بە ازای متمایز بی اشͺالِ دودویی̞ دنبالە ی چند نباشد. مشͺل ساز آن برای عددی هیچ اگر
۲۹۸۰ (۵ ۱۱۱۶ (۴ ۶۴ (۳ ۲۰۴۸ (۲ ۵۶۸ (۱

خانە های باقͬ و کند، حذف را جدول این خانە ی ۲۵ از ͬͺی ͬ خواهد م او دارد. ۵ × ۵ جدول ͷی امیرمحمد ۱۵
دقیقا توسط جدول، از ͬ مانده باق خانە ی ۲۴ از ͷی هر که شرط این با بپوشاند، زیر بە شͺل قطعه ۶ با را جدول
دو̮ران دل خواه، بە میزان را آن جدول، در قطعه ͷی دادنِ قرار از قبل ͬ تواند م او باشد. شده پوشانده قطعه ͷی
را جدول خانە های باقͬ خانه، آن حذف با ͬ تواند م امیرمحمد که هستند جدول این از خانه چند دهد. تقارن یا

بپوشاند؟ گفتە شده شرایط˼ با

۴ (۵ ۹ (۴ ۸ (۳ ۵ (۲ ۱ (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد چهارمین و سͬ دوم مرحلە ی

دورِ ساعت گرد بە ترتیبِ یͷ نواخت، فاصلە های با زیر، شͺل چپ سمت دایرە ی مانند ،۱۵ تا شمارە های۱ با نفر ۱۵ ۱۶
مرحلە ی هر در و است شده تشͺیل مرحله تعدادی از مراسم این کنند. اجرا را ویژە ای مراسم تا ایستادە اند دایرە  ͷی

ͬ کند: م عمل زیر بە صورت مرحله)، نخستین در ۱ شمارە ی فردِ از شروع (با است نوبتش که کسͬ آن،
دایره در او قطریِ روبە روی جایͽاه در مرحله، آن در که را فردی باشد، زوج دایره دور افراد تعداد اگر •

ͬ کند. م ͷشلی او به و گرفته نشانه است، ایستاده
دایره در قطری اش روبە روی جایͽاە های در مرحله، آن در که نفری دو از باشد، فرد دایره دور افراد تعداد اگر •

ͬ کند. م ͷشلی او به و گرفته نشانه یͺسان) احتمال (با تصادف به را نفر ͷی دارند، قرار
خود جایͽاە های ͬ مانده باق افراد ادامه، در و ͬ شود م خارج دور از شده، ͷشلی او به که کسͬ حرکت، این از پس
مرحلە ی برای سپس باشند. گرفته قرار آن دور یͷ نواخت فاصلە های با که ͬ کنند م تنظیم دایره در طوری مجددا را
دارد. قرار ساعت گرد) جهت (در دایره در شلیͷ  کننده فردِ از بعد لحظه، آن در که ͬ رسد م کسͬ به نوبت بعدی،
دارند را شانس این افرادی چه باشد. مانده باقͬ دایره دور نفر ͷی تنها که ͬ کند م پیدا ادامه زمانͬ تا مراسم این

باشند؟ مراسم پایان در ͬ مانده باق فردِ آخرین که
فرد مثال، این اولِ مرحلە ی در است. شده داده نشان مراسم این اجرای ابتدایی̞ مراحل از مثالͬ زیر، شͺل در
فرد تصادف، به هستند، او قطری روبە روی جایͽاە های در که ۹ و ۸ شمارە های با افراد میان از ۱ شمارە ی
۲ شمارە ی فرد ͷشلی به نوبت بعد، مرحلە ی در شود. خارج دور از تا ͬ کند م ͷشلی او به و انتخاب، را ۸ شمارە ی
فرد به نوبت سپس، ͬ کند. م ͷشلی ۱۰ شمارە ی فرد به حاضر، افراد تعداد بودنِ زوج به توجه با که ͬ رسد، م

کند. ͷشلی ۱۲ یا ۱۱ شمارە های با افراد از ͬͺی به باید که ͬ رسد م ۳ شمارە ی
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{۸, ۹, ۱۱, ۱۲} (۵ {۲, ۳, ۴, ۵, ۶} (۴ {۲, ۳, ۵, ۶} (۳ {۳, ۵, ۶} (۲ {۸, ۹, ۱۰, ۱۱, ۱۲} (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد چهارمین و سͬ دوم مرحلە ی

است. ایستادە  سوم یا دوم اول، کلاس̞ دانش آموزِ ͷی آن، خانە ی هر در که بͽیرید نظر در را ۶ × ۶ جدولِ ͷی
گفته دانش آموز آن دیدِ سیطرە ی خودش)، از (بە غیر دانش آموز ͷی هم ستونِ یا هم سطر دانش آموزانِ مجموعە ی به

است. عضوی ۱۰ مجموعە ای دانش آموز، هر دید سیطرە ی پس ͬ شود. م
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دانش آموزِ هر دیدِ سیطرە ی در و دومͬ، کلاس دانش آموزِ ͷی حداقل اولͬ، کلاس دانش آموزِ هر دیدِ سیطرە ی در اگر ۱۷
جدول در ͬ تواند م اولͬ کلاس دانش آموزِ چند حداکثر باشد، سومͬ کلاس دانش آموزِ ͷی حداقل دومͬ، کلاس

باشد؟ داشته وجود
۲۹ (۵ ۱۸ (۴ ۳۰ (۳ ۳۵ (۲ ۲۵ (۱

دانش آموزانِ تعدادِ بە اندازە ی حداقل دومͬ کلاس دانش آموزانِ تعدادِ اولͬ، کلاس دانش آموزِ هر دیدِ سیطرە ی در اگر ۱۸
دانش آموزانِ تعدادِ دومͬ، کلاس دانش آموزِ هر دیدِ سیطرە ی در و باشد، او) دیدِ سیطرە ی (در اولͬ کلاس

ͬ تواند م اولͬ کلاس دانش آموزِ چند حداکثر باشد، دومͬ کلاس دانش آموزانِ تعدادِ بە اندازە ی حداقل سومͬ کلاس
باشد؟ داشته وجود جدول در

۱۸ (۵ ۲۱ (۴ ۱۲ (۳ ۱۵ (۲ ۱۹ (۱

حرکت، تعدادی با را آن ͬ خواهد م و دارد را ⟨۱, ۲, ۳, . . . , n− ۱, n⟩ صعودیِ تماما nتایی̞ جایͽشتِ مارال
زیر، شͺل مانند ͬ تواند م حرکت، هر در او کند. تبدیل ⟨n, n− ۱, . . . , ۳, ۲, ۱⟩ ̞ͬ نزول تماما جایͽشتِ به
را جایͽاه سه این اعدادِ و کند انتخاب خود جایͽشت در را ۱ ⩽ i < j < k ⩽ n شرط˼ با (i, j, k) جایͽاه˼ سه
عدد و ببرد، م اُ j جایͽاه˼ به را م اُ k جایͽاه˼ عدد ببرد، م اُ i جایͽاه˼ به را م اُ j جایͽاه˼ عدد یعنͬ دهد؛ دʿو̮ران آن، در
(۲, ۳, ۶) جایͽاه˼ سه او اگر ،⟨۳, ۶, ۵, ۴, ۱, ۲⟩ جایͽشتِ داشتن̞ فرض̞ با مثلا ببرد. م اُ k جایͽاه˼ به را م اُ i جایͽاه˼

ͬ رسد. م ⟨۳, ۵, ۲, ۴, ۱, ۶⟩ جایͽشتِ به حرکت، این انجام از بعد کند، انتخاب دو̮ران حرکتِ برای را

⟨ p۱, p۲, p۳, · · · pi · · · pj · · · pk · · · pn⟩

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

انجام با ͬ تواند م مارال اعداد)، این دوی هر (شامل ۲۰۲۵ تا ۲۰۰۰ محدودە ی در n صحیح̧ عدد چند بە ازای ۱۹
کند؟ تبدیل نزولͬ تماما جایͽشتͬ به را خود صعودیِ تماما nتایی̞ جایͽشتِ دو̮ران، حرکت تعدادی

۱۴ (۵ ۲۶ (۴ ۰ (۳ ۱۷ (۲ ۱۳ (۱
به را خود صعودیِ تماما nتایی̞ جایͽشتِ بتواند تا دارد نیاز دو̮ران حرکت چند حداقل مارال ،n = ۳۳۳۳ بە ازای ۲۰

کند؟ تبدیل نزولͬ تماما جایͽشتͬ
۱۱۱۱ (۵ ۲۲۲۲ (۴ ۱۶۶۶ (۳ ۱۱۱۳ (۲ ۲۴۹۹ (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی
است. دقیقه ۲۱۰ آزمون زمان •

دارد. سوال ۲۰ آزمون •

دارد. منفͬ نمرە ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمرە ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینە ها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمدە اند سوالͬ چند دستە های در ۲۰ تا ۱۳ سوالات •

گرفته تصمیم سال ها گذشت از پس حالا و بود کرده باز ساندویچͬ مغازە ی ͷی زادگاهش شهر در پیش مدت ها امید ۱
ͬ تواند م سال هر در او ،ͷاستراتژی و مالͬ محدودیت های به توجه با دهد. گسترش را خود کار و کسب تا است
(دقت کند باز جدید شعبە ی ͷی شعبه، آن همسایە ی شهر های از ͬͺی در خود، ساندویچͬ شعبە  ی هر ازای به
سال، ͷی در است ممͺن بنابراین کند، باز جدید شعبە ی ͷی ͬ تواند م سال، هر در شعبه هر ازای به امید که کنید
ساندویچͬ شعبە های کردن باز برای را استراتژی بهترین امید اگر شود). باز کشور در جدید شعبە ی ۱ از بیش
داشته ساندویچͬ ͷی حداقل کشورش شهر های تمامͬ در تا دارد نیاز زمان سال چند حداقل کند، انتخاب خود
و شده داده نمایش دایره ͷی با شهر هر نقشه، این در است. شده کشیده زیر شͺل در امید کشور نقشە ی باشد؟
در ساندویچͬ شعبە ی اولین که امید زادگاه شهر هم چنین شدە اند. وصل هم دیͽر به خط ͷی با همسایه شهرهای

است. شده رنگ شͺل در دارد، قرار آن

۳ (۵ ۷ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۴ (۱
از و کند نقاشͬ را ماهͬ ͷی بͽذارد، واقعͬ ماهͬ هفت سین سفرە ی در که این جای به ͬ دهد م ترجیح هدا ۲
ͬ خواهد م هدا هستند. سفید آن خانە های تمام ابتدا، در که دارد ۶ × ۶ جدول ͷی او کند. استفاده ͬ اش نقاش
ͬ خواهد م کوچͷ ترش برادر اما شود، تشͺیل ماهͬ ͷی تا کند قرمز آن) از دورانͬ (یا زیر شͺل به را آن از خانه ۶
سیاه باید را خانه چند حداقل برادرش دهد. انجام را کار این نتواند هدا تا کند سیاه را جدول خانە های از تعدادی

بͺشد؟ ماهͬ جدول سفید خانە های روی نتواند هدا تا کند

۴ (۵ ۵ (۴ ۶ (۳ ۲ (۲ ۳ (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی
جعفر ͬ باشند. م ۰ ابتدا در اعضایش همە ی که هستند N طول به دنباله ͷی روی بازی حال در سلاله و جعفر ۳
که را دنباله از عضو ͷی نوبتش در جعفر ͬ رسد. م دیͽر شخص به نوبت نفر، هر از بعد و ͬ کند م شروع را بازی
که را دنباله از عضو ͷی خود نوبت در هم سلاله مشابه، طور به ͬ دهد. م تغییر ۱ به را آن و کرده انتخاب است، ۰
نمانده باقͬ دنباله در ای ۰ هیچ که ͬ یابد م پایان زمانͬ بازی ͬ دهد. م تغییر ۲ به را آن و ͬ کند م انتخاب است، ۰
تعداد با برابر هم سلاله امتیاز و دنباله، در مجاور های ۱ جفت تعداد با برابر جعفر امتیاز زمان، این در باشد.
نفر دو هر امتیاز باشد، آمده در زیر شͺل به دنباله بازی، پایان در اگر مثلا́ است. دنباله در مجاور های ۲ جفت

ͬ شود. م ۲ برابر
⟨۱, ۱, ۱, ۲, ۲, ۱, ۲, ۲, ۱⟩

امتیاز که است کسͬ برنده صورت، این غیر در و ͬ شود م مساوی بازی باشد، برابر نفر دو امتیاز که صورتͬ در
حداقل نبود، ممͺن شدن برنده اگر و شود، برنده که است این بازی در فرد هر هدف باشد. آورده دست به بالاتری
و N = ۸ برای بازی نتیجە ی کنند، بازی بهینه نفر دو هر اگر بͺشاند. تساوی به را بازی امͺان، صورت در

بود؟ خواهد چه چپ) به راست (از ترتیب به N = ۹
جعفر برد مساوی، (۴ جعفر برد سلاله، برد (۳ سلاله برد جعفر، برد (۲ سلاله برد سلاله، برد (۱

سلاله برد مساوی، (۵
برای کنیم. مرتب وزنشان بر اساس را سͺە ها این ͬ خواهیم م داریم. متفاوت وزن های ولͬ یͺسان ظاهر با سͺه ۶ ۴
استفاده، بار هر در ترازو این بͽذاریم. سͺه ͷی کفە اش هر روی ͬ توانیم م که داریم کفە ای دو ترازوی ͷی کار این
جفت ها آن  سپس و ͬ کنیم م انتخاب را متفاوت سͺە ی جفت ۹ ابتدا، در ما ͬ کند. م مشخص را سنگین تر سͺە ی
ͬ توانیم م نتایج، دیدن از بعد جفت، ۹ این انتخاب از حالت چند در ͬ کنیم. م مشاهده را نتایج و مقایسه، ترازو با را
ͬ گوییم م متفاوت را سͺه جفت های انتخاب از حالت دو کنیم؟ مرتب وزنشان براساس کامل اطمینان با را سͺە ها
باشند. نشده جفت هم با دیͽر، حالت در و شده، جفت هم با حالت، ͷی در که باشند داشته وجود سͺه دو اگر
۴۵۰ (۵ ۱۲۰ (۴ ۳۲۰ (۳ ۳۴۰ (۲ ۲۱۰ (۱

او دارد. قرار ۱ شمارە ی خانە ی در ابتدا در معروف بسͺتبالیست مایͺل داریم. زیر شͺل به بسͺتبال زمین ͷی ۵
در کند. پرتاب دارد، قرار زمین راست سمت در که حلقە ای سمت به است، اختیارش در که را توپی ͬ خواهد م
علت به کند. پرتاب را توپ یا کند، حرکت وجود) صورت (در راست سمت به خانه ͷی یا ͬ تواند م او مرحله، هر
است ممͺن ۱

۱۵−i
احتمال به برود، i+ ۱ خانە ی به i خانە ی از اگر حلقه، ͬͺنزدی در حریف تیم مدافعان افزایش

مایͺل اگر ͬ شود. م گل i

۱۵ احتمال با او توپ کند، پرتاب به اقدام i خانە ی از اگر هم چنین بدهد. دست از را توپ
ͬ شود؟ م گل احتمالͬ چه با او توپ باشد، بیشینه توپش کردن گل احتمال که کند عمل شͺلͬ به

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵

۱
۶ (۵ ۴

۱۵ (۴ ۷
۳۰ (۳ ۱

۱۵ (۲ ۲۳
۶۰ (۱
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی
باقͬ و دارد آب لیتر ۱ اول سطل ابتدا، در دارند. قرار شش تا ͷی شمارە های با ردیف ͷی در که داریم آب سطل ۶ ۶
در است، داخلش که را آبی نصف و کنیم انتخاب را سطل ͷی ͬ توانیم م حرکت، هر در ندارند. آبی هیچ سطل ها
انتخاب با باشد، داشته آب لیتر ۰٫۱ چهارم سطل و لیتر، ۰٫۵ سوم سطل اگر مثال، عنوان به بریزیم. بعدی سطل
لیتر ۰٫۳۵ به چهارم سطل درون آب و ͬ کند م پیدا کاهش لیتر ۰٫۲۵ به سوم سطل درون آب مقدار سوم، سطل

رساند؟ آخر سطل به ͬ توان م را آب مقدار چه حداکثر حرکت، ۱۰ انجام با ͬ کند. م پیدا افزایش
۲۳
۱۰۲۴ (۵ ۶۳

۱۰۲۴ (۴ ۸۷
۱۰۲۴ (۳ ۵۶۷

۱۰۲۴ (۲ ۲۴۳
۱۰۲۴ (۱

کاغذ روی را صحیح اعداد از دنباله ͷی ابتدا بازی، این در او است. کرده اختراع دنبالە ها با بازی ͷی نگار ۷
آن ها دوی هر از و ͬ کند م انتخاب دل خواه صورت به را دنباله از مجاور عدد دو مرحله، هر در سپس ͬ نویسد. م
۵ طولِ به دنباله چند ͬ شود. م خوش حال او باشند، شده صفر دنباله اعداد تمام انتها، در اگر ͬ کند. م کم واحد ͷی
شود؟ خوش حال انتها در که کند بازی طوری ͬ تواند م نگار آن ها، از شروع با که دارند وجود ۲ و ۱ و ۰ اعداد از
۲۳ (۵ ۲۴ (۴ ۳۲ (۳ ۲۰ (۲ ۳۱ (۱

ͬ شوند م افراز دوتایی دستە های به تیم ها مرحله، هر در ͬ شود. م برگزار ۸ تا ۱ های شماره با تیم ۸ با حذفͬ جام ͷی ۸
شانس̞ صورتͬ در تنها تیم ͷی ͬ کند. م صعود بعد مرحلە ی به برنده و ͬ شود م حذف بازنده ͬ کنند. م بازی هم با و
ͬ تواند م ۳ شمارە ی تیم مثال، برای باشد. حریفش شمارە ی نصف حداقل شمارە اش که دارد را بازی ͷی در برد
شمارە ی۲ تیم جام، برگزاری از روایت چند در ندارد. برد شانس شمارە ی۷ تیم مقابل در اما ببرد، را ۶ تا تیم های۱
کرده افراز متفاوت صورت دو به را تیم ها مرحله ͷی در حداقل اگر متفاوت اند روایت دو شود؟ قهرمان ͬ تواند م

باشد. متفاوت روایت دو این در تیم دو بین بازی های از ͬͺی حداقل برندە ی یا و باشند
۴ (۵ ۲۰ (۴ ۱۲ (۳ ۱۰ (۲ ۱۶ (۱

بͽیرید: نظر در است، c و b ،a متغیر سه دارای که را زیر برنامە  ی ۹
بده. قرار ۰ برابر را c و b ،a متغیرهای .۱

بده. پایان برنامه به بود، c = ۱۰ اگر .۲
برو. ۵ خط به آمد، شیر اگر و بینداز سͺه ͷی .۳

بده. قرار ۱− b با برابر را b مقدار .۴
بده. قرار ۴ بر (a+ ۱) تقسیم ͬ ماندە ی باق با برابر را a مقدار .۵

بده. قرار c+ ۱ با برابر را c .۶
برو. ۲ خط به .۷

است. برابر هم با آن آمدنِ خط و شیر احتمال و است سالم سͺە ای ،۳ مرحلە ی در شده استفاده سͺە ی کنید فرض
شود؟ b = ۰ و a = ۲ هم زمان طور به لحظه، ͷی در حداقل برنامه، اجرای طول در که دارد احتمال قدر چه
۶۳
۶۴ (۵ ۱۲۷

۱۲۸ (۴ ۳۱
۳۲ (۳ ۱۵

۱۶ (۲ ۱
۳۲ (۱

۳۱۴۰۲ اردیبهشت ۱۲
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی
باشد. برابر یͷ هایش تعداد با آن صفرهای تعداد اگر ͬ گوییم م بد دودویی رشتە ی ͷی از (متوالͬ) زیررشتە  ͷی به ۱۰

باشد؟ نداشته ۴ حداقل طول به بد زیررشتە ی هیچ که دارد وجود ۲۰ طول به دودویی رشتە ی چند
۱۰۲۴ (۵ ۲۷۲۱ (۴ ۱۸۱۴ (۳ ۳۶۲۸ (۲ ۹۰۷ (۱

ͬ شود. م داده سرویس زوج ها به فقط و دارد وجود صندلͬ N با گرد میز ͷی صرفاً عجایب، سرزمین رستوران در ۱۱
به آرتین، از شروع با و میان در ͬͺی صورت به سارا و آرتین هستند. رستوران این در گارسون دو سارا، و آرتین
بنشینند یͺدیͽر کنار باید زوج هر کنن. پیدا نشستن برای جایی تا ͬ کنند م ͷکم ͬ رسند م راه از که زوج هایی
ͬ توانند م صورتͬ در تنها آقا و خانم ͷی هم چنین، نشاند. غیرمجاور ͬ های صندل روی را نفر دو این ͬ توان نم و
سارا و ͬ نشاند، م خانم راست سمت را آقا همیشه آرتین زوج، ͷی نشاندن هنگام باشند. زوج که بنشینند هم کنار
توسط کند، پیدا زوج ͷی نشاندن برای جایی نتواند که کسͬ اولین ͬ نشاند. م خانم چپ سمت را آقا همیشه
آرتین ،N بە عنوان {۶, ۷, ۸, ۹, ۱۰} مجموعە ی اعضای از مورد چند ازای به ͬ شود. م جریمه رستوران صاحب
نشود؟ جریمه هیچ گاه سارا، توسط زوج ها نشاندن نحوە ی از مستقل که بنشاند میز سر را زوج ها طوری ͬ تواند م

۳ (۵ ۱ (۴ ۰ (۳ ۲ (۲ ۴ (۱
نفر، هر از بعد و ͬ کند م شروع را بازی نیͺو ͬ کنند. م بازی ⟨۱, ۲, ۳, ۴, ۵, ۶⟩ جایͽشت روی امیرمحمد و نیͺو ۱۲
جایͽشتِ دو از ͬͺی به ⟨p۱, p۲, p۳, p۴, p۵, p۶⟩ از را جایͽشت نوبتش در کسͬ هر ͬ رسد. م دیͽر شخص به نوبت
A = ⟨a۱, a۲, a۳, a۴, a۵, a۶⟩ که ͬ کند م تبدیل ⟨pb۱ , pb۲ , pb۳ , pb۴ , pb۵ , pb۶⟩ یا ⟨pa۱ , pa۲ , pa۳ , pa۴ , pa۵ , pa۶⟩
ͬ بازد. م را بازی بسازد، تکراری جایͽشت که کسͬ هر ͬ شوند. م مشخص ادامه Bدر = ⟨b۱, b۲, b۳, b۴, b۵, b۶⟩ و
امیرمحمد، حرکات از مستقل که کند بازی طوری ͬ تواند م همواره نیͺو ،B و A برای زیر حالت های کدام ازای به

باشد؟ بازی برندە ی
A = ⟨۵, ۶, ۱, ۲, ۳, ۴⟩ و B = ⟨۳, ۴, ۵, ۶, ۱, ۲⟩ .۱
A = ⟨۲, ۵, ۶, ۱, ۳, ۴⟩ و B = ⟨۴, ۱, ۵, ۶, ۲, ۳⟩ .۲
A = ⟨۶, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵⟩ و B = ⟨۵, ۶, ۱, ۲, ۳, ۴⟩ .۳

هیچ کدام (۵ ۲ حالت (۴ ۳ و ۲ حالت های (۳ ۱ حالت (۲ ۳ حالت (۱

زیبا را گراف ͷی عددگذاری است. آن رأس هر روی صحیح عدد ͷی نوشتن گراف، ͷی عددگذاری از منظور
کمتر v روی عدد از عددشان که باشد v از همسایە هایی تعداد با برابر آن روی عددِ ،v رأس̞ هر برای اگر ͬ گوییم م

است.
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دارد؟ وجود زیبا عددگذاری چند است، رأسͬ ۴ مسیر ͷی که زیر گراف برای ۱۳

۱۱ (۵ ۱۶ (۴ ۱۰ (۳ ۹ (۲ ۱۷ (۱

۴۱۴۰۲ اردیبهشت ۱۲

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 
'

&

$

%

چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی
دارد؟ وجود زیبا عددگذاری چند است، رأسͬ ۱۱ ستارە ی ͷی که زیر گراف برای ۱۴

۲۰۴۸ (۵ ۲ (۴ ۳ (۳ ۱۰۲۵ (۲ ۱۰۲۴ (۱

نوشته بار ͷی دقیقاً عدد هر که طوری به بنویسیم رأسͬ n گراف ͷی ر أس های روی را n تا ۱ اعداد ͬ خواهیم م
باشد. ۲ حداکثر یال هر سرِ دو روی عددهای اختلاف و باشد شده

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دارد ؟ وجود شده خواسته کار انجام برای روش چند زیر، گراف در ۱۵

۱۸ (۵ ۶۰ (۴ ۱۲ (۳ ۳۶ (۲ ۲۴ (۱
برقرار یال ها از ͬͺی حداکثر دربارە ی شده گفته شرط که بͽذاریم شͺلͬ به را اعداد داریم اجازه ما سوال این در ۱۶
روش چند جدید، شرایط به توجه با حال شود. بیشتر ۲ از ͬ تواند م یال ͷی سر دو عددهای اختلاف یعنͬ نباشد؛

دارد؟  وجود زیر گراف در شده گفته کار انجام برای

۴۸ (۵ ۰ (۴ ۲۴ (۳ ۳۲ (۲ ۶۴ (۱
۵۱۴۰۲ اردیبهشت ۱۲
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی

در سفرش همیشه او دارد. مخصوصͬ روش کشورها در گذار و گشت برای که است باسابقه جهانگرد ͷی بیژن
بر علاوه دارد دوست او ͬ گردد. م باز پایتخت به نیز سفر انتهای در و ͬ کند م شروع آن پایتخت از را کشور ͷی
که آن جا از بیژن کند. عبور بار ͷی حداقل نیز آن جادە های همە ی از کشور، ͷی شهرهای همە ی به زدن سر
که جادە هایی تعداد ͬ خواهد م ندارد، جذابیتͬ او برای جاده ͷی از کردن عبور بار چند و دارد محدودی بودجە ی
جاده هر است. شده تشͺیل جاده و شهر تعدادی از کشور هر شود. کمینه ͬ کند م عبور بار  ͷی از بیش آن ها از
نمایش ͷکوچ دایرە های صورت به شهرها کشور، ͷی نقشە ی در است. دوطرفه و ͬ کند م متصل هم به را شهر دو
برای بیژن که است کشور ͷی نقشە ی زیر شͺل مثال، برای دارد. بزرگ تری دایرە ی پایتخت شهر و ͬ شوند م داده

کند. عبور بار دو جاده ͷی حداقل از باید آن، در گشتن

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

روش با بخواهد او اگر است. زیر شͺل به نقشە اش که برود کشوری به امسالش سفر اولین در ͬ خواهد م بیژن ۱۷
کند؟ عبور بار  ͷی از بیش باید جاده چند حداقل از بͽردد، را کشور کل خودش مخصوص

۳ (۵ ۱ (۴ ۵ (۳ ۲ (۲ ۴ (۱
روش با هم را کشور این بخواهد او اگر است. زیر شͺل به نقشە اش که ͬ رود م کشوری به دومش سفر در بیژن ۱۸

کند؟ عبور بار  ͷی از بیش باید جاده چند حداقل از بͽردد، خودش مخصوص

۴ (۵ ۳ (۴ ۵ (۳ ۷ (۲ ۱۰ (۱

۶۱۴۰۲ اردیبهشت ۱۲
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چندگزینە ای کشور⁃آزمون کامپیوتر المپیاد سومین و سͬ دوم مرحلە ی

کنند. رنگ آمیزی را آن رأس های ͬ خواهند م و هستند گراف ͷی روی بازی ͷی انجام حال در پارمیس و آرین
نفر، هر از بعد و ͬ کند م شروع آرین را بازی هستند. رنگ بدون یا آبی، قرمز، گراف، رأس های بازی، ابتدای در
دارد، قرمز همسایە ی ͷی حداقل که را رنگ بدون رأس̞ ͷی نوبتش، هر در آرین ͬ رسد. م دیͽر شخص به نوبت
حداقل که را رنگ بدون رأس ِ ͷی خود، نوبت هر در هم پارمیس مشابه، طور به ͬ کند. م قرمز را آن و انتخاب،
بازی کند، رنگ آمیزی را جدیدی رأس نتواند که کسͬ هر ͬ کند. م آبی را آن و انتخاب، دارد، آبی همسایە ی ͷی

باشد. داشته وجود یالͬ بین شان اگر ͬ نامیم م همسایه را رأس  دو ͬ بازد. م را
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

ͬ شوند م آبی و قرمز متفاوت رأس  دو ابتدا بازی، شروع از قبل ͬ شود. م انجام زیر گراف روی بازی سوال، این در ۱۹
مستقل که کند بازی طوری ͬ تواند م آرین بازی، شروع وضعیت های از مورد چند در ͬ گردد. م آغاز بازی سپس و
حداقل رنگ اگر ͬ دانیم م متفاوت را بازی شروع وضعیت دو باشد؟ بازی برندە ی همواره پارمیس، بازی نحوە ی از

باشد. متفاوت وضعیت دو این در رأس  ͷی

۱۴۰ (۵ ۱۳۳ (۴ ۱۰۵ (۳ ۱۷۵ (۲ ۱۵۴ (۱
و انتخاب، را رأس  ͷی آرین ابتدا بازی، شروع از قبل بار این ͬ شود. م انجام زیر گراف روی بازی سوال، این در ۲۰
شروع بازی سپس و ͬ کند، م آبی را دیͽر رأس  ͷی خودش، انتخاب به پارمیس آن، از بعد و ͬ کند، م قرمز را آن
از مستقل باشد، کرده انتخاب را آن ها از ͬͺی بازی، شروع از قبل اگر آرین که بیابید را رأس هایی تعداد ͬ شود. م
باشد. بازی برندە ی همواره بتواند ͬ کند، م انتخاب بازی شروع از قبل پارمیس که رأسͬ یا پارمیس بازی نحوە ی

۴ (۵ ۳ (۴ ۷ (۳ ۱ (۲ ۶ (۱

۷۱۴۰۲ اردیبهشت ۱۲
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 نمره ١٨ ..................................................................   چرخش سوال اول: 

١  روی جایگشتِ   چرخشعمل   ٢ کھ   شودتعریف میصورت   اینبھ    ١۴٠٢تا    ١از اعداد    ١۴٠٢
می   طبیعیِ   عدد انتخاب  ١ (کھکنیم  را  از   جایگشتِ و    )١۴٠٢ دو میامُ    جایگاهِ   را  تا  شکنیم 

١  زیرجایگشتِ  ١و    ٢ ٢ با یکی    را   جایگشتسپس    ؛ دن ایجاد شو  ١۴٠٢
 کنیم: ھای زیر جایگزین می از جایگشت

 ١ ٢ ١۴٠٢ ١ ٢ 

 ١ ٢ ١۴٠٢ ١۴٠١ ١ 

 ١ ١ ١ ٢ ١۴٠٢ 

معنی کھ با استفاده   اینجایگشت است؛ بھ   منظم کردنداده شده است. ھدف،  ١۴٠٢تا  ١جایگشت آغازینی از اعداد  
١ھای از تعدادی عمل چرخش بھ یکی از جایگشت ٢ ١۴٠٢ یا ١۴٠٢ ١۴٠١ ١  برسیم.  

آغازین جایگشت  ھر  دھید  نشان  می  یالف)  حداکثر  را  با  کرد    ٢٨٠٠توان  منظم  چرخش،  عمل  از  استفاده  بار 
 ). نمره  ٩(

نمی کھ  دارد  وجود  آغازینی  جایگشت  دھید  نشان  را  توان ب)  حداکثر    آن  چرخش،   ١۴٠٠با  عمل  از  استفاده    بار 

 ). نمره  ٩منظم کرد (
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 نمره ١٨ ...................................................... یابدستگاه درختسوال دوم: 

١ھای  رأسی با مجموعھ رأس ١۴٠٢درختی   ٢ ھای آن اطلاع نداریم. دستگاھی داریم کھ از یال  ١۴٠٢
را     و   خواهِ رأس دل دو توانیم  می  ،مرحلھ . در ھربفھمیمھای درخت را  خواھیم یالکمک آن می بھداریم کھ  

ھای درخت  رأس ورودی، مطلع شویم کدام رأس از این دویک   ازای ھر عنوان ورودی بھ دستگاه بدھیم و بھ بھ
آنمی  بھ  این توانند  بدون  برسند،  رأس   رأس  از  باشد  نیاز  کنید  دیگرِ  کھ  فرض  مثال،  برای  کنند.  عبور  ورودی 

مسیر    ،درخت  بھ ١۴٠٢یک  کھ  باشد  ھر رأسی  ١ (برای    ازای  ھم   بھ  ١ و   ھایرأس  )١۴٠١
این  در  باشند؛  داشتھ  بھ  ٧ و  ٣ ھایرأساگر    ،صورت یال  اعلام   را  دستگاه  بدھیم،  دستگاه  بھ  ورودی  عنوان 

رأسمی  مجموعھ  ١ھای  کند  ٢ ازتوانند  می   ۶ عبور  ھم   ٣ بھ  ،٧ بدون  و  مجموعھ   ،چنینبرسند 
۴ھای رأس ۵  برسند.  ٧ بھ، ٣ بدون عبور ازتوانند می ١۴٠٢

کمینھ دھید  یال نشان  کامل  تشخیص  برای  نیاز  مورد  مراحل  تعداد  درخت  ی  اثبات    ١۴٠٠ھای  برای  است. 
کھ    ،موضوع این روشی ارائھ دھید  باید  ھریالبتواند  ابتدا  کامل   بھمرحلھ   ١۴٠٠با حداکثر  را  ی  درخت ھای  طور 

روش خود را   و درستی  دھد  کھنیز  تشخیص  وجود ندارد  روشی  دھید  نشان  سپس باید  کنید؛  ھای یال  بتواند  ثابت 
 طور کامل تشخیص دھد.  بھمرحلھ  ١۴٠٠از   با کمتررا  ی درخت ھر
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 نمره ٢٢ ..............................................................بازیستارهسوال سوم: 

رأس بھ   یک  ،آن  ، درختی است کھ درستارهچنین گراف  گوییم. ھم می  جنگلکھ دور نداشتھ باشد،    ایبھ گراف ساده 
 ھای دیگر یال داشتھ باشد. ی رأسھمھ 

 ھای گراف کاملِ کھ بتوان یالکنیم  تعریف میی  ا  طبیعیِ   کمترین عددرا     ، مقدار عدد طبیعیِ  ھربرای  

بھ    را  ھرجنگل   رأسی  کھ  طوری  کرد،  این افراز  از  مثال  جنگل کدام  برای  باشند.  ستاره  تعدادی  اجتماع  ھا، 
۶  را بیابید.  ١۴٠٢ است. مقدارِ  ۴

 سوال:  برای حل این

 )  نمره  ٢(  .را ارائھ کنید ١۴٠٢ابتدا باید مقدار   

برابرِ   شما  پاسخ  اگر  دھیداست،     سپس  نشان  یالمی   کھ  باید  کاملِ توان  گراف  بھ   ١۴٠٢  ھای  را  رأسی 
 شده)  و درستی روش ارائھ  درستیِ صورت  در ،نمره ١٢شده افراز کرد. ( گفتھجنگل با شرایط  

رأسی را بھ  ١۴٠٢ ھای گراف کاملِ توان یالنمیکھ  است، باید نشان دھید     برابرِ در انتھا اگر پاسخ شما   
 شده)  و درستی اثبات ارائھ   صورت درستیِ  در ،نمره ٨شده افراز کرد. ( گفتھجنگل با شرایط  ١
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 نمره ٢٢ .............................................. ھای سیاه و سفید توپ سوال چھارم: 

در    ھاتوپ ناتھی از  یمتوالی  زیردنبالھ یک  .گوییم می  نش ی چ،  ردیف  توپ سیاه در یک توپ سفید و   بھ چیدنِ  
توپ  است  متوازن  رشتھزیر یک  نامیم.می  ررشتھیزرا    چینش یک تعداد  سیاه  اگر  و  سفید  باشد.   درھای  برابر  آن 

. برای  کنیم تعریف میآن    ھای متوازنِ ھرشتھای زیری طولبرابر با تعداد اعضای مجموعھرا  چینش   یک  ارزش
شده   ی تشکیلھرشتچینش، زیر  باشد. در اینمطابق شکل زیر    ،چینش ھا درو رنگ توپ  فرض کنید    ،مثال

ھای ھرشتنمونھ از زیر توپ انتھایی، دو شده از دو ی تشکیلھرشتچپ) و زیر راست بھ توپ ابتدایی (از از چھار
ھستند.   تشکیلھرشتزیرمقابل،   درمتوازن  چھار ی  از  وسط   شده  توپ(ھمھتوپ  بھی  توپ   ھا  و  ابتدایی  توپ  جز 

نتیجھ،   است و در  چینش   ھای متوازن در اینھرشتھای زیری طول مجموعھ  پس  انتھایی) متوازن نیست.
 د. شومی  ٣چینش   ارزش این

 

 ) نمره  ٨. (نیستبیشتر   ٧٠٢ ، نشان دھید چینشی وجود دارد کھ ارزش آن از ١۴٠٢برای  الف)  

 ) نمره  ١۴است. ( ٧٠٢ چینشی حداقل ، ثابت کنید ارزش ھر١۴٠٢برای  ب) 

 کنید. دریافت می  را (ب) از بخش نمره ۶است،  ٣٨حداقل  چینش   : اگر ثابت کنید ارزش ھرنکتھ
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
است. دقیقه ۲۱۰ آن زمان مدت  و دارد سوال ۲۰ آزمون •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمده اند سوالͬ چند دسته های در ۲۰ تا ۱۱ سوالات •

دارد. منفͬ نمره ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمره ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینه ها ترتیب •

بزند را پایان کاله تالاب جوار در کارخانه ای احداث کلنگ بود رفته زیست، محیط از صیانت راستای در مدیر آقای ۱
که داریم مسئله ای گفت: او به اما داد منفͬ پاسخ زدن نیش برای پشه اصرار به مدیر آقای شد. روبه رو پشه با که
شͺل به که داریم زمین ͷی این جا در ما کنند. برطرف هم را شما معیشت مشͺل ͬ دهم م دستور شود، حل اگر
تعدادی ͬ خواهیم م گرفته. آب را جدول این خانه های همه ی حاضر، حال در است. ۱۴۰۱× ۲۰۲۲ جدول ͷی
حداقل جدول، این در خانه ͷی از بیش با زیرمستطیل هر ازای به  که طوری کنیم ͷخش را جدول خانه های از
تعداد ͬ خواهد م پشه هم نوعان، جمعیت از حمایت راستای در باشند. شده ͷخش زیرمستطیل آن خانه های نصف

شوند؟ ͷخش باید جدول از خانه چند حداقل باشد. کمینه شده ͷخش خانه های
۹۴۴۲۷۴ (۵ ۱۴۱۶۴۱۱ (۴ ۱۸۸۸۵۴۸ (۳ ۲۱۲۴۶۱۶ (۲ ۲۱۲۴۱۱۱ (۱

قرار جدول این خانه های در L-شͺل لوله ی تعدادی ͬ خواهد م و دارد زیر شͺل همانند ۴×۱۰ جدول ͷی ͷپشم ۲
ͬͺی به A خانه ی اضلاع از ͬͺی از لوله، تعدادی کردن طͬ با و بͽیرد قرار خانه ͷی داخل لوله هر که طوری دهد
تعداد کم ترین با ͬ خواهد م و است محیط زیست دوست دار ͷپشم باشد. داشته وجود مسیر B خانه ی اضلاع از
تعداد که طوری دهد قرار جدول این در لوله تعدادی ͬ تواند م طریق چند به ͷپشم دهد. انجام را کار این لوله
به A راست ضلع از آن در که لوله گذاری از نمونه ͷی باشد؟ داشته وجود مسیر B به A از و باشد کمینه لوله ها
کمینه لزوماً مثال این در لوله ها تعداد که کنید دقت است. آمده زیرین جدول در دارد، وجود مسیر B پایین ضلع

نیست.
B

A

لوله ها

لوله ۱۷ با لوله گذاری از نمونه ͷی

B

A

۶۸ (۵ ۷۶ (۴ ۴۶ (۳ ۴۲ (۲ ۵۸ (۱
۱۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
افراد شماره ی که دارد کارت دو نفر هر ͬ کنند. م بازی هم با و نشسته اند دایره دور ۳ و ۲ ،۱ شماره های با نفر سه ۳
از خود، نوبت در نفر هر ͬ شود. م شروع ۱ شماره ی با فرد از بازی است. شده نوشته آن ها روی خودش جز به دیͽر
انتخاب یͺسان) احتمال (با تصادفͬ به صورت را کارت ͷی دارد، اختیار در حاضر حال در که کارت هایی میان
بازی ͬ اندازد. م دور را کارت آن و ͬ دهد م است آمده منتخب کارت روی شماره اش که فردی به را نوبت و ͬ کند م
کل تعداد ریاضͬ امید بازی، پایان از پس باشد. نداشته کارتͬ هیچ است، نوبتش که فردی که ͬ یابد م پایان زمانͬ

است؟ چه قدر شده انداخته دور کارت های
۴ (۵ ۱۱

۲ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۹
۲ (۱

تعدادی ͬ خواهیم م داریم. ۸ × ۸ جدول ͷی ͬ شود. م فروخته شͺل به ͬ هایی کاش جلال، آقا مغازه ی در ۴
اگر است معتبر ͬ کاری کاش ͷی باشد. معتبر ͬ کاری کاش که دهیم قرار جدول در طوری را آن ها و بخریم کاشͬ

باشد: داشته را زیر شرایط همه ی
باشند. نداشته هم پوشانͬ ͬ ای کاش دو هیچ •

باشند. شده ͬ کاری کاش حتماً جدول بالا-راست و پایین-چپ خانه های •

در کرد، شروع جدول پایین-چپ خانه ی از بتوان جدول، شده ی ͬ کاری کاش خانه های روی حرکت با تنها •

رسید. جدول بالا-راست خانه ی به انتها در و رفت، ضلعͬ مجاور خانه ی ͷی به مرحله هر
باشد. کمینه ͬ خریم م که ͬ هایی کاش تعداد ͬ خواهیم م جلال، آقا مغازه ی ͬ های کاش بالای قیمت به توجه با
است ذکر به لازم کرد؟ ͬ کاری کاش ممͺن کاشͬ تعداد کم ترین با و معتبر صورت به را جدول ͬ توان م طریق چند به
حالت دو این از ͬͺی در فقط که باشد داشته وجود جدول از خانه ͷی اگر تنها و اگر متفاوتند ͬ کاری کاش دو که
تعداد که کنید توجه است. شده داده نمایش معتبر ͬ کاری کاش نمونه ͷی زیر، شͺل در باشد. شده ͬ کاری کاش

نیست. کمینه لزوماً نمونه این در ͬ ها کاش

۱۹۲ (۵ ۹۶ (۴ ۱۲۸ (۳ ۲۵۶ (۲ ۲۲۴ (۱

۲۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
فضا در «۳, ۱, ۵, ۲, ۳, ۵, ۸, ۲, ۳, ۲, ۸, ۴, ۵» اندازه های با ترتیب به و ردیف ͷی در سیاه چاله ها  از دنباله ای ۵
اندازه ی مجموع با برابر اندازه ای با جدید سیاه چاله ی ͷی سیاه چاله، تعدادی ادغام با ͬ دانیم م گرفته اند. قرار
با و کنیم انتخاب را سیاه چاله چند یا ͷی از متوالͬ بازه ی ͷی ͬ خواهیم م حال ͬ آید. م دست به اولیه سیاه چاله های
سیاه چاله های از ͬͺی اندازه ی از سیاه چاله مان اندازه ی که جایی تا سپس بسازیم؛ بزرگ سیاه چاله ی ͷی ادغامشان
بازه ی چند کنیم. بزرگ تر همسایه، سیاه چاله ی با ادغام با را آن است، مساوی یا بزرگ تر چپ) یا (راست همسایه
فرایند این با ͬ توان م اولیه، ادغام برای انتخاب صورت در که دارد وجود سیاه چاله ها دنباله ی از متمایز متوالͬ

کرد؟ ادغام هم با را سیاه چاله ها همه ی
۷۶ (۵ ۸۲ (۴ ۷۸ (۳ ۸۴ (۲ ۸۰ (۱

مرحله، هر در که است صورت این به پالایش فرایند کند. «پالایش» را آن ͬ خواهد م که دارد رقمͬ ۹ عدد ͷی ͷج ۶
سپس باشند. یͺسان بازه هر در ارقام که طوری ͬ شوند م تقسیم متوالͬ بازه ی تعداد کم ترین به فعلͬ عدد ارقام
آن ها طول راست، به چپ از ترتیب به بازه ها این از ͷی هر ازای به فعلͬ)، عدد (جایͽزین جدید عدد ایجاد برای
۱۲۱۱۴ عدد به پالایش مرحله ͷی از بعد ۱۲۲۳۱۸۸۸۸ عدد مثال، برای ͬ شود. م نوشته بازه) هر در ارقام (تعداد
نهایی رقمͬ ͷی عدد ͬ دهد. م ادامه برسد رقمͬ ͷی عدد ͷی به که وقتͬ تا را پالایش فرایند ͷج ͬ شود. م تبدیل
که ͬ کنید م مشاهده را ۱۲۲۳۱۸۸۸۸ عدد پالایش فرایند زیر، مثال در باشد؟ داشته ͬ تواند م مختلف حالت چند

ͬ شود. م ختم ۲ عدد به
۱۲۲۳۱۸۸۸۸ → ۱۲۱۱۴ → ۱۱۲۱ → ۲۱۱ → ۱۲ → ۱۱ → ۲

۶ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۷ (۲ ۸ (۱
رسید. دیͽر رأس هر به یال ۵ حداکثر ط̞ͬ با آن رأس هر از ͬ توان م که داریم رأسͬ ۱۱ همبند و ساده گراف ͷی ۷
است. لازم یال ۵ حداقل کردن طͬ دیͽری به ͬͺی از رسیدن برای که دارند وجود گراف این در رأس دو طرفͬ از

دارد؟ یال چند حداکثر گراف این
۳۰ (۵ ۲۶ (۴ ۲۵ (۳ ۲۰ (۲ ۳۲ (۱

آن خانه ی هر در و شده اند شماره گذاری ۱۰ تا ۱ از آن ستون های و سطرها که دارد ۱۰×۱۰ جدول ͷی کلاه قرمزی ۸
تیله، هر ازای به او است. کرده  پیدا را جدول این دارد، تیله ۸ که دور فامیل بچه ی دارد. وجود سوراخ ͷی دقیقاً
ͬ اندازد م خانه آن سوراخ در را تیله و ͬ کند م انتخاب یͺسان احتمال با تصادفͬ صورت به را جدول خانه های از ͬͺی
تقاطع خانه ی سوراخ در واقع تیله های تعداد اگر حال بͽیرد). قرار تیله چندین خانه، ͷی سوراخ در دارد (امͺان

ͬ شود: م محاسبه زیر فرمول با جدول زیبایی دهیم، نمایش ci,j با را jاُم ستون و iاُم سطر
۱۰
∑

i=۱

۱۰
∑

j=۱
i× j × (ci,j)

۲

است؟ چه قدر تیله ۸ انداختن از پس جدول زیبایی ریاضͬ امید
۲۵۰۴۷
۱۰۰ (۵ ۱۹۳۶ (۴ ۱۶۷۶۷

۱۰۰ (۳ ۱۲۹۴۷
۵۰ (۲ ۸۶۶۷

۵۰ (۱

۳۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
رقم̧ ۶ و صفر رقم̧ ۲۰ با ۲۶ طول به دودویی رشته ی ͷی با متناظر آن رأس هر که داریم رأسͬ (۲۶۶

) گراف ͷی ۹
با متناظر رشته ی اگر تنها و اگر ͬ گذاریم م جهت) (بدون یال متفاوت، رأس دو بین گراف، این در است. ͷی
روی دوری شیفت عملیات باشد. دیͽر رأس با متناظر رشته ی به تبدیل قابل دوری»، «شیفت ͷی با آن ها از ͬͺی
جایͽاه چپ ترین در را آن و حذف، را رشته رقم راست ترین که ͬ کنیم م تعریف این گونه را دودویی رشته ی ͷی
تعداد ͬ دهد. م نتیجه را ۱۱۰۰۰۱۰ رشته ی ،۱۰۰۰۱۰۱ رشته ی دوری شیفت مثال، برای ͬ کنیم. م اضافه رشته

بشمارید. را گراف این همبندی مؤلفه های
۸۸۶۶ (۵ ۸۸۹۹ (۴ ۸۸۸۸ (۳ ۸۸۷۷ (۲ ۸۸۵۵ (۱

۳۰ حداکثر جایͽشت، در متوالͬ عدد دو هر ضرب حاصل اگر ͬ گوییم م ملایم ۱۰ تا ۱ اعداد از جایͽشت ͷی به ۱۰
داریم؟ ۱۰ تا ۱ اعداد از ملایم جایͽشتِ چند شود.

۱۴۴ (۵ ۵۷۶ (۴ ۳۴۵۶ (۳ ۲۸۸۰ (۲ ۱۷۲۸ (۱

کدام، هر و دارند متمایز رنگ هایی لامپ ها که ͬ دانیم م هستند. لامپ n و کلید n با بازی مشغول پیشͬ و موشͬ
فشردن با و شده اند شماره گذاری n تا ۱ از نیز کلیدها هستند. روشن و خاموش وضعیت دو از ͬͺی در همواره
سیم کشͬ را کلیدها دل خواه طور به پیشͬ بازی، ابتدای در ͬ دهد. م وضعیت تغییر کلید آن به متصل لامپ ،ͷی هر
شده وصل لامپ ͷی به کلید چند است (ممͺن ͬ کند م متصل لامپ ͷی دقیقاً به را آن ها از کدام هر و کرده
انتخاب را کلیدها از تا دو درخواست، هر در است، بی اطلاع پیشͬ سیم کشͬ شیوه ی از که موشͬ سپس، باشند).
ͬ دهد. م فشار هم زمان را کلید دو آن موشͬ، از آب نبات ͷی گرفتن از پس پیشͬ ͬ کند. م مشخص پیشͬ برای و
لامپ ͷی به شده فشرده کلید دو اگر ولͬ ͬ دهد؛ م وضعیت تغییر آن به متصل لامپ کلیدی، هر شدن فشرده با
لامپی چه به کلید هر بداند که است این موشͬ هدف ͬ کند. نم تغییری هیچ لامپ ها وضعیت باشند، بوده متصل

است. شده متصل
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

به حداقل موشͬ شده اند، متصل کلیدی به سیم کشͬ در لامپ ها همه ی که کند تضمین پیشͬ و باشد n = ۸ اگر ۱۱
برسد؟ هدفش به بتواند شرایطͬ هر تحت تا دارد نیاز آب نبات چند

۵ (۵ ۷ (۴ ۶ (۳ هیچ کدام (۲ ۴ (۱
ͬ تواند م مختلف سیم کشͬ چند ازای به باشد، داشته اختیار در آب نبات نامحدودی مقدار موشͬ و باشد n = ۵ اگر ۱۲

برسد؟ هدفش به
۰ (۵ ۳۱۲۰ (۴ ۳۱۲۵ (۳ ۲۸۰۰ (۲ ۲۸۲۰ (۱

۴۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

طبیعͬ عدد ͷی ͷپوپ ابتدا که است صورت این به آن ها بازی هستند. بازی ͷی انجام مشغول پرستو و ͷپوپ
بزند. حدس را ͷپوپ عدد ͬ کند م سعͬ پرستو سپس .۱ ⩽ k ⩽ ۲۰ که شرط این با ͬ کند م انتخاب را k مانند
ͬ گوید م ͷپوپ به را n مانند طبیعͬ عدد ͷی پرستو پرسش، هر در کند. پرسش تعدادی ͷپوپ از ͬ تواند م پرستو
ͷپوپ توسط شده انتخاب عدد کردن پیدا پرستو هدف ͬ گوید. م پرستو به را k بر n تقسیم ͬ مانده ی باق ͷپوپ و

است.
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

است؟ چند بزند، حدس درستͬ به را ͷپوپ عدد حالت، هر در بتواند پرستو که پرسشͬ تعداد کم ترین ۱۳
۲ (۵ ۱ (۴ ۴ (۳ ۳ (۲ ۵ (۱

بتواند پرستو که پرسشͬ تعداد کم ترین ،(۱ ⩽ n ⩽ ۲۰) باشند ۲۰ حداکثر بپرسد، ͬ تواند م پرستو که اعدادی اگر ۱۴
است؟ چند بزند، حدس درستͬ به را ͷپوپ عدد حالت، هر در

۳ (۵ ۲ (۴ ۴ (۳ ۵ (۲ ۱ (۱

وجود خاکͬ جاده ی آن ها جفت های بعضͬ بین که دارد وجود ۱۳ تا ۱ شماره های با شهر ۱۳ سلطان، کشور در
ͬ دانیم م هم چنین رفت. دیͽر شهر هر به خاکͬ جاده ی تعدادی کردن طͬ با ͬ توان م شهر هر از که ͬ دانیم م دارد.
کشورش خاکͬ جاده های از تعدادی ͬ خواهد م سلطان ندارد. وجود ͬ ای خاک جاده ی هیچ ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین
شده آسفالت جاده های از استفاده با تنها بتوان و شوند آسفالت جاده تعداد کم ترین که طوری کند آسفالت را
تعداد کمینه ی ͬ دانیم م اما ͬ دانیم نم را خاکͬ جاده های نقشه ی کنید فرض کرد. مسافرت ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین
حالت چند شده آسفالت جاده های نقشه ی ،k مقدار دانستن با است. k با برابر شوند آسفالت باید که جاده هایی

باشد؟ داشته ͬ تواند م متفاوت
شهر دو این بین نقشه، ͷی در که باشند شهر دو اگر ͬ گیریم م نظر در متفاوت را شده آسفالت جاده های نقشه ی دو

خیر. دیͽر نقشه ی در و باشد داشته وجود شده آسفالت جاده ی
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

آورید. دست به k = ۴ فرض با را سوال جواب ۱۵
۱۳۵ (۵ ۸۱۰ (۴ ۱۰۸۰ (۳ ۵۴۰ (۲ ۲۷۰ (۱

آورید. دست به k = ۱۲ فرض با را سوال جواب ۱۶
۱۳۲× ۱۰! (۵ ۵۵× ۱۰! (۴ ۸۲× ۱۰! (۳ ۸۵× ۱۰! (۲ ۸۸× ۱۰! (۱

۵۱۴۰۱ بهار

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 
'

&

$

%
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کنند. بازی یͺدیͽر با ͬ خواهند م و نشسته اند دایره ͷی دور ساعت گرد ترتیب به ۲k تا ۱ شماره های با نفر ۲k
۱ شماره ی نفر دست در توپی ابتدا، در ͬ دهند. م تشͺیل را دوم تیم ۲k تا k + ۱ افراد و اول، تیم k تا ۱ افراد
ساعت گرد) ترتیب (در بعدی اش نفر t از ͬͺی به را آن دارد، دست در را توپ که فردی نوبت، هر در است.
مقادیر ازای به ͬ گوییم م ͬ شود. م برنده باشد، آن اعضای از ͬͺی دست در توپ نوبت، n از بعد که تیمͬ ͬ دهد. م
مقابل، تیم بازی از شیوه ای هر برابر در بتوانند آن اعضای اگر دارد، بˀرد» «استراتژی تیم ͷی ،n و t ،k مشخص

شوند. بازی برنده ی حتماً که کنند بازی طوری
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دارد؟ برد استراتژی اول تیم ،{۵, ۶, ۱۰, ۱۵} اعضای میان از n مقدار چند ازای به باشد، t = ۲ و k = ۲ اگر ۱۷
۳ (۵ ۲ (۴ ۱ (۳ ۴ (۲ ۰ (۱

دارد؟ برد استراتژی اول تیم ،۳۰ تا ۱ اعداد میان از n مقدار چند ازای به باشد، t = ۲ و k = ۱۰ اگر ۱۸
۲۰ (۵ ۳۰ (۴ ۲۵ (۳ ۱۵ (۲ ۱۰ (۱

i هر ازای به شده اند. شماره گذاری ۱۴۰۱ تا ۱ اعداد با آن رأس های که داریم یال ۱۴۰۱ و رأس ۱۴۰۱ با گرافͬ
با نیز ۱۴۰۱ و ۱ شماره های با رأس های هستند. متصل هم به یال ͷی با i+۱ و i رأس های ،(۱ ⩽ i ⩽ ۱۴۰۰)
نداشته وجود آن رأس های بین یالͬ هیچ اگر گوییم مستقل رأس ها از مجموعه ای به هستند. متصل هم به یال ͷی

ͬ شود. م گفته مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه، بیش ترین با مستقل مجموعه ی به باشد.
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

شود؟ کم تر ͬͺی حداقل آن مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی تا کنیم اضافه گراف به باید یال چند حداقل ۱۹
۱ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۳ (۲ ۲ (۱
شود؟ کم تر تا دو حداقل آن مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی تا کنیم اضافه گراف به باید یال چند حداقل ۲۰
۳ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۶ (۲ ۷ (۱

۶۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
است. دقیقه ۲۱۰ آن زمان مدت  و دارد سوال ۲۰ آزمون •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمده اند سوالͬ چند دسته های در ۲۰ تا ۱۱ سوالات •

دارد. منفͬ نمره ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمره ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینه ها ترتیب •

بزند را پایان کاله تالاب جوار در کارخانه ای احداث کلنگ بود رفته زیست، محیط از صیانت راستای در مدیر آقای ۱
که داریم مسئله ای گفت: او به اما داد منفͬ پاسخ زدن نیش برای پشه اصرار به مدیر آقای شد. روبه رو پشه با که
شͺل به که داریم زمین ͷی این جا در ما کنند. برطرف هم را شما معیشت مشͺل ͬ دهم م دستور شود، حل اگر
تعدادی ͬ خواهیم م گرفته. آب را جدول این خانه های همه ی حاضر، حال در است. ۱۴۰۱ × ۲۰۲۲ جدول ͷی
حداقل جدول، این در خانه ͷی از بیش با زیرمستطیل هر ازای به  که طوری کنیم ͷخش را جدول خانه های از
تعداد ͬ خواهد م پشه هم نوعان، جمعیت از حمایت راستای در باشند. شده ͷخش زیرمستطیل آن خانه های نصف

شوند؟ ͷخش باید جدول از خانه چند حداقل باشد. کمینه شده ͷخش خانه های
۹۴۴۲۷۴ (۵ ۱۴۱۶۴۱۱ (۴ ۱۸۸۸۵۴۸ (۳ ۲۱۲۴۶۱۶ (۲ ۲۱۲۴۱۱۱ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:
�

قرار جدول این خانه های در L-شͺل لوله ی تعدادی ͬ خواهد م و دارد زیر شͺل همانند ۴× ۱۰ جدول ͷی ͷپشم ۲
ͬͺی به A خانه ی اضلاع از ͬͺی از لوله، تعدادی کردن طͬ با و بͽیرد قرار خانه ͷی داخل لوله هر که طوری دهد
تعداد کم ترین با ͬ خواهد م و است محیط زیست دوست دار ͷپشم باشد. داشته وجود مسیر B خانه ی اضلاع از
تعداد که طوری دهد قرار جدول این در لوله تعدادی ͬ تواند م طریق چند به ͷپشم دهد. انجام را کار این لوله
به A راست ضلع از آن در که لوله گذاری از نمونه ͷی باشد؟ داشته وجود مسیر B به A از و باشد کمینه لوله ها
کمینه لزوماً مثال این در لوله ها تعداد که کنید دقت است. آمده زیرین جدول در دارد، وجود مسیر B پایین ضلع

نیست.
B

A

لوله ها

لوله ۱۷ با لوله گذاری از نمونه ͷی

B

A

۱۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
۶۸ (۵ ۷۶ (۴ ۴۶ (۳ ۴۲ (۲ ۵۸ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:
�

افراد شماره ی که دارد کارت دو نفر هر ͬ کنند. م بازی هم با و نشسته اند دایره دور ۳ و ۲ ،۱ شماره های با نفر سه ۳
از خود، نوبت در نفر هر ͬ شود. م شروع ۱ شماره ی با فرد از بازی است. شده نوشته آن ها روی خودش جز به دیͽر
انتخاب یͺسان) احتمال (با تصادفͬ به صورت را کارت ͷی دارد، اختیار در حاضر حال در که کارت هایی میان
بازی ͬ اندازد. م دور را کارت آن و ͬ دهد م است آمده منتخب کارت روی شماره اش که فردی به را نوبت و ͬ کند م
کل تعداد ریاضͬ امید بازی، پایان از پس باشد. نداشته کارتͬ هیچ است، نوبتش که فردی که ͬ یابد م پایان زمانͬ

است؟ چه قدر شده انداخته دور کارت های
۴ (۵ ۱۱

۲ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۹
۲ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:
�

کاشͬ تعدادی ͬ خواهیم م داریم. ۸×۸ جدول ͷی ͬ شود. م فروخته شͺل به ͬ هایی کاش جلال، آقا مغازه ی در ۴
همه ی اگر است معتبر ͬ کاری کاش ͷی باشد. معتبر ͬ کاری کاش که دهیم قرار جدول در طوری را آن ها و بخریم

باشد: داشته را زیر شرایط
باشند. نداشته هم پوشانͬ ͬ ای کاش دو هیچ •

باشند. شده ͬ کاری کاش حتماً جدول بالا-راست و پایین-چپ خانه های •

در کرد، شروع جدول پایین-چپ خانه ی از بتوان جدول، شده ی ͬ کاری کاش خانه های روی حرکت با تنها •

رسید. جدول بالا-راست خانه ی به انتها در و رفت، ضلعͬ مجاور خانه ی ͷی به مرحله هر
باشد. کمینه ͬ خریم م که ͬ هایی کاش تعداد ͬ خواهیم م جلال، آقا مغازه ی ͬ های کاش بالای قیمت به توجه با
است ذکر به لازم کرد؟ ͬ کاری کاش ممͺن کاشͬ تعداد کم ترین با و معتبر صورت به را جدول ͬ توان م طریق چند به
حالت دو این از ͬͺی در فقط که باشد داشته وجود جدول از خانه ͷی اگر تنها و اگر متفاوتند ͬ کاری کاش دو که
تعداد که کنید توجه است. شده داده نمایش معتبر ͬ کاری کاش نمونه ͷی زیر، شͺل در باشد. شده ͬ کاری کاش

نیست. کمینه لزوماً نمونه این در ͬ ها کاش

۲۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

۱۹۲ (۵ ۹۶ (۴ ۱۲۸ (۳ ۲۵۶ (۲ ۲۲۴ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

�

فضا در «۳, ۱, ۵, ۲, ۳, ۵, ۸, ۲, ۳, ۲, ۸, ۴, ۵» اندازه های با ترتیب به و ردیف ͷی در سیاه چاله ها  از دنباله ای ۵
اندازه ی مجموع با برابر اندازه ای با جدید سیاه چاله ی ͷی سیاه چاله، تعدادی ادغام با ͬ دانیم م گرفته اند. قرار
با و کنیم انتخاب را سیاه چاله چند یا ͷی از متوالͬ بازه ی ͷی ͬ خواهیم م حال ͬ آید. م دست به اولیه سیاه چاله های
سیاه چاله های از ͬͺی اندازه ی از سیاه چاله مان اندازه ی که جایی تا سپس بسازیم؛ بزرگ سیاه چاله ی ͷی ادغامشان
بازه ی چند کنیم. بزرگ تر همسایه، سیاه چاله ی با ادغام با را آن است، مساوی یا بزرگ تر چپ) یا (راست همسایه
فرایند این با ͬ توان م اولیه، ادغام برای انتخاب صورت در که دارد وجود سیاه چاله ها دنباله ی از متمایز متوالͬ

کرد؟ ادغام هم با را سیاه چاله ها همه ی
۷۶ (۵ ۸۲ (۴ ۷۸ (۳ ۸۴ (۲ ۸۰ (۱

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:
�

مرحله، هر در که است صورت این به پالایش فرایند کند. «پالایش» را آن ͬ خواهد م که دارد رقمͬ ۹ عدد ͷی ͷج ۶
سپس باشند. یͺسان بازه هر در ارقام که طوری ͬ شوند م تقسیم متوالͬ بازه ی تعداد کم ترین به فعلͬ عدد ارقام
آن ها طول راست، به چپ از ترتیب به بازه ها این از ͷی هر ازای به فعلͬ)، عدد (جایͽزین جدید عدد ایجاد برای
۱۲۱۱۴ عدد به پالایش مرحله ͷی از بعد ۱۲۲۳۱۸۸۸۸ عدد مثال، برای ͬ شود. م نوشته بازه) هر در ارقام (تعداد
نهایی رقمͬ ͷی عدد ͬ دهد. م ادامه برسد رقمͬ ͷی عدد ͷی به که وقتͬ تا را پالایش فرایند ͷج ͬ شود. م تبدیل

۳۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
به که ͬ کنید م مشاهده را ۱۲۲۳۱۸۸۸۸ عدد پالایش فرایند زیر، مثال در باشد؟ داشته ͬ تواند م مختلف حالت چند

ͬ شود. م ختم ۲ عدد
۱۲۲۳۱۸۸۸۸ → ۱۲۱۱۴ → ۱۱۲۱ → ۲۱۱ → ۱۲ → ۱۱ → ۲

۶ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۷ (۲ ۸ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

�

رسید. دیͽر رأس هر به یال ۵ حداکثر ط̞ͬ با آن رأس هر از ͬ توان م که داریم رأسͬ ۱۱ همبند و ساده گراف ͷی ۷

است. لازم یال ۵ حداقل کردن طͬ دیͽری به ͬͺی از رسیدن برای که دارند وجود گراف این در رأس دو طرفͬ از
دارد؟ یال چند حداکثر گراف این

۳۰ (۵ ۲۶ (۴ ۲۵ (۳ ۲۰ (۲ ۳۲ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

�

آن خانه ی هر در و شده اند شماره گذاری ۱۰ تا ۱ از آن ستون های و سطرها که دارد ۱۰× ۱۰ جدول ͷی کلاه قرمزی ۸
تیله، هر ازای به او است. کرده  پیدا را جدول این دارد، تیله ۸ که دور فامیل بچه ی دارد. وجود سوراخ ͷی دقیقاً
ͬ اندازد م خانه آن سوراخ در را تیله و ͬ کند م انتخاب یͺسان احتمال با تصادفͬ صورت به را جدول خانه های از ͬͺی
تقاطع خانه ی سوراخ در واقع تیله های تعداد اگر حال بͽیرد). قرار تیله چندین خانه، ͷی سوراخ در دارد (امͺان

ͬ شود: م محاسبه زیر فرمول با جدول زیبایی دهیم، نمایش ci,j با را jاُم ستون و iاُم سطر
۱۰
∑

i=۱

۱۰
∑

j=۱
i× j × (ci,j)

۲

است؟ چه قدر تیله ۸ انداختن از پس جدول زیبایی ریاضͬ امید
۲۵۰۴۷
۱۰۰ (۵ ۱۹۳۶ (۴ ۱۶۷۶۷

۱۰۰ (۳ ۱۲۹۴۷
۵۰ (۲ ۸۶۶۷

۵۰ (۱
است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

�

ͷی رقم̧ ۶ و صفر رقم̧ ۲۰ با ۲۶ طول به دودویی رشته ی ͷی با متناظر آن رأس هر که داریم رأسͬ (۲۶۶
) گراف ͷی ۹

از ͬͺی با متناظر رشته ی اگر تنها و اگر ͬ گذاریم م جهت) (بدون یال متفاوت، رأس دو بین گراف، این در است.
ͷی روی دوری شیفت عملیات باشد. دیͽر رأس با متناظر رشته ی به تبدیل قابل دوری»، «شیفت ͷی با آن ها
رشته جایͽاه چپ ترین در را آن و حذف، را رشته رقم راست ترین که ͬ کنیم م تعریف این گونه را دودویی رشته ی
مؤلفه های تعداد ͬ دهد. م نتیجه را ۱۱۰۰۰۱۰ رشته ی ،۱۰۰۰۱۰۱ رشته ی دوری شیفت مثال، برای ͬ کنیم. م اضافه

بشمارید. را گراف این همبندی
۴۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
۸۸۶۶ (۵ ۸۸۹۹ (۴ ۸۸۸۸ (۳ ۸۸۷۷ (۲ ۸۸۵۵ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:
�

۳۰ حداکثر جایͽشت، در متوالͬ عدد دو هر ضرب حاصل اگر ͬ گوییم م ملایم ۱۰ تا ۱ اعداد از جایͽشت ͷی به ۱۰
داریم؟ ۱۰ تا ۱ اعداد از ملایم جایͽشتِ چند شود.

۱۴۴ (۵ ۵۷۶ (۴ ۳۴۵۶ (۳ ۲۸۸۰ (۲ ۱۷۲۸ (۱
است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

�

کدام، هر و دارند متمایز رنگ هایی لامپ ها که ͬ دانیم م هستند. لامپ n و کلید n با بازی مشغول پیشͬ و موشͬ
فشردن با و شده اند شماره گذاری n تا ۱ از نیز کلیدها هستند. روشن و خاموش وضعیت دو از ͬͺی در همواره
سیم کشͬ را کلیدها دل خواه طور به پیشͬ بازی، ابتدای در ͬ دهد. م وضعیت تغییر کلید آن به متصل لامپ ،ͷی هر
شده وصل لامپ ͷی به کلید چند است (ممͺن ͬ کند م متصل لامپ ͷی دقیقاً به را آن ها از کدام هر و کرده
انتخاب را کلیدها از تا دو درخواست، هر در است، بی اطلاع پیشͬ سیم کشͬ شیوه ی از که موشͬ سپس، باشند).
ͬ دهد. م فشار هم زمان را کلید دو آن موشͬ، از آب نبات ͷی گرفتن از پس پیشͬ ͬ کند. م مشخص پیشͬ برای و
لامپ ͷی به شده فشرده کلید دو اگر ولͬ ͬ دهد؛ م وضعیت تغییر آن به متصل لامپ کلیدی، هر شدن فشرده با
لامپی چه به کلید هر بداند که است این موشͬ هدف ͬ کند. نم تغییری هیچ لامپ ها وضعیت باشند، بوده متصل

است. شده متصل
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

به حداقل موشͬ شده اند، متصل کلیدی به سیم کشͬ در لامپ ها همه ی که کند تضمین پیشͬ و باشد n = ۸ اگر ۱۱
برسد؟ هدفش به بتواند شرایطͬ هر تحت تا دارد نیاز آب نبات چند

۵ (۵ ۷ (۴ ۶ (۳ هیچ کدام (۲ ۴ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

�

ͬ تواند م مختلف سیم کشͬ چند ازای به باشد، داشته اختیار در آب نبات نامحدودی مقدار موشͬ و باشد n = ۵ اگر ۱۲
برسد؟ هدفش به

۰ (۵ ۳۱۲۰ (۴ ۳۱۲۵ (۳ ۲۸۰۰ (۲ ۲۸۲۰ (۱

۵۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

�

طبیعͬ عدد ͷی ͷپوپ ابتدا که است صورت این به آن ها بازی هستند. بازی ͷی انجام مشغول پرستو و ͷپوپ
بزند. حدس را ͷپوپ عدد ͬ کند م سعͬ پرستو سپس .۱ 6 k 6 ۲۰ که شرط این با ͬ کند م انتخاب را k مانند
ͬ گوید م ͷپوپ به را n مانند طبیعͬ عدد ͷی پرستو پرسش، هر در کند. پرسش تعدادی ͷپوپ از ͬ تواند م پرستو
ͷپوپ توسط شده انتخاب عدد کردن پیدا پرستو هدف ͬ گوید. م پرستو به را k بر n تقسیم ͬ مانده ی باق ͷپوپ و

است.
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

است؟ چند بزند، حدس درستͬ به را ͷپوپ عدد حالت، هر در بتواند پرستو که پرسشͬ تعداد کم ترین ۱۳

۲ (۵ ۱ (۴ ۴ (۳ ۳ (۲ ۵ (۱
است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

�

بتواند پرستو که پرسشͬ تعداد کم ترین ،(۱ 6 n 6 ۲۰) باشند ۲۰ حداکثر بپرسد، ͬ تواند م پرستو که اعدادی اگر ۱۴
است؟ چند بزند، حدس درستͬ به را ͷپوپ عدد حالت، هر در

۳ (۵ ۲ (۴ ۴ (۳ ۵ (۲ ۱ (۱
است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

�

وجود خاکͬ جاده ی آن ها جفت های بعضͬ بین که دارد وجود ۱۳ تا ۱ شماره های با شهر ۱۳ سلطان، کشور در
ͬ دانیم م هم چنین رفت. دیͽر شهر هر به خاکͬ جاده ی تعدادی کردن طͬ با ͬ توان م شهر هر از که ͬ دانیم م دارد.
کشورش خاکͬ جاده های از تعدادی ͬ خواهد م سلطان ندارد. وجود ͬ ای خاک جاده ی هیچ ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین
شده آسفالت جاده های از استفاده با تنها بتوان و شوند آسفالت جاده تعداد کم ترین که طوری کند آسفالت را
تعداد کمینه ی ͬ دانیم م اما ͬ دانیم نم را خاکͬ جاده های نقشه ی کنید فرض کرد. مسافرت ۳ و ۲ ،۱ شهرهای بین
حالت چند شده آسفالت جاده های نقشه ی ،k مقدار دانستن با است. k با برابر شوند آسفالت باید که جاده هایی

باشد؟ داشته ͬ تواند م متفاوت
شهر دو این بین نقشه، ͷی در که باشند شهر دو اگر ͬ گیریم م نظر در متفاوت را شده آسفالت جاده های نقشه ی دو

خیر. دیͽر نقشه ی در و باشد داشته وجود شده آسفالت جاده ی

۶۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

آورید. دست به k = ۴ فرض با را سوال جواب ۱۵

۱۳۵ (۵ ۸۱۰ (۴ ۱۰۸۰ (۳ ۵۴۰ (۲ ۲۷۰ (۱
است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

�

آورید. دست به k = ۱۲ فرض با را سوال جواب ۱۶

۱۳۲× ۱۰! (۵ ۵۵× ۱۰! (۴ ۸۲× ۱۰! (۳ ۸۵× ۱۰! (۲ ۸۸× ۱۰! (۱
است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

�

کنند. بازی یͺدیͽر با ͬ خواهند م و نشسته اند دایره ͷی دور ساعت گرد ترتیب به ۲k تا ۱ شماره های با نفر ۲k

است. ۱ شماره ی نفر دست در توپی ابتدا، در ͬ دهند. م تشͺیل را دوم تیم ۲k تا k+۱ افراد و اول، تیم k تا ۱ افراد

ͬ دهد. م ساعت گرد) ترتیب (در بعدی اش نفر t از ͬͺی به را آن دارد، دست در را توپ که فردی نوبت، هر در
مشخص مقادیر ازای به ͬ گوییم م ͬ شود. م برنده باشد، آن اعضای از ͬͺی دست در توپ نوبت، n از بعد که تیمͬ
بازی طوری مقابل، تیم بازی از شیوه ای هر برابر در بتوانند آن اعضای اگر دارد، بˀرد» «استراتژی تیم ͷی ،n و t ،k

شوند. بازی برنده ی حتماً که کنند
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دارد؟ برد استراتژی اول تیم ،{۵, ۶, ۱۰, ۱۵} اعضای میان از n مقدار چند ازای به باشد، t = ۲ و k = ۲ اگر ۱۷

۳ (۵ ۲ (۴ ۱ (۳ ۴ (۲ ۰ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

�

دارد؟ برد استراتژی اول تیم ،۳۰ تا ۱ اعداد میان از n مقدار چند ازای به باشد، t = ۲ و k = ۱۰ اگر ۱۸

۲۰ (۵ ۳۰ (۴ ۲۵ (۳ ۱۵ (۲ ۱۰ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

�

۷۱۴۰۱ بهار
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کشور کامپیوتر المپیاد دومین و سͬ دوم مرحله ی

i هر ازای به شده اند. شماره گذاری ۱۴۰۱ تا ۱ اعداد با آن رأس های که داریم یال ۱۴۰۱ و رأس ۱۴۰۱ با گرافͬ
با نیز ۱۴۰۱ و ۱ شماره های با رأس های هستند. متصل هم به یال ͷی با i+ ۱ و i رأس های ،(۱ 6 i 6 ۱۴۰۰)
نداشته وجود آن رأس های بین یالͬ هیچ اگر گوییم مستقل رأس ها از مجموعه ای به هستند. متصل هم به یال ͷی

ͬ شود. م گفته مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه، بیش ترین با مستقل مجموعه ی به باشد.
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

شود؟ کم تر ͬͺی حداقل آن مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی تا کنیم اضافه گراف به باید یال چند حداقل ۱۹

۱ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۳ (۲ ۲ (۱
است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:

�

شود؟ کم تر تا دو حداقل آن مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ی تا کنیم اضافه گراف به باید یال چند حداقل ۲۰

۳ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۶ (۲ ۷ (۱
است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

�

۸۱۴۰۱ بهار

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

استفاده از ماشين حساب ممنوع است

نام و نام خانوادگی : 
شماره پرونده: 

کد ملی: 

نام پدر: 

نام مدرسه: 

استان: 

منطقه: 

پایه تحصیلی: 

حوزه: 
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 اين از لزوم صورت در

 چرك عنوان بهصفحه 

 كنيد استفاده نويس
 

 صفحه اين مطالب

 شرايطي هيچ تحت
 تصحيح نخواهد شد
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نمره  24.. …………………………………………………………سوال اول. جدول بازي 

دهند:انجام می امید و دخترش فرناز بازي زیر را در یک جدول 

خط افقی)   1خط عمودي یا یکی از    1کند. هر کس در هر نوبت خود در طول بازي، یکی از خطوط جدول (یکی از  امید بازي را شروع می

1  يخانه   2ي  کند. در ابتداي بازي، همه پاك می  به طور کاملرا   هاي  ستند، اما پس از هر نوبت ممکن است تعدادي از خانهه  سالمل  جدو 1

ماند). وضعیت جدول را است تا انتها خراب باقی می  اي که خراب شدهشوند (واضح است خانه خرابهایشان  سالم به دلیل پاك شدن یکی از ضلع

1ي خانه  2اگر تمام  ، نامیم می ویران رسد. از جدول اولیه خراب شده باشند. به محض این که جدول ویران شود، بازي به پایان می  1

ي بازي باشد. دارد اگر بتواند به نحوي بازي کند که مستقل از حرکات نفر مقابل همیشه برنده استراتژي بردکن گوییم یک بازيمی

نمره)  10شود. چه کسی استراتژي برد دارد؟ (بازي می يبازندهالف) در این بخش، کسی که آخرین حرکت بازي را انجام دهد 

نمره)  14شود. چه کسی استراتژي برد دارد؟ (بازي می يبرندهب) در این بخش، کسی که آخرین حرکت بازي را انجام دهد 
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سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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پاسخ سوال 1

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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نام : 

نام خانوادگی : 
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ادامه پاسخ سوال 1
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نمره  24.. ……………………………………………سوال دوم. بینش ابوالفضل مظفري  

اند. ابوالفضل هر یال آن را با یکی از دو رنگ  گذاري شدهشماره  1400تا    1هاي  هاي آن با شمارهسأداریم که رسی  أر   1400یک گراف کامل  
  1400داند که گراف ابوالفضل یک گراف کامل  آمیزي شوند). مظفر میها با یک رنگ، رنگکند (ممکن است تمام یالآمیزي میقرمز و آبی رنگ

هاي گراف او خواهد رنگ یالمی  وهر یال آن اطلاعی ندارد    اند، اما از رنگآمیزي شدههاي قرمز و آبی رنگنگهاي آن با رسی است که یالأر
تعداد    کند و ابوالفضلهاي دور به ترتیب) مشخص میسأي ررا بفهمد. براي این کار، مظفر در هر مرحله یک دور از گراف را (با گفتن شماره

 گوید. هاي قرمز آن دور را به مظفر مییال

هاي گراف تواند رنگ یالرا از ابوالفضل بپرسد، می  سیأر  1400هر یک از دورهاي  هاي قرمز در  کند پس از آن که تعداد یالالف) مظفر ادعا می
 نمره)  10بفهمد. نشان دهید ادعاي مظفر اشتباه است. ( آمیزيدر هر شکلی از رنگابوالفضل را 

 سیأر   1399هر یک از دورهاي  هاي قرمز در  ، تعداد یالسیأر   1400هاي  علاوه بر دوربازي بردارد و  ب) به مظفر نشان دهید اگر دست از لج

 نمره)  14د. (ي بفهم آمیزهاي گراف ابوالفضل را در هر شکلی از رنگتواند رنگ یالگاه میرا هم بپرسد، آن

1 - 2

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23
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نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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نمره  24.. ……………………………………………سوال سوم. رأس نباید درجه یک باشد 

و   ساده  طول    رأسی    گراف  به  همیلتونی (دور  دور  که  بگیرید  نظر  در  شرط  این  با  و  را  دارد  زیر  )  است (یعنی یک  آن  درخت فراگیر 
ي هر اضافه کنیم تا درجه   در نظر بگیرید که باید به درخت    هایی از  ي تعداد یالرا کمینه  ).  رأسی که درخت باشد   گرافی  زیر

شود.  2رأس آن حداقل 

از   هاي فراگیر  ي زیردرخت(با شرایط گفته شده) و همه  رأسی    ي  هاي گرافبه ازاي همه   ي مقدار  را برابر بیشینه  مقدار  
چند است؟ 3به ازاي   کنیم. مقدار تعریف می 

مثالی بزنید که مقدار بیشینه را  نمره)، سپس به ازاي هر    2(   بیان کنید  توضیح: براي پاسخ لازم است ابتدا مقدار مورد نظر خود را بر حسب  
از مقدار    از    درخت فراگیر  (با شرایط گفته شده) و هر زیر  رأسی    براي هر گراف    نمره) و نهایتاً نشان دهید    8داشته باشد (

نمره).  14شود. (تر نمیمورد نظر شما بیش 
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نمره  28..  ……………………………………………سوال چهارم. جبارزید و استاد سحرآمیز  

از سه کشور مختلف داریم. هدف جبارزید یافتن سه نفر از این افراد است که از سه کشور متمایز باشند. جبارزید تعداد افراد هر کشور  نفر    1400
د تعدادي تواننفر، از سه کشور مختلف هستند و از هر کشور حداقل یک نفر وجود دارد. او در هر مرحله می  1400داند که این  داند و فقط می را نمی

کند این افراد از چند کشور مختلف از این افراد را انتخاب کند و به استاد نشان دهد تا استاد در جواب، عددي بین یک تا سه بگوید که مشخص می
ترین تعداد مرحله به هدف خود برسد. خواهد با کمهستند. جبارزید می

نمره)  14تر!) انجام دهد. (مرحله (یا حتی کم 23ثر تواند این کار را در حداک الف) ثابت کنید جبارزید می

نمره)  14مرحله به هدف خود برسد. ( 12تر از در کم تواند نمیب) ثابت کنید جبارزید 

گیرید و ي بخش را مینمره 14نمره از    8این کار را انجام دهد    تواند نمیمرحله    11تر از  توضیح براي بخش ب: اگر ثابت کنید جبارزید در کم
کنید. نمره از بخش را دریافت می 6این کار را انجام دهد  تواند نمیمرحله   10تر از اگر ثابت کنید در کم

1 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 

د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

2 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

پاسخ سوال 4

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 

د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

3 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

ادامه پاسخ سوال 4

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 

د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

4 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

ادامه پاسخ سوال 4

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 

د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

5 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

ادامه پاسخ سوال 4

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 

د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

6 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

ادامه پاسخ سوال 4

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 

د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

7 - 4

سی و یکمین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1400/03/23

ادامه پاسخ سوال 4

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 
'

&

$

%

کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
است. دقیقه ۱۸۰ آزمون زمان •

دارد. منفͬ نمرە ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمرە ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

است. تصادفͬ طور به گزینە ها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمدە اند سوالͬ چند دستە های در ۱۸ تا ۹ سوالات •

خبری نشست در دارد قصد و است ناراحت کرده، خطاب اشتباهͬ نام با را او تیم بازیͺن داور که این از دایی آقای ۱
در که است کرده آماده خودش متن برای را قالبی او منظور، همین به کند. اعتراض موضوع این به بازی از بعد

کرد: خواهد ایراد مناسب الفبای حروف انتخاب با را آن نشست این

داره؟ وجود من تیم کجای نامͬ «محمدی»
هست؟ «محمدی» شبیه کجاش بوعذار» «عباس

داره! z نه داره y نه داره x نه بوعذار» «عباس «محمدی»، حروف بین از
نداره! «محمدی» اونم که داره، w دونه! یه فقط

 ͬ سخن ران متن چند او کند. جایͽزین فارسͬ الفبای حروف با را w و z ،y ،x متغیر های ͬ خواهد م دایی آقای
کند؟ ایجاد ͬ تواند م متمایز صحیح

کرد! نخواهد انتخاب تکراری حرف او که کنید توجه
۸۴۰ (۵ ۲۴۰۱ (۴ ۱۶۸ (۳ ۴۸۰ (۲ ۹۶ (۱

نوار ͷی صورت به ابتدا در جͽر هر جͽرهاست. زدن برش مسئول و شده استخدام آبولف جͽرکͬ در پارسا ۲
است. ͬ متر) سانت حسب (بر طبیعͬ عددی دیͽر ضلع طول و ͬ متر سانت ͷی آن ضلع ͷی طول که است مستطیلͬ
ͷی ضلع طرف از عمودی، صورت به را آن ها کرده، انتخاب را جͽر تعدادی ͬ تواند م پارسا برش، عمل هر در
سه اگر مثال برای بزند. برش دل خواه ارتفاعͬ از را ͬͽهم افقͬ، برش ͷی با و داده قرار سطح ͷی در ͬ متری سانت
،۱× ۲ تکە ی چهار زیر شͺل مطابق ͬ متر، سانت ۲ ارتفاع از برشͬ با باشیم، داشته ۱× ۴ و ۱× ۷ ،۱× ۵ جͽر

شد: خواهد ساخته ۱× ۵ تکە ی ͷی و ۱× ۳ تکە ی ͷی

"

بسیار آبولف مشتری های ͬ متر). سانت حسب (بر بمانند باقͬ طبیعͬ جͽرها اضلاع که باشند نحوی به باید برش ها
پنج ابتدا در پارسا کنید فرض بͽیرند. تحویل هم اندازە ای و یͷ دست جͽرهای دارند دوست و هستند حساس
عمل چند به حداقل او باشد. داشته ۱ × ۳۳۸ و ۱ × ۵۴۶ ،۱ × ۴۲۹ ،۱ × ۲۷۳ ،۱ × ۹۱ اندازە های با جͽر
همە ی باید و بریزد دور را جͽرها از بخشͬ ندارد اجازه (پارسا شوند هم اندازه جͽر تکە های تمام تا دارد نیاز برش

بدهد)؟ آشپز تحویل را آن ها

۱
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کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
۱۰ (۵ ۶ (۴ ۵ (۳ ۸ (۲ ۳ (۱

شده استفاده رنگ های مجموعە ی که کنیم رنگ آمیزی طوری رنگ ۵ از استفاده با را ۲×۸ جدول ͷی ͬ خواهیم م ۳
i هر ازای به ͬ خواهیم م هم چنین باشد. برابر دومش سطر در شده استفاده رنگ های مجموعە ی با اول سطر در
شده استفاده رنگ های مجموعە ی با نخست ستون i در شده استفاده رنگ های مجموعە ی ،(۱ 6 i < ۸ (برای

کرد؟ رنگ شرایط این با را جدول ͬ توان م روش چند به باشد. برابر دیͽر ستون ۸− i در
۱۶۳۸۴۵ (۵ ۸۰۶۵۵ (۴ ۱۶۱۳۰۵ (۳ ۶۵۵۳۵۵ (۲ ۸۱۹۲۰ (۱

تسلط»، نیازمند مثلث، «آیندە ی شعار با مسلط دکتر است؛ شده شروع مثلث کشور در انتخاباتͬ تبلیغات است مدتͬ ۴
ͬ باشند. م شهری اش تبلیغاتͬ سفر برای برنامە ریزی حال در او انتخاباتͬ ستاد و است کرده نام ثبت انتخابات در
⋆ شهر در مسلط دکتر ͬ دهد. م نشان را شهرها این میان اتصالات زیر شͺل که است شهر ۱۵ شامل مثلث کشور
مجاورش شهرهای از ͬͺی به روز هر ابتدای در کند، شروع را سفرش فردا از است قرار که او ͬ کند. م زندگͬ
کند انتخاب طوری را مسلط دکتر حرکتͬ مسیر ͬ خواهد م او انتخاباتͬ ستاد ͬ کند. م سخنرانͬ آن جا در و ͬ رود م
دارد وجود متفاوت مسیر چند باشد. ⋆ شهر در ͬ اش سخنران آخرین و کند سخنرانͬ یͷ بار فقط شهر هر در او که

کند؟ انتخاب ͬ تواند م انتخاباتͬ ستاد این که

⋆

۱۸ (۵ ۲۷ (۴ ۸۱ (۳ ۲۴ (۲ ۷۲ (۱
اختاپوس از دلیل همین به کنند. استفاده مغزشان از مدت ها، از پس که گرفتند تصمیم ͷپاتری و اسفنجͬ باب ۵
و داد دو آن به شطرنج اسب مهرە ی ͷی و جدول ͷی اختاپوس کند. معرفͬ آن ها به فکری بازی ͷی که خواستند

گفت:
هر در که دارد وجود بازی این در نیز مهره ͷی ͬ شود. م انجام رنگ سفید ۴ × ۴ جدول  ͷی روی بر من «بازی
خانە ای هر در نتیجه، در و است آغشته سیاه رنگ به مهره این زیر ͬ گیرد. م قرار جدول خانە  ی از ۱۶ ͬͺی در زمان،

ͬ شود. م سیاه خانه آن رنگ بͽیرد، قرار که
سیاه کار این از پس خانه آن بͽذار(رنگ آن در را مهرە  و کن انتخاب را جدول از خانه ͷی ابتدا اسفنجͬ! باب

۲
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کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
نوبت شخص، هر حرکت از پس و است اول نفر ͷپاتری ͬ شود. م شروع ͷپاتری و تو بین بازی سپس ͬ شود). م
بار ͷی شطرنج در اسب حرکات مطابق را مهره که دارید حق خود، نوبت در شما از کدام هر ͬ شود. م دیͽر فرد
شما حرکت از پس نیز مقصد خانە ی رنگ بدهید. حرکت سفید خانە ای به را مهره دارید حق تنها اما کنید؛ جا بە جا

ͬ بازد.» م را بازی دهد، حرکت را مهره نتواند که کس هر ͬ شود. م سیاه
ͬ تواند م حتما دهد، قرار آن ها از ͬͺی در را مهره اسفنجͬ باب بازی، ابتدای در اگر که هستند جدول از خانه چند

دهد؟ شͺست را ͷپاتری
جا بە جا عمودی یا افقͬ جهت در خانه دو ابتدا که است صورت این به شطرنج در اسب مهرە ی حرکت توضیح:

ͬ رود. م جلو دیͽر خانە ی ͷی نهایت در و ͬ پیچد م راست یا چپ به درجه ۹۰ سپس و ͬ شود م
۰ (۵ ۱۲ (۴ ۴ (۳ ۱۶ (۲ ۸ (۱

کدام هر از او دارد. تومانͬ ۵۰۰ سͺە ی ͷی و تومانͬ ۲۰۰ سͺە ی ͷی شلوارش جیب دو از ͷی هر در آقا اکبر ۶
بیایند. خط یا شیر برابر احتمال به تا ͬ کند م پرتاپ را آن ها و درآورده تصادفͬ صورت به سͺه ͷی جیب هایش از
که دارد احتمال چە قدر باشد، آمده شیر که دارد وجود ͬ ای تومان ۲۰۰ سͺە ی شده پرتاب سͺە های بین بدانیم اگر

باشند؟ آمده شیر سͺه دو هر
۱
۳ (۵ ۱

۴ (۴ ۳
۷ (۳ ۱

۲ (۲ ۲
۵ (۱

پارک آن در ۳ یا ۲ طول و ۱ عرض به ماشین هایی که بͽیرید نظر در ۷ × ۷ جدول ͷی شͺل به پارکینگ ͷی ۷
ماشین ͷی زیر، شͺل مانند باشد. شده اشغال ͬ تواند م ماشین ͷی حداکثر توسط جدول از خانه هر شدە اند.
صورت به نیز خاکستری ماشین چند و دارد قرار چهارم سطر چپ انتهای در افقͬ صورت به ۲ دقیقا طول به سفید
صورتͬ (در بروند ͬ توانند م پایین یا بالا خاکستری ماشین های و راست، فقط سفید ماشین شدە اند. پارک عمودی
که دارد وجود دل خواه) تعداد هر (به خاکستری ماشین های دادن قرار حالت چند باشد). خالͬ مقصد خانە  ی که
کنید. پیدا ۱۰ بر را جواب باقیمانده رساند؟ چهارم سطر راست انتهای به را سفید ماشین حرکت، تعدادی با بتوان
تفاوتͬ هم با هم ماشین ها عقب و جلو نیز و ندارند هم با تفاوتͬ هیچ هم طول خاکستریِ ماشین های ضمن، در

ندارد.

۳ (۵ ۸ (۴ ۶ (۳ ۴ (۲ ۲ (۱
است، رستوران ͷی صاحب که خرچنگ آقای است. رسیده دوستان و باب اسفنجͬ شهر به تازگͬ به کرونا بیماری ۸
را اجازه این او به دریا بهداشت سازمان اما کند. تعطیل را رستورانش ͬ خواهد نم و بͽذرد درآمدش از نیست حاضر

۳
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کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
۷×۷ جدول ͷی شͺل به خرچنگ آقای رستوران کند. فعالیت بیرون بر شͺل به فقط باید رستورانش و است نداده
از متمایز خانە ی ͷی در کدام هر که باب اسفنجͬ) و اختاپوس خرچنگ، (آقای ͬ کنند م کار آن در نفر سه و است
که ͬ خواهد م گردد، تعطیل رستوران و شود مریض کارکنان از ͬͺی ͬ ترسد م که خرچنگ آقای دارند. قرار جدول
دو بە دوی منهتنͬ فاصلە ی مجموع چینش ͷی ایمنͬ مقدار کنند. کار رستوران ممͺن چینش ایمن ترین در کارکنان
دارد. چینش حالات تمام بین در را ایمنͬ ممͺن مقدار بیشترین چینش، ایمن ترین است. چینش آن در کارکنان
رستوران برای مختلف ایمن ترین چینش چند ͬ پرسد م شما از است، جدید چیدمان های عاشق که باب اسفنجͬ

دارد. وجود
عرض های تفاضل مطلق قدر و طول ها تفاضل مطلق قدر مجموع با است برابر خانه، دو منهتنͬ فاصلە ی توضیح:

خانه. دو آن
۱۳۳۲ (۵ ۱۴۰۴ (۴ ۱۱۷۶ (۳ ۱۲۸۴ (۲ ۱۳۵۶ (۱

و است حقیقͬ اعداد محور روی و بعدی ͷی مین گذاری، دنیای است. شده مین گذاری دنیای وارد امین تازگͬ به
مین ۱ و ۰ نقطە ی دو در صفرم روز در او که ͬ دانیم م ͬ گیرد. م قرار محور این روی نقطه ͷی صورت به مین، هر
احتمال به است، کاشتە  زمین در قبل روز های در که ͬ ای متوال مین دو هر ازای به روز، هر در امین است. کاشته
انتهای در متوالͬ مین دو کاشت مͺان b و a اگر دقیق تر، بیانͬ به ͬ کارد. م میان شان در مینͬ بین شان، فاصلە ی
که کنید دقت ͬ کارد. م مین a+b

۲ نقطە ی در ،b − a احتمال به ام  i روز در امین ،(a < b) باشند ام  i − ۱ روز
ͬ مانند. م باقͬ و ͬ روند نم بین از است کاشته پیشین روزهای در امین که مین هایی
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

است؟ چە قدر ۱۲۸ام روز پایان تا صفرم روز از شده کاشتە  مین های تعداد ریاضͬ امید ۹
۹ (۵ ۶۴ (۴ ۱۳۰ (۳ ۶۶ (۲ ۱۲۸ (۱

شده داده عدد که کنید دقت است؟ شده کاشته مین (۰٫۱۱۰۱۰۰)۲ نقطە ی در احتمالͬ چه به روز، گذشت۷ از پس ۱۰
است. شدە  نوشتە  ۲ مبنای در

۳۲۱
۲۲۷ (۵ ۱۲۹

۲۲۰ (۴ ۱۶۱
۲۲۰ (۳ ۱

۲۱۵ (۲ ۳۸۵
۲۲۷ (۱

که شدە اند تشͺیل منتظم شش ضلعͬ عدد ۶ از و دارند خاصͬ شͺل فضایی سفینە های نمͺستان کهͺشان در
ͬ کنید. م مشاهده پایین در را آن شͺل

منتظم های شش ضلعͬ از آن زمین که است نیاز خاصͬ فرودگاه به سفینە ها، این فرود برای نمͺستان در همچنین
ͷی از جایی در بتواند سفینه ͷی که آن برای باشد. شده تشͺیل سفینە ها) ͬ های شش ضلع اندازە ی همان (با
ͬ های شش ضلع همە ی و شود منطبق فرودگاه ͬ های شش ضلع بر سفینه ͬ های شش ضلع باید بیاید، فرود فرودگاه

باشند. سالم سفینە اند، زیر در که فرودگاه
سیارە ی هوایی نیروی شدە اند. هم با جنگ وارد تازگͬ به که هستند نمͺستان در سیاره دو «شͺریه» و «نمͺیه»

۴
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کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
نیروی  هدف کند. منهدم را شͺریه سیارە ی فرودگاه ͬ های شش ضلع از ͬͺی ͬ تواند م نقطە زن ͷموش ͷی با نمͺیه

بیاید. فرود فرودگاه در نتواند سفینە ای هیچ که است این نمͺیه سیارە ی هوایی
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

دارد؟ نیاز ͷموش چند به حداقل نمͺیه هوایی نیروی باشد، شͺریه سیارە ی فرودگاه نشان دهندە ی زیر تصویر اگر ۱۱

۵ (۵ ۷ (۴ ۸ (۳ ۶ (۲ ۴ (۱
زیر شͺل مطابق بزرگ تر و جدید فرودگاه ͷی از شͺریه سیارە ی خدمت گزار نیروهای ضربتͬ، عملیات ͷی در ۱۲

دارد؟ نیاز ͷموش چند به حداقل نمͺیه هوایی نیروی قبلͬ، سؤال مشابه کردە اند. پردە برداری

۷ (۵ ۸ (۴ ۱۰ (۳ ۱۱ (۲ ۹ (۱

اجرا زیر صورت به و ͬ گیرد م ورودی عنوان به را (۱ و ۰ ارقام (از دودویی رشتە ای دارد، نام Zip که زیر الͽوریتم
ͬ شود: م

بریز. z در را ورودی و بͽیر نظر در تهͬ مجموعە ای را S .۱
برس. پایان به و برگردان را آن ،z ∈ S یا است یͷ رقمͬ z اگر .۲

۵

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 
'

&

$

%

کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
کن. اضافه S به را z .۳

در کن؛ حذف را z راست سمت رقم باشند، برابر رقم دو این اگر بͽیر؛ نظر در را z راست سمت رقم دو .۴
کن. اضافه z چپ سمت به را آن و کن حذف را z راست سمت رقم صورت، این غیر

بازگرد. ۲ مرحلە ی به .۵
ͬ کند: م تغییر صورت این به z مقدار بدهیم، الͽوریتم این به ورودی عنوان به را ۱۱۱۰ رشتە ی اگر مثال، برای

۱۱۱۰ → ۰۱۱۱ → ۰۱۱ → ۰۱ → ۱۰ → ۰۱
باشد. صفر ͬ تواند م z رشتە ی چپ سمت رقم که کنید دقت ͬ شود. م ۰۱ با برابر Zip(۱۱۱۰) مقدار نتیجه، در و

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

ͬ گرداند؟ برم را متفاوت خروجͬ چند الͽوریتم این ممͺن، رقمͬ یازده دودویی رشتە های همە ی ازای به ۱۳
۲ (۵ ۵ (۴ ۲۲ (۳ ۱۲ (۲ ۱۰ (۱

یͺسان اعضایش همە ی برای الͽوریتم خروجͬ که متمایز رقمͬ یازده دودویی رشتە های از مجموعه بزرگ ترین ۱۴
دارد؟ اندازە ای چه باشد،

۴۶۲ (۵ ۹۲۴ (۴ ۵۰۴ (۳ ۲۵۲ (۲ ۳۳۰ (۱

ͬ شود: م انجام زیر صورت به شͺستە بندی عملیات داریم. صفحه در متمایز نقطە ی n کنید فرض
ازای به که ͬ شود م کشیده شͺسته خطͬ سپس ͬ شوند. م شمارە گذاری n تا ۱ اعداد با نقاط ابتدا

ͬ کند. م متصل i+ ۱ شمارە ی نقطە ی به را i شمارە ی نقطە ی ،(۱ 6 i 6 n− ۱ (برای i هر
است: شده انجام نقطه پنج روی شͺستە بندی عملیات ͷی زیر، شͺل در مثال برای

۱
۲

۳
۴

۵
باشند. داشته متفاوتͬ شمارە گذاری های اگر تنها و اگر هستند، متمایز شͺستە بندی دو

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

شͺستە بندی عملیات ͬ توان م طریق چند به دارند. قرار دایره ͷی روی ͬͽهم که داریم صفحە  در متمایز نقطە ی ۹ ۱۵
نکند؟ قطع را خودش شده ایجاد شͺستە ی خط که طوری داد، انجام نقاط این روی را

۵۱۲ (۵ ۲۵۶ (۴ ۱۱۵۲ (۳ ۲۳۰۴ (۲ است. متفاوت پاسخ نقاط، چینش به بسته (۱

۶
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کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی
،C ،B ،A متمایز نقطە ی چهار هیچ هم چنین، نیستند. هم خط آن ها از سە تا هیچ که داریم صفحه در نقطە  ۹ ۱۶
شͺستە بندی، عملیات برای کنید فرض باشند. موازی CD و AB پارە خط های که یافت ͬ توان نم را آن ها از D و

کنیم: شمارە گذاری زیر روش به را نقاط
که شرط این با ͬ کنیم، م تعیین دل خواه (زاویە ای) جهتͬ در را بˀعدی دو مختصات محور ͷی ابتدا
هر که ͬ کنیم م شمارە گذاری طوری را نقاط سپس نباشد. برابر نقطە ای دو هیچ (x) طول مقدار

باشد. داشته بیش تری شمارە ی بیش تر،  (x) طول با نقطە ی
داد؟ انجام ͬ توان م متمایز شͺستە بندی چند روش، این با

است. متفاوت پاسخ نقاط، چینش به بسته (۵ ۱۸ (۴ ۹۰ (۳ ۳۶ (۲ ۷۲ (۱

گوشە ی دو بر که دارد وجود دریچه دو جدول، این از خانه هر در است. ۱۰ × ۱۰ جدولͬ شͺل به آبولف کاخ
شده)، نصب آن بر که گوشە ای (حول درجە ای ۹۰ چرخش با ͬ تواند م دریچه هر شدە اند. نصب خانه آن از مقابل
به که دریچە ای چرخش با زیر، شͺل در مثال برای بدهد. وضعیت تغییر برعکس، یا عمودی به افقͬ حالت از
برسیم: راست سمت وضعیت به چپ سمت وضعیت از ͬ توانیم م است، متصل جدول خانە ی چپ بالا گوشە ی

گوشە ی در نصب با (و چسبیده هم به کاملا دریچە ی دو مشترک) ضلع (دارای مجاور خانە ی دو که صورتͬ در
حالت در زیر، شͺل در مثال برای برود. دیͽری به خانە ها این از ͬͺی از ͬ تواند م فرد ͷی باشند، داشته یͺسان)

خیر: دیͽر حالت دو در اما دارد،  وجود خانه دو بین جابە جایی امͺان چپ سمت

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

زمان هر او برود. راست بالا  خانە ی به ͬ خواهد م و دارد قرار جدول چپ پایین خانە ی در آبولف زیر، شͺل در ۱۷
را آن که دهد دستور دریچه آن مأمور به و کند انتخاب را خانە ها از ͬͺی دریچە های از ͬͺی ͬ تواند م بخواهد، که
بدهد باید دستور چند حداقل آبولف باشد). آبولف فعلͬ خانە ی در شده انتخاب دریچە ی ندارد (لزومͬ بچرخاند

برسد؟ مقصد به بتواند تا

۷

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 
'

&

$

%

کشور کامپیوتر المپیاد یͺمین و  ͬ س دوم مرحلە ی

۲۰ (۵ ۱۷ (۴ ۱۸ (۳ ۱۶ (۲ ۱۹ (۱
برای (هم چنان بͽذارد دریچه نو از خانە ها برای و بردارد را دریچە ها تمام ͬ خواهد م آبولف کاخ، بازسازی در ۱۸
چند به او شود). داده قرار عمودی، یا افقͬ صورت به ͷی هر مقابل، گوشە ی دو در دریچه دو باید خانه، هر
ͬ توان (م رسید دیͽر خانە ی هر به گام تعدادی با بتوان خانه هر از که طوری دهد، انجام را کار این ͬ تواند م طریق

چرخاند)؟ هم مسیر پیمودن حین را دریچە ها
۳× ۲۳۰۰ (۵ ۲۳۰۰ (۴ ۲۲۰۰ (۳ ۲۱۰۱ (۲ ۲۲۰۱ (۱

۸
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کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله آزمون اولیه کلید 

 .(شود می پذیرفته گزینه دو هر) ۳ و ۱( ۱ سؤال

 ۴( ۲ سؤال

 ۳( ۳ سؤال

 حذف( ۴ سؤال

 ۵( ۵ سؤال

 ۳( ۶ سؤال

 ۱( ۷ سؤال

 ۲( ۸ سؤال

 ۳( ۹ سؤال

 حذف( ۱۱ سؤال

 ۲( ۱۱ سؤال

 ۴( ۱۲ سؤال

 ۲( ۱۳ سؤال

 ۵( ۱۴ سؤال

 ۳( ۱۵ سؤال

 ۱( ۱۶ سؤال

 ۳( ۱۷ سؤال

 ۱( ۱۸ سؤال
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کشور کامپیوتر المپیاد ͬ امین س دوم مرحله ی
است. دقیقه ۱۸۰ آزمون زمان •

دارد. منفͬ نمره ی ۱ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمره ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

کنید. پاسخ نامه وارد را دفترچه کد حتماً است. تصادفͬ طور به گزینه ها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمده اند سوالͬ چند دسته های در ۲۰ تا ۱۰ سوالات •

است n طول به دنباله ای a+ b از منظور باشند. نامنفͬ صحیح اعداد از و n طول به دنباله دو b و a کنید فرض ۱
ساز جایͽشت (a, b) مرتب زوج به .(۱ ⩽ i ⩽ n) است b و a در iاُم عنصرهای حاصل جمع آن i اُم عنصر که
جایͽشت ساز (a, b) مرتب های زوج تعداد باشد. n تا ۱ اعداد از جایͽشتͬ a+ b دنباله ی اگر تنها و اگر ͬ گوییم م
دنباله از عضو هر اگر است ناصعودی دنباله ͷی باشند. ناصعودی دنباله شان دو هر که بیابید را طول ۱۰ به

باشد. پیشین عضو مساوی کوچͷ تر
۵۶۳۲ (۵ ۱۱ (۴ ۱۰۲۴ (۳ ۵۱۲ (۲ ۵۸۷۸۶ (۱

دارند. کرونا ۱
۲ احتمال به میز دور افراد از کدام هر نشسته  اند. دایره ای میز ͷی سر ملوانانش از نفر ۵ و ناخدا ۲

از پس دارد احتمال قدر چه ͬ کند. م مریض را کناریش نفر دو هر باشد مریض فردی اگر ساعت ͷی هر از پس
باشند؟ شده مبتلا نشسته اند میز دور که افرادی همه ی ساعت ۲

۲۱
۳۲ (۵ ۳

۱۶ (۴ ۶۳
۶۴ (۳ ۱

۲ (۲ ۵۷
۶۴ (۱

دهد. قرار ۱ از بزرگ تر و صحیح عددی زیر گراف از رأس هر روی ͬ خواهد م پترسن ۳

طوری ͬ خواهد م پترسن باشند. اول هم به نسبت اعدادشان همسایه رأس جفت هر اگر است پایدار عدد گذاری ͷی
گراف روی که اعدادی مجموع باشد. کمینه شده گذاشته اعداد مجموع هم و باشد پایدار هم که کند عدد گذاری

است؟ چه قدر ͬ نویسد م
۳۵ (۵ ۳۴ (۴ ۳۲ (۳ ۳۰ (۲ ۳۹ (۱

شماره گذاری n تا ۱ اعداد با راست به چپ از آن ستون های و پایین به بالا از آن سطرهای که داریم n×n جدولͬ ۴
(n, n) خانه ی به (۱, ۱) خانه ی از ͬ خواهیم م ͬ دهیم. م نشان (i, j) با را j ستون و i سطر در واقع خانه ی شده اند.

هستند: زیر صورت به مجاز حرکت های برویم.
.j هزینه ی با (i+ ۱, j) به (i, j) از حرکت •

.i هزینه ی با (i, j + ۱) به (i, j) از حرکت •

هستند؟ هزینه کم ترین دارای مجاز مسیر چند
۱
۲
(۲n
n

) (۵ (۲n−۲
n−۱

) (۴ n (۳ ۲ (۲ (۲n
n

) (۱

۱۱ سوال: دفترچه ی کد
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کشور کامپیوتر المپیاد ͬ امین س دوم مرحله ی
شماره های با که است داده قرار برابر فاصله های با دایره ͷی دور سͺو سه او دارد. خوشحال کوالای ͷی شنگدباو ۵
خوشحال کوالای این دارد. قرار ۱ سͺوی روی کوالا ابتدا در شده اند. شماره گذاری ساعت گرد جهت در ۳ و ۲ ،۱
جهت در بعدی سͺوی ۱۴ به احتمال به ͬ پرد، م ساعت گرد جهت در بعدی سͺوی به ۱

۲ احتمال به دقیقه هر در
دقیقه ۱۳۹۹ از پس ͬ اندیشد م خود با شنگدباو حالا ͬ ماند. م خود جای سر ۱

۴ احتمال به و ͬ پرد م پاد ساعت گرد
ͬ نشیند. م بیشتری احتمال به سͺو کدام در کوالا

است. بیشتر ۳ سͺوی از و است برابر ۲ و ۱ سͺو های در نشستن احتمال (۱
است. بیشتر دیͽر سͺوی دو از ۱ سͺوی روی نشستن احتمال (۲

است. بیشتر ۲ سͺوی از و است برابر ۳ و ۱ سͺو های در نشستن احتمال (۳
است. بیشتر دیͽر سͺوی دو از ۳ سͺوی روی نشستن احتمال (۴
است. بیشتر دیͽر سͺوی دو از ۲ سͺوی روی نشستن احتمال (۵

این است. گرفته هدیه خانه ای ۸ آرایه ی ͷی و «آرایه ساز» دستورالعمل ͷی برنامه نویسش عموی طرف از علͬ ۶
ͬ کند: م کار زیر صورت به دستورالعمل

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

بنویس. را ۰ عدد آرایه خانه های همه ی درون .۱
بده. قرار ۰ با برابر را i مقدار .۲

بده. قرار i+ ۱ را i مقدار .۳
واحد ͷی خانه i این همه ی درون اعداد به کن. انتخاب تصادفͬ صورت به را آرایه در متوالͬ خانه ی i .۴

کن. اضافه
بازگرد. ۳ مرحله ی به است ۸ از کوچͺتر i اگر .۵

پایان. .۶
«جایͽشت» به روزها این علͬ که آن جا از ͬ سازد. م تصادفͬ به صورت را عضوی ۸ آرایه ی ͷی دستورالعمل این
علͬ بدهد. خروجͬ ۸ تا ۱ اعداد از جایͽشتͬ دستورالعمل که ͬ شود م خوشحال وقتͬ فقط است، شده علاقه مند

ͬ شود؟ م خوشحال احتمالͬ چه به
۱
۸ (۵ ۲۸

۸! (۴ ۲۷
۷! (۳ ۲۷

۸! (۲ ۱
۲ (۱

کورلئونه دون رسید. قتل به کورلئونه دون پسر مافیایی، خانواده های جزیره ی ایتالیا، سیسیل در گذشته هفته ی ۷
همه ی که آن جایی از است. کرده دعوت اضطراری جلسه ی ͷی به را مافیایی خانواده های پدرخوانده های همه ی
طراحͬ راست گوها از دروغ گوها شناسایی برای آزمون ͷی کورلئونه دون کرده اند؛ تکذیب را قتل در مشارکت آن ها
روی ͬ خواهد م فرد هر از کورلئونه دون نشستند، نفره n میز دور پدرخوانده ها تمامͬ آن که از پس است. کرده
پدر خوانده ها نوشته های دادن قرار هم کنار از راست گو. یا است دروغ گو او راست سمت نفر که بنویسد کاغذی
ͷی به حداقل اگر ͬ گوییم، م معتبر دنباله این به ͬ شود. م ساخته nتایی دنباله ی ͷی میز) دور نشستن ترتیب (به

که: طوری به داد نسبت نفر n به را بودن دروغ گو یا راست گو بتوان روش
باشد. x فرد نظر اظهار همانند او راست سمت نفر راست گویی یا دروغ گویی است، راست گو x فرد اگر •

باشد. x فرد نظر اظهار مخالف او راست سمت نفر راست گویی یا دروغ گویی است، دروغ گو x فرد اگر •

از تعدادی چه ͬ دهد. م پایان همه زندگͬ به و شده ناامید سیسیل مافیای از کورلئونه دون نباشد معتبر دنباله اگر
هستند؟ معتبر دنباله ها

۲n−۱ (۵ ۱ (۴ ۲ (۳ n (۲ ۲n (۱
۲۱ سوال: دفترچه ی کد
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کشور کامپیوتر المپیاد ͬ امین س دوم مرحله ی
جدول راست سمت نقاط در آن ها خانه های و ایستاده اند ۳× ۸ شبͺه ی ͷی چپ سمت نقاط روی هیراد و هیربد ۸

دارد. قرار

 هیربد خانه

 هیراد خانه

هیربد

هیراد

قبلا که وجود) صورت (در ͬ اش پایین یا و بالایی راستͬ، مجاور نقاط از ͬͺی به ͬ تواند م گام هر در آنها از ͷی هر
شود. وارد نکرده، عبور آن از

طوری ͬ خواهند م همین برای کرده اند؛ قهر هم با امروز متاسفانه و بروند خانه هایشان به دارند قصد نفر دو این
طریق چند به هیراد و هیربد باشند. نداشته مشترکͬ یال و نقطه هیچ حرکتشان مسیرهای که بروند خانه هایشان به

کنند؟ انتخاب را مسیرهایشان ͬ توانند م
۲۳۹ (۵ ۵۷۷ (۴ ۱۷۱ (۳ ۱۳۹۳ (۲ ۷۲۹ (۱

شده اند. ساخته ۱۰ × ۱۰ جدول ͷی شͺل به که دارد شهر ۱۰۰ است، شده مسͺونͬ اکنون که فلون جزیره ی ۹
که سالم شهرهای از ͬͺی تنها روز، هر ابتدای است. شده آلوده کرونا به جزیره راست بالا گوشه شهر ابتدا در
از ͬͺی ارنست دکتر سپس ͬ شود.  م آلوده کرونا به است، گرفته قرار آلوده شهر ͷی حداقل   ͬ مجاورت ضلع در

شود. آلوده شهر آن ندارد امͺان دیͽر و ͬ کند م قرنطینه را سالم شهرهای
تشخیص دستگاه از استفاده با ارنست دکتر ͬ گردند. نم بر سالم وضعیت به وقت هیچ آلوده شهر های ͬ دانیم م
اگر است. آلوده شهرهای تعداد کردن کمینه او هدف هستند. آلوده شهرها کدام ͬ داند م همواره دور راه از کرونا
است؟ چه قدر شیوع آغاز از روز ۱۰۰ گذشت از پس آلوده شهر های تعداد بیشینه ی کند، عمل بهینه ارنست دکتر
۱۱ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۱۶ (۲ ۶ (۱

اشͺال از ͷی هیچ اگر تنها و اگر ͬ نامیم، م قوی را است سیاه یا سفید آن خانه ی هر رنگ که n× n جدول ͷی
نشود: دیده جدول سفید خانه های در زیر

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

بیابید. ×۵  قوی ۵ جدول های تمامͬ میان را سیاه خانه های تعداد کمینه ی ۱۰
۱ (۵ ۵ (۴ ۲ (۳ ۴ (۲ ۳ (۱

بیابید. ×۷  قوی ۷ جدول های تمامͬ میان را سیاه خانه های تعداد کمینه ی ۱۱
۸ (۵ ۹ (۴ ۷ (۳ ۶ (۲ ۵ (۱

۳۱ سوال: دفترچه ی کد
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کشور کامپیوتر المپیاد ͬ امین س دوم مرحله ی

هواپیما، مسافران بخش در دارد. وجود مرموز هواپیمای ͷی ͬ کند م زندگͬ آن در شنگدباو که شهری  فرودگاه در
نداریم!  دیͽری صندلͬ هیچ و دارد وجود ۱۰ تا ۱ شماره های با صندلͬ ۱۰ تایی ردیف ͷی تنها

صندلͬ دو هر بین که دارند صندلͬ دسته ی ۱۱ و هستند دیͽر هواپیما های همه ی ͬ های صندل مانند ͬ ها صندل این
کمربند دو ردیف، انتهای دسته ی دو شامل دسته،  ۱۱ از ͷی هر روی دارند. قرار ردیف انتهای دو در هم چنین و
کمربند بستن برای نشسته، صندلͬ ͷی روی که فردی هر است. آن قلاب دیͽری و کمربند قفلͬ ͬͺی که دارد قرار

ببندد. دیͽر دسته ی قفلͬ به و بردارد را مجاورش دسته ی دو از ͬͺی قلاب باید خود
سوالات به ͬ خواهد م دانشمند ͷی به عنوان شنگدباو و شده اند صندلͬ ده این مسئله ی درگیر شهر اعضای همه ی
دارد. احتیاج شما ͷکم به معما ها این حل برای شنگدباو ͬ دانیم م ما اما کند! آرام را آن ها تا دهد جواب شهر مردم
باشد داشته وجود قلاب یا قفلͬ ͷی حداقل اگر ͬ دانیم م متمایز را کمربندها بستن حالت دو سوالات، تمامͬ در
ͬ ها صندل تمامͬ که حالتͬ به هم چنین، باشد. نشده استفاده دیͽر حالت در و شده استفاده حالات از ͬͺی در که
کمربند نتوانند ͬ مانده باق افراد از ͷی هیچ که بسته اند را خود کمربند های طوری افراد، از تعدادی و دارند سرنشین

نیست. مزاحم حالت باشند، بسته را کمربندشان افراد تمامͬ که حالتͬ ͬ گوییم. م مزاحم حالت ببندند، را خود

دهید پاسخ زیر سوال ۳ به بالا توضیحات به توجه با

بسته اند؟ را کمربندشان سرنشین ۱۰ تمامͬ حالت چند در ۱۲
۲ (۵ ۱۱ (۴ ۱۰ (۳ ۱ (۲ ۲۰ (۱

است؟ چند مزاحم حالات تمامͬ میان بسته کمربند با سرنشین ها تعداد کمینه ی ۱۳
۹ (۵ ۶ (۴ ۱۰ (۳ ۵ (۲ ۷ (۱

دارد؟ وجود مزاحم حالت چند ۱۴
۱۰۸ (۵ ۱۰ (۴ ۱۱۰ (۳ ۵۴ (۲ ۲۹۶ (۱

که در حالͬ کند پیدا را اسبش که ͬ کند م تلاش لوک ͬ گردد. م جالͬ اسبش دنبال به n ×m جدول ͷی در لوک
ͬ کند. م فرار او دست از جالͬ

پیدا را جالͬ باشد خانه ها این از ͬͺی داخل جالͬ اگر و ͬ کند م مشاهده را جدول از خانه k لوک مرحله، هر در
ͷی جالͬ که آن جایی از ͬ دهد. م انجام حرکت ͷی یا ͬ ایستد م جایش سر یا جالͬ صورت، این غیر در ͬ کند. م
حرکت عمودی یا افقͬ جهت در خانه  دو شطرنج اسب کند. حرکت شطرنج اسب مشابه ͬ تواند م فقط است، اسب

ͬ کند. م حرکت دیͽر خانه ی ͷی و ͬ پیچد م راست یا چپ به درجه ۹۰ سپس و ͬ کند م
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

کند. مرحله  پیدا متناهͬ در را جالͬ بتواند حتما لوک که طوری به بیابید را k کمینه ی ۳× ۳ جدول ͷی در ۱۵
۱ (۵ ۸ (۴ ۴ (۳ ۲ (۲ ۳ (۱

کند. مرحله  پیدا متناهͬ در را جالͬ بتواند حتما لوک که طوری به بیابید را k کمینه ی ۳× ۴ جدول ͷی در ۱۶
۸ (۵ ۲ (۴ ۶ (۳ ۳ (۲ ۴ (۱

۴۱ سوال: دفترچه ی کد
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کشور کامپیوتر المپیاد ͬ امین س دوم مرحله ی

نزدیͷ ترین فاصله ی ͬ کند . م زندگͬ آن در خانواده ͷی که است نقطه ͷی صورت به خانه هر ͬ آباد، یاخچ شهر در
نقاط واصل پاره خط طول با است برابر خانه دو فاصله ی ͬ نامند. م خانه آن ͬͽهمسای شعاع را خانه هر به خانه

متناظرشان.
صمیمͬ خانواده دو ͬ داند. م خود همسایه ی باشند، ͬ اش ͽهمسای شعاع در که را خانواده هایی تمامͬ خانواده هر
آن صمیمیت محله ͷی در صمیمͬ خانواده های جفت تعداد بداند. خود همسایه ی را دیͽری ͷی هر اگر هستند

ͬ شود. م محسوب محله
کند. تاسیس خانه ۹۱ با جدید محله ی ͷی دارد قصد ͬ آباد یاخچ شهردار

دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

محله این صمیمیت ͬ خواهد م آید، حساب به تهدید او قدرت برای ͬ تواند م افراد زیاد صمیمیت ͬ داند م که شهردار ۱۷
است؟ چه قدر مقدار این باشد. داشته را ممͺن مقدار کم ترین

۹۰ (۵ ۲ (۴ ۴۵ (۳ ۱ (۲ ۰ (۱
این صمیمیت که بدهد پیشنهاد نقشه ای ͬ خواهد م خویش، سیاسͬ برنامه ی و راهبرد راستای در شهردار معاون ۱۸

است؟ درست زیر گزاره های از تعداد چه باشد، x مقدار این اگر باشد. داشته را ممͺن مقدار بیشترین محله
x ⩾ ۸۰ •

x ⩾ ۱۶۰ •

x ⩾ ۲۴۰ •

x ⩾ ۳۲۰ •

۳ (۵ ۲ (۴ ۴ (۳ ۰ (۲ ۱ (۱

در قطرک ͷی مثال، برای ͬ گوییم. م قطرک جدول، این واحد مربع ͷی از قطر ͷی به داریم. ۵ × ۵ جدول ͷی
است: شده داده نشان زیر شͺل

باشد،  رسم شده قطرک چهار مرز نقطه ͷی اگر ͬ شوند. م نامیده قطرک آن مرزهای قطرک، هر انتهایی نقطه ی دو
ͬ شوند). نم اشباع هیچ گاه جدول محیطͬ (نقاط ͬ شود م نامیده اشباع

قطع را هم دیͽر قطرک ها است (ممͺن شود رسم قطرک تعدادی است قرار دسته این سوال های از ͷی هر در
کنند).

۵۱ سوال: دفترچه ی کد
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کشور کامپیوتر المپیاد ͬ امین س دوم مرحله ی
دهید پاسخ زیر سوال ۲ به بالا توضیحات به توجه با

نباشد؟ اشباع نقطه ای هیچ که طوری کرد، رسم جدول در ͬ توان م قطرک چند حداکثر ۱۹
۳۴ (۵ ۴۲ (۴ ۴۶ (۳ ۴۰ (۲ ۳۰ (۱

فرد هر ͬ کند. م آغاز را بازی سلطان کنند. بازی ͬ خواهند م و دارند خالͬ ۵ × ۵ جدول ͷی ایلیچ و سلطان ۲۰
اشباع نقطه ی حرکتش از پس که کسͬ نخستین ͬ کند. م رسم نشده) کشیده به حال تا (که قطرک ͷی نوبتش در

است. داده پیشنهاد ایلیچ به کردن بازی برای الͽوریتم سه ایلیچ) (دوست فان دی پلنر ͬ بازد. م بیاید، وجود به
آن، از پس بلافاصله کند. رسم قطرک ͷی A مانند خانه  ای در نوبتش در سلطان کنید فرض (آ): الͽوریتم •

کن. رسم را A خانه ی دیͽر قطرک
جدول» وسط نقطه ی از گذرنده عمودی «خط به نسبت را آن کشید، سلطان که قطرکͬ هر (ب): الͽوریتم •

کن. رسم را متناظر قطرک و کرده قرینه
وسط خانه ی در ͬ مانده باق قطرک کرد، رسم جدول وسط خانه ی در قطرکͬ سلطان اگر (پ): الͽوریتم •

و کرده قرینه جدول» وسط «نقطه ی به نسبت را سلطان قطرک صورت این غیر در کن؛ رسم را جدول
کن. رسم را متناظر قطرک

ͬ شوند؟ م ایلیچ برد باعث سلطان) بازی نحوه ی از (مستقل الͽوریتم ها کدام
هیچ کدام (۵ ب (۴ ب و آ (۳ مورد سه هر (۲ پ و ب (۱

۶۱ سوال: دفترچه ی کد
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 ( ۲۰ضدعفونی زمین )نمره 

زمین اتاقی که  زاریچ که زندگی خود را وقف شکست ویروس کرونا کرده است، یک ربات برای ضدعفونی کردن زمین اتاق ساخته است.
جدول قرار دارد. در چپ -ی پایینی گوشهشود. ربات در ابتدا روی خانهمیدیده شکل ربات در آن قرار دارد از باÓ به صورت جدولی مربع

حرکت صورت زیر همواره بهربات ابتدا رو به باÓی جدول قرار دارد و  ها مسدود است.های جدول وسایل قرار دارد و آن خانهبرخی خانه
 کند:می

 کند.ی مقابل ربات مسدود نبود، ربات یک خانه به جلو حرکت میاگر ربات مقابل دیوار قرار نداشت و خانه 
  چرخد.گرد میدرجه در جهت ساعت ۹۰در غیر این صورت، ربات 

قطر اصلی های ی خانهکند. هدف زاریچ آن است که همهای از جدول که برود، آن را ضدعفونی میاین ربات در حین حرکت، روی هر خانه
چپ جدول -ی باÓجدول است که از خانه هایای از خانهحداقل یک بار توسط ربات پیموده و ضدعفونی شوند. قطر اصلی مجموعه جدول

 یابد.راست جدول ادامه می-ی پایینشود و تا خانهشروع می
ی هایی از جدول مسدود باشند. اگر در یک جدول، ربات )با شروع از خانهیابی به هدف زاریچ به این بستگی دارد که چه خانهدستامکان 
 آن کند، ضدعفونی بار یک حداقل را اصلی قطر هایخانه یهمه( شده طبق قواعد گفتهی رو به باÓ، و حرکت چپ و جهت اولیه-پایین
 ی شروع ربات در یک جدول مطلوب مسدود نیست.های قطر اصلی و یا خانه. بالطبع، هیچ یک از خانهنامیممی مطلوب را جدول

۵مثÔ در شکل زیر، یک نمونه از جدول  × های مسدود های قطر اصلی با دایره، خانهدر این جدول، خانهبینیم که مطلوب نیست. را می ۵
 از خانه ۲تنها طور که مشخص است، در این جدول ربات اند. همانشده با رنگ خاکستری مشخص شدههای ضدعفونیبا رنگ سیاه، و خانه

 کند.ی قطر اصلی را ضدعفونی میخانه ۵
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سی امین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1399/04/23

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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۵الف( یک نمونه جدول مطلوب  ×  نمره( ۵بکشید. ) ۵
 

۱۳۹۹ب( آیا جدول مطلوب  ×  ۱۵داریم؟ در صورت وجود، آن را توصیف کنید، و در غیر این صورت، ثابت کنید که وجود ندارد. ) ۱۳۹۹
 نمره(
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نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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د شدنخواهصحیح ت دهش هداصورت، پاسخ د نت تعیین شده برای این سوال خودداری کنید در غیر ایاز نوشتن جواب سواÓت دیگر در قسم   

 

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................  

3 - 1

سی امین دوره المپیاد كامپيوتر روز دوم - 1399/04/23

پاسخ سوال 1

نام : 

نام خانوادگی : 

د ملی :  ک
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 نمره( ۲۰گذاری اجتماعی )فاصله 
 است.درگیر یک بازی با ویروس کرونا شده  اریچ که زندگی خود را وقف شکست ویروس کرونا کرده است، اکنونز

های این جدول در طول بازی قرار است افرادی روی خانهشود که در ابتدا خالی است. انجام می ستون ݊ و سطر ݊بازی روی یک جدول با 
 کسی آن ضلعی مجاور هایخانه از یک دانیم اگر در هیچمی ایمنی جدول را گذاری اجتماعی، یک خانهقرار بگیرند. با توجه به بحث فاصله

 به) باشند خالی آن هایخانه یهمه که کندمی انتخاب را جدول از پراکنده قطر یک کرونا ویروس بازی، از مرحله هر در. باشد نگرفته قرار
ی ستون نباشند(. سپس زاریچ یک خانهسطر یا همای از آن همشود اگر هیچ دو خانهگفته می قطر پراکندهجدول  یخانه ݊ از ایمجموعه

ی دهد. اگر ویروس کرونا در نوبتش نتواند یک قطر پراکندهکند و یک نفر را روی آن خانه قرار میایمن از این قطر پراکنده را انتخاب می
ای ایمن پیدا ی پیشنهادی ویروس خانههای قطر پراکندهیچ در نوبت خود نتواند از بین خانهچنین اگر زاربازد. همکامÔ خالی پیدا کند می

 ی بازی خواهد بود؟هایی برنده ݊ بازد. اگر هر دو به بهترین نحو بازی کنند، زاریچ به ازای چهکند، می
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 ( ۲۰ضدعفونی درخت )نمره 

ها نیز ست، عقیده دارد که برای شکست واقعی این ویروس Óزم است درختزاریچ که زندگی خود را وقف شکست ویروس کرونا کرده ا
 ضدعفونی شوند )حتی اگر مفاهیمی ریاضی باشند(.

هر یال برابر تفاضل آلودگی باشند. میزان  گذاری شدهشماره ݊ و … ،۲، ۱های آن با اعداد رأسی در نظر بگیرید که رأس ݊یک درخت 
است. میزان  ۲کند دارای آلودگی را به یکدیگر وصل می ۵و  ۳های های دو سرش است. مثÔ یالی که دو رأس با شمارههای رأسشماره

 هایش است.یک درخت برابر مجموع آلودگی یالآلودگی 
های )با رأسرأسی  ݊ی آلودگی برای یک درخت بداند بیشینهخواهد سازی هر نوع درختی آماده کند. لذا میزاریچ باید خود را برای پاک

 قدر است. این مقدار بیشینه را بیابید.چه (݊ تا  ۱گذاری شده از شماره
ی آلودگی را توصیف کنید، سپس اثبات با بیشینهرأسی  ݊به دست آورید و یک درخت  ݊دقت کنید که ابتدا باید این مقدار را به ازای هر 

 .با آلودگی بیشتر از آن وجود نداردرأسی  ݊کنید که درختی 
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 نمره( ۲۰بندی گراف )بخش 

. او رأسی ساخته است ۳۰ی یک گراف سادهآلوده  شهرهایی از روی نقشهزاریچ که زندگی خود را وقف شکست ویروس کرونا کرده است، 
های درون هر بخش هیچ یالی وجود نداشته باشد )هر گراف را به تعدادی بخش افراز کند، طوری که بین رأساین های خواهد رأسمی

بخش با شرایط باÓ  ۱۰های گراف را به تواند رأسهای فراوان فهمیده است که میاو پس از بررسی مستقل باشد(. یبخش یک مجموعه
 بخش وجود ندارد. ۹مکان انجام این کار برای اما ا تقسیم کند،

 

 نمره( ۱۰رأس دارد. ) ۸الف( ثابت کنید گراف زاریچ دوری با حداکثر 
 کنید.(بخش الف را نیز دریافت می ینمره؛ با حل این بخش، نمره ۱۰رأس دارد. ) ۵ ب( ثابت کنید گراف زاریچ دوری با حداکثر
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ادامه پاسخ سوال 4
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نام خانوادگی : 
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✬

✫

✩

✪

کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
است. دقیقه ١٨٠ آزمون زمان •

دارد. منفͬ نمره ی ١ سوال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمره ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

کنید. پاسخ نامه وارد را دفترچه کد حتماً است. تصادفͬ طور به گزینه ها ترتیب •

است. شده ارایه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمده اند سوالͬ چند دسته های در ٢٠ تا ١۴ سوالات •

ͷی حتͬ ͬ مانده باق خانه های در نتوان تا کنیم مسدود باید را آن خانه ی چند حداقل داریم. ۴ × ١٢ جدول ͷی ١
داد؟ قرار آن) قرینه های و دوران ها (یا زیر شͺل به کاشͬ

١۶ (۵ ١٨ (۴ ١٢ (٣ ٢۴ (٢ ۶ (١
نشسته اند: دایره ͷی دور ٩ تا ١ های شماره با نفر ٩ ٢

١٢

٣

۴
۵ ۶

٧

٨

٩

،١ شماره فرد دوستان مثال برای گوییم. او دوستان دارند، او از را فاصله بیش ترین که نفری دو نفر، هر ازای به
دست در را توپ که فردی مرحله، هر در است. ١ شماره نفر اختیار در توپی ابتدا در هستند. ۶ و ۵ شماره افراد
توپ ͬ توان م طریق چند به گͬیرد. م را آن نظر مورد دوست و کͬند م پرتاب دوستانش از ͬͺی سمت به را آن دارد،
برسد، ۴ شماره نفر به ͬ تواند م توپ نیز ١۴ مرحله ی از قبل تا رساند؟ ۴ شماره فرد به مرحله ١۴ دقیقاً از پس را

باشد. ۴ شماره نفر اختیار در توپ ١۴اُم مرحله ی از پس که است این مهم اما
١٠١۵ (۵ ١٣۶۵ (۴ ١٠٠١ (٣ ٢٢٣ (٢ ١۴ (١

انجام را زیر کار سه از ͬͺی ͬ توانیم م مرحله، هر در داریم. سبد ͷی در یͺسان پرتقال پنج و یͺسان سیب پنج ٣
دهیم:

بخوریم. و برداریم سبد از سیب ͷی •

بخوریم. و برداریم سبد از پرتقال ͷی •

بخوریم. و برداریم سبد از پرتقال ͷی و سیب ͷی •

و سیب تعداد لحظه ای هیچ در کار، انتهای و ابتدا جز به که طوری بخوریم، را میوه ها کل ͬ توانیم م طریق چند به
نباشد؟ برابر سبد پرتقال های

٨۴ (۵ ۴٧٢ (۴ ١۶٨ (٣ ١٨٠ (٢ ٩٠ (١
١ سوال: دفترچه ی کد ١
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✬

✫

✩

✪

کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
گوییم. شبͺه ای نقاط صفحه، صحیح مختصات با نقاط به است. شده کاشته مختصات صفحه ی مبدأ در بوته ͷی ۴
راست، جهت های در واحد طول به شاخه سه نگرفته، صورت آن از رشدی که بوته شبͺه ای نقطه ی هر از ثانیه هر در
رشد جدیدی شاخه ی باشد، موجود قبل از شاخه ای جهت آن در که صورتͬ در کͬنند. م رشد به شروع چپ و بالا
هم اگر ͬ شͺند. م تصادفͬ طور به آن ها از ͬͺی برسند، نقطه ͷی به رشد حال در شاخه ی دو اگر هم چنین ͬ کند. نم
ͷی از پس مثال برای ͬ شͺند. م داشته، وجود شاخه ای نقطه آن در قبلا́ که برسد نقطه ای به رشد حال در شاخه ی

ͬ آید: م در زیر شͺل به بوته ثانیه

A

B

C

که این به توجه با ͬ کنند. م رشد به شروع شاخه ها ،(C و B ،A) جدید شبͺه ای نقاط از کدام هر از دوم ثانیه ی در
هم چنین کرد. نخواهند رشد شاخه دو این است، موجود قبل از C راست سمت شاخه ی و A چپ سمت شاخه ی
(همین بشͺند تصادف به باید آن ها از ͬͺی پس ͬ رسند، م نقطه ͷی به B راست سمت شاخه ی و A بالای شاخه ی
در دوم ثانیه ی از پس بوته حالات از ͬͺی مثال برای است). صادق B چپ شاخه ی و C بالای شاخه ی برای امر

است: مشاهده قابل زیر شͺل

باشد؟ داشته ͬ تواند م مختلف حالت چند بوته شͺل ثانیه، ۴ از پس
(١٢

۶
) (۵ ٣۶ (۴ ۴٠٩۶ (٣ ١٢٨ (٢ ٣٢٧۶٨ (١

کنند. بازی ͬ خواهند م و نشسته اند صندلͬ سه با ردیف ͷی در چپ به راست از ترتیب به سینا و بهنود شایان، ۵
انجام زیر صورت به بازی مرحله ی هر بنشینند. دیͽر ترتیبی به و شده بلند ͬ ها صندل از بار سه افراد این است قرار

ͬ شود: م
ترتیب برای را ⟨a, c, b⟩ یا ⟨b, a, c⟩ حالت دو از ͬͺی b فرد باشد، ⟨a, b, c⟩ افراد کنونͬ ترتیب اگر

ͬ کند. م انتخاب بعدی نشستن
دشمن های دارد. نیز دشمن ͷی فرد هر باشد. وسط صندلͬ روی سوم مرحله ی از پس که است کسͬ بازی برنده ی
در و ببرد خودش اول اولویت در ͬ خواهد م فرد هر هستند. شایان و سینا بهنود، ترتیب به سینا و بهنود شایان،

هستند؟ درست زیر گزاره های یا گزاره کدام نبرد. دشمنش دوم اولویت
شد. خواهد برنده شایان کنند، بازی اهدافشان به رسیدن برای ممͺن شͺل بهترین به نفر سه هر اگر آ)
شد. خواهد برنده بهنود کنند، بازی اهدافشان به رسیدن برای ممͺن شͺل بهترین به نفر سه هر اگر ب)
شد. خواهد برنده سینا کنند، بازی اهدافشان به رسیدن برای ممͺن شͺل بهترین به نفر سه هر اگر پ)

نشود. برنده سینا که کند بازی طوری ͬ تواند م دیͽران بازی نحوه ی از مستقل بهنود ت)
ت و آ (۵ ب (۴ آ (٣ ت و پ (٢ ت و ب (١

١ سوال: دفترچه ی کد ٢
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✬

✫

✩

✪

کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
ویروسͬ شدن، زامبی عامل که دریافته اند دانشمندان شده اند. زامبی ͬͽهم و هستند دایره ͷی دور نفر ١٣٩٨ ۶
این از ͬͺی زامبی هر ͬ کشد. م بیرون زامبی بدن از را زابون که کرده اند اختراع دستگاهͬ و است زابون نام به
بیرون دستگاه از استفاده با خود بدن از را زابون زامبی هر همزمان، طور به مرحله هر در دارد. اختیار در دستگاه ها
مرحله، انجام از پس کͬند. م منتقل او به را ویروس و کرده انتخاب را خود مجاور نفر دو از ͬͺی سپس کͬشد، م
مراحل تعداد کمینه ی ͬ شوند. م سالم بقیه و زامبی کند، دریافت زابون خود مجاور دو هر یا ͷی از که فردی هر

باشد. افراد میان در زامبی دو فقط که برسیم وضعیتͬ به تا بیابید را
١٣٩٧ (۵ ۶٩٨ (۴ ۶٩٩ (٣ ١٣٩٨ (٢ ندارد امͺان وضعیتͬ چنین به رسیدن (١

(ماشین گرفته اند قرار هم سر پشت ۵ تا ١ شماره های با ترتیب به ماشین پنج ͬ کنند. م بازی هم با ایلیچ و سلطان ٧
i ∈ {٢, ٣, ۴, ۵} هر ازای به که ͬ کند م ارائه ۵ تا ٢ اعداد از دنباله ای ایلیچ ابتدا است). ماشین جلوترین ١ شماره
به ͬ دهد؛ م قرار ١ عدد ͷی دنباله، از دل خواه جایی در سلطان سپس است. آمده دنباله در بار i− ١ دقیقاً i عدد
،(١ ! j ! ١١) jاُم مرحله ی در نهایتاً ͬ آید. م دست به ⟨a١, a٢, . . . , a١١⟩ مانند عدد ١١ از دنباله ای ترتیب این
انجام مرحله آن در سبقتͬ بود، ماشین جلوترین aj (اگر ͬ گیرد م سبقت خودش جلوی ماشین از aj ماشین
ͬ خواهد م ایلیچ و ممͺن مͺان جلوترین در ١ شماره ماشین مراحل، انجام از پس ͬ خواهد م سلطان ͬ شود). نم
کجای در ١ شماره ماشین کنند، بازی بهینه شͺل به نفر دو اگر باشد. ممͺن مͺان عقب ترین در ١ شماره ماشین

بود؟ خواهد صف
جلو از ماشین چهارمین (۵ ماشین جلوترین (۴ ماشین عقب ترین (٣ جلو از ماشین دومین (٢ جلو از ماشین سومین (١

بͽیرید): نظر در دوطرفه رابطه ای را (آشنایی است زیر شͺل به آن ها آشنایی گراف که داریم شایعه ساز هشت ٨

دهد: انجام را زیر کار سه از ͬͺی ͬ تواند م روز هر شایعه ساز هر
کند. استراحت •

کند. استراحت باید را بعد روز کاری، فشار دلیل به او صورت این در بسازد! جدید شایعه ی ͷی •

گرفته آشنایانش طریق از چه و باشد ساخته خودش (چه داشته روز آن از قبل تا که را شایعه هایی تمام •

بͽوید. آشنایانش تمام به باشد)،
ͬ تواند م هم استراحت حال در شایعه ساز حتͬ و بالاست حالت سه از مستقل آشنایان، شایعه های کردن دریافت
چند حداکثر روز ١۶ از پس بدانند. را آن نفر هشت تمام اگر گوییم، فراگیر شایعه ͷی به کند. دریافت شایعه

داشت؟ خواهد وجود متمایز فراگیر شایعه ی
١٢٠ (۵ ١۴ (۴ ۵۶ (٣ ١١٢ (٢ ۶٠ (١

١ سوال: دفترچه ی کد ٣
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کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
جلوی نفر چهار که است سمند ١

٢ احتمال به ͬ آید م که خودرو هر ایستاده اند. آدم زیادی تعداد تاکسͬ صف ͷی در ٩
٩٩اُم نفرات ایلیچ و سلطان ͬ کند. م سوار را صف جلوی نفر ١٠ که است ون ١

٢ احتمال به و ͬ کند م سوار را صف
گرفت؟ خواهند قرار خودرو ͷی در افراد این احتمالͬ چه به هستند. صف ١٠٠اُم و

٢٩٩
−١

٢٩٩ (۵ ١ (۴ ١
٢ (٣ ٢٠۴٧

٢٠۴٨ (٢ ١٠٢٣
١٠٢۴ (١

بͽیرید: نظر در را زیر الͽوریتم ١٠
بده. قرار ١ و ٠ ،٠ ترتیب به را i و s ،ans مقادیر .١

بده. قرار تهͬ را X مجموعه ی .٢
بده. قرار i+ ١ را i مقدار .٣

برو. ٣ مرحله ی به صورت این غیر در بده؛ قرار ans+ s را ans مقدار بود، ١٠ برابر i اگر .۴
بده. قرار i− ١ را i مقدار .۵

برو. ١٠ مرحله ی به بود، صفر برابر i اگر .۶
برو. ٩ مرحله ی به نبود i ∈ X اگر .٧

برو. ۵ مرحله ی به سپس بده. قرار s− i را s مقدار و کن حذف X از را i عدد .٨

برو. ٣ مرحله ی به سپس بده. قرار s+ i را s مقدار و کن اضافه X به را i عدد .٩
پایان. .١٠

بود؟ خواهد چه ans مقدار الͽوریتم اجرای پایان از پس
ͬ یابد نم پایان گاه هیچ الͽوریتم (۵ ٢٨١۶٠ (۴ ٢٣٠۴٠ (٣ ۴۵ (٢ ١١۵٢٠ (١

ضلع) (در مجاور خانه ی ͷی به ͬ تواند م حرکت هر در او دارد. قرار ١ خانه ی در رباتͬ و داریم زیر شͺل به جدولͬ ١١
برود.

١ ٢ ٣

۴ ۵ ۶

٧ ٨ ٩

ربات سپس نیستند. یͺسان آن متوالͬ رقم دو هیچ که ͬ دهد م ربات به ٩ تا ٢ ارقام با رقمͬ شش عدد ͷی شایان
کوتاه ترین چند (اگر ͬ رود م رقم آن متناظر خانه ی به ممͺن مسیر کوتاه ترین با و ͬ بیند م را عدد چپ سمت رقم
چپ از ترتیب به نیز عدد دیͽر ارقام تمام ازای به سپس ͬ کند). م انتخاب دل خواه به را ͬͺی داشت، وجود مسیر
برابر راست به چپ از ترتیب به دیده ربات که خانه هایی دنباله ی بدانیم اگر ͬ دهد. م انجام را کار همین راست به

١, ٢, ۵, ۶, ٣, ۶, ٩, ٨, ۵, ٨, ٧
دارد؟ وجود شایان عدد برای حالت چند باشد،

١٢ (۵ ١۶ (۴ ١٨ (٣ ٢٠ (٢ ١۴ (١

١ سوال: دفترچه ی کد ۴
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کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
وجه های روی که داریم وجهͬ ١٣٩٨ تاس ͷی دارند. حضور جمع ͷی در ١٣٩٨ تا ١ شماره های با نفر ١٣٩٨ ١٢
و ͬ اندازیم م را تاس بار ͷی ابتدا ͬ آیند. م برابر احتمال به اعداد پرتاب، هر در و شده اند ͷح ١٣٩٨ تا ١ اعداد آن
ͬ اندازیم م را تاس مرحله هر سپس دهیم. تشͺیل جمع از نفره k تیم ͷی ͬ گیریم م تصمیم آمد، k مانند عددی هر
این غیر در و ͬ کنیم م اضافه تیم به را a بود، نشده انتخاب تیم در a شماره نفر اگر بیاید؛ a عدد کنید فرض و
افراد شماره ی مجموع ریاضͬ امید شود. k تیم نفرات تعداد تا ͬ اندازیم م را تاس قدر آن ͬ کنیم. نم کاری صورت

بیابید. را تیم
١٣٩٧×١٣٩٨

۴ (۵ ١٣٩٩٢
۴ (۴ ١٣٩٩×١٣٩٨

۴ (٣ ١٣٩٨٢
۴ (٢ ١٣٩٩×١٣٩٨

٢ (١
ازای به بچه ها از کدام هر است. خریده آن ها برای هدیه شش آن ها پدر هستند. برادر سه آبولف و ایلیچ سلطان، ١٣

است: آمده زیر جدول در مقادیر این ͬ شوند. م خوشحال هدیه آن گرفتن با میزانͬ چه به گفتند هدیه هر

آبولف
ایلیچ

سلطان

۶
٢

١٠
١ هدیه ی

١٠
١١
١٣

٢ هدیه ی

۶
۴
٨

٣ هدیه ی

۴
۵
۶

۴ هدیه ی

٨
۶
٣

۵ هدیه ی

۴
٣
۴

۶ هدیه ی

برسد. هدیه دو دقیقاً کس هر به ندارد لزومͬ کند. تقسیم فرزندش سه بین را هدیه شش این ͬ خواهد م پدر
اگر کرد، خواهد حسادت B فرد به A فرد گوییم باشد. تهͬ فرد ͷی هدایای مجموعه ی است ممͺن هم چنین
B به A که را (A,B) مرتب های زوج تعداد شود. بیش تر A خوشحالͬ مجموع هدیه هایشان، کردن عوض با

بیابید. را پدر بدبختͬ میزان کمینه ی ͬ گوییم. م پدر بدبختͬ میزان کند، حسادت
۴ (۵ ١ (۴ ٢ (٣ ٣ (٢ ٠ (١

در یال را آن ها اضلاع و رأس را جدول واحد مربع های گوشه های نقاط داریم. m × n جدول ͷی کنید فرض
و رأس ٢٠ با گرافͬ n = ۴ و m = ٣ ازای به مثال برای ͬ آید. م دست به گراف ͷی ترتیب این به بͽیرید؛ نظر

ͬ آید: م دست به زیر شͺل به یال ٣١

ͷی T و جدولͬ گراف ͷی G کنید فرض گوییم. m × n جدول ͷی از حاصل جدولͬ گراف گراف، این به
استحͺام هستند، خانه آن ضلع که را T از یال هایی تعداد جدول، از خانه هر ازای به باشد. آن از فراگیر زیردرخت

ͬ نامیم. م خانه آن
دهید پاسخ زیر سوال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

ممͺن فراگیر زیردرخت های تمام میان در را خانه ها استحͺام مجموع کمینه ی ،n = ١٠ و m = ١٠ ازای به ١۴
بیابید.

٢۴٠ (۵ ١٣٩ (۴ ١٢٠ (٣ ١٩٩ (٢ ٢٠١ (١
١ سوال: دفترچه ی کد ۵
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کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
،n = ١٠ و m = ١٠ ازای به ͬ گیریم. م نظر در دو) توان به (استحͺام آن استحͺام مجذور را خانه هر دوام ١۵

بیابید. ممͺن فراگیر زیردرخت های تمام میان در را خانه ها دوام مجموع کمینه ی
۴٠۵ (۵ ٢٩٢ (۴ ٣٠١ (٣ ۴٠١ (٢ ٩٠١ (١

زد! خود نام به و دزدید سلطان صندوق چه ی از را زیر گراف پترسن نام به فردی پیش سال ها

را گراف رأس های ابتدا در او کند! بازی آن با اندکͬ ͬ خواهد م و است شده تنگ گراف این برای دلش سلطان
در که ͬ دهد م قرار رنگͬ با برابر را رأس هر رنگ همزمان طور به مرحله هر سپس کͬند. م رنگ آبی و قرمز با

است. شده تکرار بیش تر همسایه هایش
دهید پاسخ زیر سوال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

قرمز رأس ͷی حداقل هم واره که طوری کند، آبی را بقیه و قرمز را رأس سه ͬ تواند م طریق چند به ابتدا در سلطان ١۶
بͽیرید. نظر در متمایز را گراف رأس های بماند؟ باقͬ گراف در

١٢ (۵ ٢٠ (۴ ٣٠ (٣ ١٢٠ (٢ ۵ (١
کم دست هم واره کند، آبی را بقیه و قرمز را رأس k که روشͬ هر به ابتدا در سلطان که طوری بیابید، را k کمینه ی ١٧

بماند. باقͬ گراف در قرمز رأس ͷی
۶ (۵ ٧ (۴ ۴ (٣ ٣ (٢ ۵ (١

یͷ طرفه او، استراتژی کند. ͷکم شهر ͷترافی شدن روان به ͬ خواهد م و شده خوشوآباد شهردار تازگͬ به سلطان
زیاد خیلͬ هم از شهر مختلف قسمت های فاصله ی کار، این با ندارد دوست او طرفͬ از خیابان هاست. کردن
آن، یال های و تقاطع ها گراف، (رأس های ͬ شود م داده محله ͷی تقاطع های و خیابان ها گراف سوال، هر در شود.
هر در گرفت. خواهد صورت پرسشͬ آن خیابان های کردن یͷ طرفه مورد در شما از و هستند) محله خیابان های

بͽیرید. نظر در متمایز را گراف (تقاطع های) رأس های سوال، سه
دهید پاسخ زیر سوال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

دارد: زیر شͺل به گرافͬ شهر این در رامتینک ͷکوچ محله ی ١٨

١ سوال: دفترچه ی کد ۶
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کشور کامپیوتر المپیاد نهمین و بیست دوم مرحله ی
تقاطع ها، از (X, Y مرتب( زوج هر ازای به که طوری کند، یͷ طرفه را محله این خیابان های تمام ͬ خواهد م سلطان

است؟ ممͺن کار این طریق چند به برسیم. Y به X از خیابان چهار حداکثر کردن طͬ با بتوانیم
٠ (۵ ۶ (۴ ۴ (٣ ٨ (٢ ٢ (١

دارد: زیر شͺل به گرافͬ خان میرزامحمد قدیمͬ محله ی ١٩

تقاطع ها، از (X, Y مرتب( زوج هر ازای به که طوری کند، یͷ طرفه را محله این خیابان های تمام ͬ خواهد م سلطان
است؟ ممͺن کار این طریق چند به برسیم. Y به X از خیابان سه حداکثر کردن طͬ با بتوانیم

٠ (۵ ١٢ (۴ ٢۴ (٣ ۴ (٢ ٣٢ (١
دارد: زیر شͺل به گرافͬ پارساییان زیبای محله ی ٢٠

مشخص خیابان چهار زیرا کند، یͷ طرفه را خیابان ها تمام ͬ خواهد نم سلطان قبل، سوال دو خلاف بر سوال این در
ͬ تواند م طریق چند به سلطان نیست. آن ها شدن یͷ طرفه به نیازی و هستند عریض کافͬ اندازه ی به خط چین با شده
کردن طͬ با بتوانیم تقاطع ها، از (X, Y ) مرتب زوج هر ازای به که طوری کند، یͷ طرفه را دیͽر خیابان ١٢ تمام

برسیم؟ Y به X از خیابان پنج حداکثر
٩۶ (۵ ١٢ (۴ ٢ (٣ ۴ (٢ ٠ (١

١ سوال: دفترچه ی کد ٧
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 امتیاز ۲۰  ...........................................  زابونیان در دریای مدیترانه
ی خوارها گیر افتادند. رئیس قبیلهی آدمدر حال عبور از دریای مدیترانه بودند که در جزیرهزابونیان ی نفره ۱۳۹۸کاروان 

نفر دیگر، نام  ۱۳۹۷از بین »نفر گفت:  ۱۳۹۸ به هر یک از اونفر طراحی کرد.  ۱۳۹۸ی این محاکمهروش عجیبی برای  خوارهاآدم
 «را روی یک کاغذ بنویسید و به من تحویل دهید. متمایز دو نفر

نامش  گوییم، اگر نامش دقیقاً یک بار روی کاغذها نوشته شده باشد. به فردی از کاروان که زیرسربهبه یک نفر از کاروان، 
را  رسواگوییم، اگر نام حداقل یک فرد  رسواگرگوییم. به یک نفر از کاروان  رسوابیش از یک بار روی کاغذها نوشته شده باشد، 

 روی کاغذش نوشته باشد.
نفر  ی شام قبیله خواهد کشت و بقیه را آزاد خواهد کرد. حداکثر چندرا برای تهیه رسواگرو  زیرسربهتمام افراد  رئیس قبلیه،

 از کاروان زابونیان جان سالم به در خواهند برد؟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

در صورت لزوم از این قسمت 
به عنوان چرک نویس استفاده 

کنید مطالب این قسمت 
تحت هیچ شرایطی تصحیح 

نخواهد شد
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 امتیاز ۲۰  ...................................................  السلطانیرد
𝑛) قطاع تشکیل شده است 𝑛مرکز و ی همشکلی است که از سه دایره السلطانیرد ≥ . برای مثال شکل زیر، یک (۳

𝑛السلطان به ازای یرد =  است: ۶

 

مرزی ی گوییم، اگر بیش از یک نقطه مجاورالسلطان را یرخانه دارد. دو خانه از یک د ۳𝑛السلطان یربه این ترتیب، یک د
 :مجاور نیست 4ی مجاور است، ولی با خانه ۳و  2های با خانه ۱ی مشترک داشته باشند. برای مثال در شکل زیر، خانه

 

𝑛السلطان به ازای یردر حال بازی بر روی یک د ایلیچو آبولف  = هستند. در هر مرحله آبولف یک قطاع را انتخاب  ۱۳۹۸
های رنگ نشده از قطاع را انتخاب ی رنگ نشده داشته باشد؛ سپس ایلیچ یکی از خانهکند، طوری که آن قطاع حداقل یک خانهمی
خاب شده را قرمز ی انتی انتخاب شده را آبی و در مراحل فرد، خانهشود. در مراحل زوج، خانهکند و آن خانه رنگ زده میمی
 یابد.ها رنگ زده شد، بازی خاتمه میآن که تمام خانهپس از  کنیم.می

رنگ، ایلیچ باید یک واحد به آبولف پول بدهد. اگر هر دو نفر به روش بهینه بازی کنند، ی مجاور ناهمدر انتها به ازای هر دو خانه
 ایلیچ چه مقدار پول خواهد داد؟
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 امتیاز ۲۰  ..................................................  چرخشیزبان 
 های مختلف زبان بخوانید:. ابتدا توضیحات زیر را در مورد بخشجدید سر و کار دارید نویسیبرنامه در این سوال با یک زبان

 گر:حافظه و اشاره

اند و هر کدام کند که به شکل زیر، دور یک دایره قرار گرفتهاستفاده می ۳تا  ۱های حافظه با شماره یاین زبان تنها از سه خانه
گر )که در شکل با فلش مشخص یک اشاره گوییم.ها متغیر نیز میبه این خانه توانند یک عدد صحیح را ذخیره کنند.ها میاز آن

. در هر است ۱شماره  متغیرکند و در هنگام شروع برنامه، روی اشاره می متغیرهم وجود دارد که در هر لحظه به یکی از سه شده( 
برنامه دارای تعدادی دستور است که پس از گوییم. میدرگیر کند، متغیر گر به آن اشاره میلحظه از برنامه، به متغیری که اشاره

 متغیر بعدی اشاره کند.کند تا به گرد حرکت میگر یک واحد در جهت ساعت، اشارهاجرای هر یک

 
 ها:زیربرنامه

باشند. به  ௞ܥتا  ۱ܥهای یک برنامه به ترتیب شود. فرض کنید زیربرنامههر برنامه در این زبان از تعدادی زیربرنامه تشکیل می
۱ازای هر  ≤ ݅ ≤ ݇ − گیریم. در نظر می ۱ܥ را نیز ௞ܥی بعدی برنامهزیرگیریم. در نظر می ௜+۱ܥرا  ௜ܥی بعدی برنامهزیر ۱

2چنین به ازای هر هم ≤ ݅ ≤ در نظر  ௞ܥرا نیز  ۱ܥی قبلی برنامهزیرگیریم. در نظر می  ௜−۱ܥرا  ௜ܥی قبلی برنامهزیر ݇
 گیریم. می

، دستور هر زیربرنامه تعدادی خط دارد که در هر خط یک دستور نوشته شده است. به ازای هر دستور، منظور از دستور بعدی
، دستور بعدی را دستور واقع در خط یکم زیربرنامه در نظر نیز به ازای دستور آخر زیربرنامه. واقع در خط بعد زیربرنامه است

 گیریم.می
 شود.آغاز می ۱ܥی اجرای برنامه از خط اول زیربرنامه

 

 دستورها:

 دستورهای مجاز به صورت زیر هستند:

دهیم. به هنگام اجرای این دستور، به عدد متغیر درگیر یک واحد اضافه کرده نشان می INC یکلمه: این دستور را با افزایش •
 رویم.و به دستور بعدی در زیربرنامه می

دهیم. به هنگام اجرای این دستور، از عدد متغیر درگیر یک واحد کم کرده و به نشان می DEC یکلمه: این دستور را با کاهش •
 رویم.ربرنامه میدستور بعدی در زی

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



 

 
 

 

به دستور بعدی در دهیم. به هنگام اجرای این دستور، کار خاصی انجام نشده و نشان می JMP یکلمه این دستور را با: پرش •
 رویم.زیربرنامه می

، اجرای دهیم. به هنگام اجرای این دستور، اگر مقدار متغیر درگیر برابر صفر باشدنشان می EXT یکلمه: این دستور را با خروج •
 رویم.ر زیربرنامه میکار خاصی انجام نشده و به دستور بعدی د ،یابد؛ در غیر این صورتبرنامه خاتمه می

دهیم. به هنگام اجرای این دستور، اگر مقدار متغیر درگیر برابر صفر نشان می NXT یکلمه: این دستور را با حرکت به جلو •
 رویم.کار خاصی انجام نشده و به دستور بعدی در زیربرنامه می ،رویم؛ در غیر این صورتمیبعدی  یزیربرنامه خط اولباشد، به 

دهیم. به هنگام اجرای این دستور، اگر مقدار متغیر درگیر برابر صفر نشان می PRV یکلمه: این دستور را با حرکت به عقب •
 رویم.ار خاصی انجام نشده و به دستور بعدی در زیربرنامه میک ،رویم؛ در غیر این صورتقبلی می یزیربرنامه خط اولباشد، به 

 
 کند.حرکت می گرددر جهت ساعتگر یک واحد باÓ، اشارههر یک از دستورات کنیم پس از اجرای یادآوری می

 

 :2ܥ زیر دارد: صورتبه  که دو زیربرنامه خواهیم یک برنامه برای شما مثال بزنیمحال می
EXT 

DEC 
 

 

 :۱ܥ
DEC 

JMP 

INC 

NXT 

 

 متغیرها به شکل زیر باشد:فرض کنید در ابتدا مقادیر 

 

 ی آن آمده است:تا خاتمهبه صورت مرحله به مرحله در حین روند اجرای برنامه  گرو موقعیت اشاره مقدار متغیرهادر شکل زیر، 
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 خواهد بود. 2و  ۰، ۱ ترتیبپس در انتهای برنامه مقدار متغیرها به 
 

های خود را زیربرنامههای زیر، با زبان گفته شده یک برنامه متشکل از تعدادی زیربرنامه بنویسید. حال شما برای هر یک از قسمت
ا به صورت منظم و به ترتیب بنویسید. برای درستی و ... مشخص کنید و در هر زیربرنامه، دستورات ر 2ܥ، ۱ܥهای با گذاشتن نام

 گیرند که هر دوی برنامه و اثبات را به درستی نوشته باشند.ی کامل میی خود اثباتی مختصر نیز بنویسید. تنها کسانی نمرهبرنامه
 

و صفر باشد،  ܤ، ܣابتدا به ترتیب در  ۳و  2، ۱اگر مقدار متغیرهای  ،ܤو  ܣای بنویسید که به ازای هر دو عدد طبیعی آ( برنامه
ܣبرابر  ۳مقدار متغیر  ،پس از اجرای برنامه +  امتیاز( ۵. )در انتها چه باشد( 2و  ۱)مهم نیست مقادیر متغیرهای  شود ܤ

 و صفر باشد،  ܤ، ܣدر ابتدا به ترتیب  ۳و  2، ۱اگر مقدار متغیرهای  ،ܤو  ܣای بنویسید که به ازای هر دو عدد طبیعی ب( برنامه
,ܣ)max برابر ۳مقدار متغیر  ،پس از اجرای برنامه  امتیاز( ۵. )در انتها چه باشد( 2و  ۱)مهم نیست مقادیر متغیرهای  شود (ܤ

و صفر باشد،  ܤ، ܣدر ابتدا به ترتیب  ۳و  2، ۱اگر مقدار متغیرهای  ،ܤو  ܣای بنویسید که به ازای هر دو عدد طبیعی پ( برنامه
 ۵) در انتها چه باشد(. 2و  ۱)مهم نیست مقادیر متغیرهای  شود ܤو  ܣبرابر ب.م.م دو عدد  ۳مقدار متغیر  ،پس از اجرای برنامه

 امتیاز(
س و صفر باشد، پصفر ، ܰدر ابتدا به ترتیب  ۳و  2، ۱اگر مقدار متغیرهای  ،ܰای بنویسید که به ازای هر عدد طبیعی ت( برنامه

ܰبرابر  2مقدار متغیر  ،از اجرای برنامه  امتیاز( ۵) در انتها چه باشد(. ۳و  ۱)مهم نیست مقادیر متغیرهای  شود ܰ×
 

آغاز 
اجرای 
 برنامه

پایان 
اجرای 
 برنامه
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 امتیاز ۲۰  ............................................  آبولف یزدهآفت یباغچه
گوییم، اگر هیچ  سلطانیی جدول خانه ۱۳۹۸ای از است. به مجموعه ۱۳۹۸در  ۱۳۹۸به صورت یک جدول  آبولفی باغچه

,݅)م را با اُ݆ و ستون ماُ݅ی واقع در سطر خانهستون نباشند. سطر یا همها همدو تا از آن  دهیم.نشان می (݆

,݅)های در تمام خانه ،در ابتدا ݆که  (݆ < کردن یک خانه به معنی تغییر وضعیت آفت داشتن  دگرگوناست، آفتی قرار دارد.  ݅
کردن آفت نخواهد داشت و بالعکس. آبولف  دگرگونای آفت داشته باشد، پس از یا نداشتن آن است؛ به عبارت دیگر اگر خانه

ای سلطانی از جدول انتخاب کند و تواند مجموعهها مبارزه کند. او دستگاهی خریده است که در هر مرحله میخواهد با آفتمی
بولف در هایی که آی تعداد آفتمرحله استفاده از دستگاه، کمینه یخواهدل تعدادکند. پس از  دگرگونهای آن را تمام خانه

 اش خواهد داشت چیست؟باغچه
 

 
 

در صورت لزوم از این قسمت به 
عنوان چرک نویس استفاده کنید 
مطالب این قسمت تحت هیچ 
 شرایطی تصحیح نخواهد شد
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استفاده از ماشين حساب ممنوع است

نام و نام خانوادگی : 
شماره پرونده: 

کد ملی: 

نام پدر: 

نام مدرسه: 

استان: 

منطقه: 

پایه تحصیلی: 

1حوزه: 
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کشور کامپیوتر المپیاد هشتمین و بیست دوم مرحله ی
است. دقیقه ٢٠٠ آزمون زمان •

دارد. منفͬ نمره ی ١ سؤال هر به نادرست پاسخ و مثبت نمره ی ۴ سوال هر به درست پاسخ •

کنید. پاسخ نامه وارد را دفترچه کد حتمن است. تصادفͬ طور به گزینه ها ترتیب •

است. شده ارائه توضیحͬ دسته هر از قبل و آمده اند سؤالͬ چند دسته های در ٢٠ تا ١٢ سوالات •

سه تایی ١٠٠٠ این بͽیرید. نظر در را {١, ٢, . . . , ١٠} اعداد مجموعه ی از (a, b, c) مرتب سه تایی ١٠٣ تمام ١
را بقیه و ͬ داریم م نگه را اعداد) (یا عدد بزرگ ترین مرتب سه تایی هر از دارند. عدد ٣٠٠٠ مجموع در مرتب
حذف ١ عدد (١, ٢, ٢) مرتب سه تایی از و ٢ و ١ اعداد (١, ٢, ٣) مرتب سه تایی از مثال برای ͬ کنیم. م حذف

است؟ چقدر ͬ مانده باق اعداد مجموع ͬ شوند. م
٨٣٢۵ (۵ ٨٧٧۵ (۴ ١٠٢۵ (٣ ٧٧٧٨ (٢ ٩٠٧۵ (١

ضلع (دارای مجاور خانه ی دو هر اعداد که طوری بنویسیم، زیر شͺل خانه های در را ٨ تا ١ اعداد ͬ خواهیم م ٢
است؟ ممͺن کار این طریق چند به باشند. اول هم به نسبت مشترک)

١۴۴ (۵ ۴٣٢ (۴ ۵٧۶ (٣ ٢٨٨ (٢ ٢١۶ (١
نشود؟ تشͺیل جهت دار دور که طوری کرد، جهت دهͬ را زیر گراف یال های ͬ توان م طریق چند به ٣

٢٧٢٢ (۵ ٢٣٩٨ (۴ ١۶۶٠ (٣ ۵٠٨ (٢ ۵٧۶ (١
ͬ گوییم. م پراکنده قطر نباشند، هم ستون یا هم سطر آن ها از تا دو هیچ که خانه هشت به ٨ × ٨ جدول ͷی در ۴
دقیقن آن پراکنده ی قطر هر که طوری کرد پر ١ و ٠ اعداد با را ٨ × ٨ جدول ͷی خانه های ͬ توان م طریق به چند

باشد؟ داشته ١ عدد چهار
٨! (۵ ١۴٠ (۴ ٧٠ (٣ ٠ (٢ ۴٩٠٠ (١

١ سؤال: دفترچه ی کد ١ ١٣٩٧/٢/۴
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کشور کامپیوتر المپیاد هشتمین و بیست دوم مرحله ی
مسئول سلطان ایستاده اند. صف در ٨ تا ١ شماره های با ترتیب به فرودگاه ͷی بدنͬ بازرسͬ در مسافر هشت ۵
سالن وارد در از ͬ دهد م اجازه او به سپس ͬ کند، م بدنͬ بازرسͬ را صف جلوی فرد بار هر او است. بدنͬ بازرسͬ
بازرسͬ حین در بنابراین کند. بدنͬ بازرسͬ را نفر ͷی فقط ͬ تواند م لحظه هر در و تنهاست سلطان شود. فرودگاه
شوند. سالن وارد بازرسͬ بدون و ترتیب به صف افراد از باشد) هم صفر ͬ تواند م (که تعدادی است ممͺن نفر، هر

افراد است ممͺن حین این در است. ١ شماره فرد بازرسͬ حال در سلطان کنید فرض مثال برای
از او و شود تمام ١ شماره فرد بازرسͬ کنید فرض سپس شوند. سالن وارد در از ترتیب به ٣ و ٢
پیدا ادامه روند و ͬ رود م ۴ شماره فرد بازرسͬ سراغ به کار این از پس سلطان کند. عبور سالن در

ͬ کند. م
شوند؟ سالن وارد در از ͬ توانند م مختلف ترتیب چند به افراد

٨! (۵ ٢۵۶ (۴ ٧! (٣ ١۴۴ (٢ ١٢٨ (١
آبی و قرمز با را گراف این یال های ͬ توان م طریق چند به داریم. v۵ تا v١ رأس های با رأسͬ پنج کامل گراف ͷی ۶
یال های از متشͺ͓ل رأسͬ پنج زیرگراف هم و آبی یال های از متشͺ͓ل رأسͬ پنج زیرگراف هم که طوری کرد، رنگ

باشد؟ همبند قرمز
۵٩٢ (۵ ٢٩۶ (۴ ٢١٢ (٣ ٨۶۴ (٢ ۴٣٢ (١

با که باشد نداشته وجود t رشته ی اگر گوییم، تجزیه ناپذیر رشته این به باشد. ١ و ٠ ارقام از رشته ای S کنید فرض ٧
رقمͬ ١٢ تجزیه ناپذیر رشته های تعداد آید. دست به S رشته ی هم، کنار آن از بار) ͷی از (بیش تعدادی گذاشتن

بیابید. را
۴٠٣٢ (۵ ۴٠٢٠ (۴ ۴٠١٢ (٣ ۴٠٩۶ (٢ ۴٠٠٢ (١

ترتیب به i هر ازای به سپس ͬ نویسد. م را ١ عدد ابتدا در او بسازد. ١٠ تا ١ اعداد از جایͽشتͬ ͬ خواهد م سلطان ٨
ͬ کند: م اضافه جایͽشت به زیر شͺل به را i عدد ١٠ تا ٢ از

ابتدای در ١
٢١ احتمال به را i عدد سلطان باشد. ⟨π١, π٢, . . . , πi−١⟩ کنونͬ جایͽشت کنید فرض

πi−٢ بین ١
٢i−١ احتمال به …و ،π٣ و π٢ بین ١

٢٣ احتمال به ،π٢ و π١ بین ١
٢٢ احتمال به جایͽشت،

از (بعد کنونͬ جایͽشت انتهای در را i عدد ١
٢i−١ احتمال به سلطان هم چنین ͬ نویسد. م πi−١ و

ͬ نویسد. م (πi−١

باشد. آمده کوچͷ تر عدد از قبل بزرگ  تر عدد اگر گوییم، وارون متوالͬ) لزومن (نه عدد دو به نهایی جایͽشت در
بیابید. را وارون زوج های تعداد ریاضͬ امید

(٩
٢
)

− ١
٢٩ (۵ (٩

٢
)

+ ١ − ١
٢٩ (۴ (١٠

٢ )
٢ (٣ ٩ (٢ (١٠

٢ )
٢ + ١

٢١٠ (١
در اما هستند، هم به شبیه ظاهری نظر از انگشترها است. شده چیده آن دور انگشتر ١١ که دارد دایره ای نقͬ ٩
از متوالͬ انگشتر پنج ͬ تواند م مرحله هر در که دارد دستگاهͬ نقͬ دارد. وجود اصل انگشتر دو دقیقن آن ها میان
ترتیب ندارد حق نقͬ بفهمد. را انگشتر پنج این میان در اصل انگشترهای تعداد و بدهد نشان دستگاه به را دایره
چند کم دست به نقͬ کند. پیدا را اصل انگشتر ͷی کم دست ͬ خواهد م او کند. عوض را دایره دور انگشترهای

کند؟ پیدا اصل انگشتر ͷی بتواند مطمئن طور به تا دارد نیاز دستگاه از استفاده بار
۶ (۵ ٨ (۴ ۵ (٣ ١١ (٢ ١٠ (١

١ سؤال: دفترچه ی کد ٢ ١٣٩٧/٢/۴
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کشور کامپیوتر المپیاد هشتمین و بیست دوم مرحله ی
شͺل در را بعد به سوم سطر دایره های اعداد است. خود بالایی  عدد دو ضرب برابر عدد هر زیر، شͺل در ١٠

دارد؟ خود راست سمت در صفر رقم چند دایره پایین ترین عدد ننوشته ایم.

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩
٧٢۵۶۴٢٣٠٢٠١٢۶٢

٧٨ (۵ ۴۶ (۴ ٣۵ (٣ ٧٠ (٢ ٢۴٠ (١
وجود متمایزی و هم رنگ عدد سه هیچ ͬ دانیم م است. کرده رنگ آبی و قرمز با را n تا ١ طبیعͬ اعداد سلطان ١١

چیست؟ n برای ممͺن بیشینه ی باشد. دیͽر عدد دو جمع برابر بزرگ تر عدد که ندارد
٨ (۵ ١٠ (۴ ١١ (٣ ٩ (٢ ٧ (١

گوییم، هماهنگ را جدول از خانه دو است. شده نوشته متمایز دوبه دو اعدادی ٨ × ٨ جدول ͷی خانه های در
دو همین در بیشینه و کمینه اعداد ͬ دهند، م تشͺیل را آن مقابل گوشه ی دو خانه، دو این که زیرجدولͬ در اگر

باشد. خانه
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

چیست؟ هماهنگ خانه های زوج تعداد ممͺن بیشینه ی ١٢
۵۶٠ (۵ ٧٨۴ (۴ ١٢٣٢ (٣ ٣٣۶ (٢ ۴۴٨ (١

چیست؟ هماهنگ خانه های زوج تعداد ممͺن کمینه ی ١٣
١١٢ (۵ ٢٢۴ (۴ ١٧۶ (٣ ۵۶ (٢ ۴۴٨ (١

این به گراف روی سلطان پیچ عمل شده اند. رنگ آبی و قرمز با آن رأس های که بͽیرید نظر در ساده گراف ͷی
که را S از خارج رأس هر رنگ سپس ͬ کنیم، م انتخاب را S مانند رأس ها از مجموعه ͷی که ͬ شود م انجام شͺل

ͬ کنیم. م عوض دارد، یال S از رأس فردی تعداد به

١ سؤال: دفترچه ی کد ٣ ١٣٩٧/٢/۴
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کشور کامپیوتر المپیاد هشتمین و بیست دوم مرحله ی
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

سلطان پیچ عمل تعدادی با ͬ توان م گراف ها کدام در هستند. قرمز زیر گراف های رأس های تمام ابتدا در کنید فرض ١۴
کرد؟ آبی را رأس ها تمام

(پ) گراف (ب) گراف (آ) گراف

گراف سه هر (۵ (پ) و (ب) گراف های (۴ (آ) گراف (٣ کدام هیچ (٢ (پ) و (آ) گراف های (١

از ترتیب به کدام هر در دارند. ممͺن اولیه ی رنگ آمیزی ٢٧ و ٢٧ ،٢۶ چپ به راست از ترتیب به زیر گراف های ١۵
کرد؟ آبی را رأس ها تمام سلطان پیچ عمل تعدادی با ͬ توان م اولیه رنگ آمیزی چند ازای به چپ، به راست

١٢٨ ،١٢٨ ،۶۴ (۵ ۶۴ ،١٢٨ ،۶۴ (۴ ١٢٨ ،۶۴ ،٣٢ (٣ ١٢٨ ،۶۴ ،۶۴ (٢ ٩۶ ،١٢٨ ،٣٢ (١

داریم: زیر شͺل به نامتناهͬ نواری
… …

جهت دو از ͬͺی قورباغه ͷی پرش، عمل ͷی در دارند. قرار نوار این از متوالͬ خانه ی ١٠ در قورباغه ١٠ ابتدا در
کنید توجه ͬ پرد. م خالͬ خانه ی نخستین به شده، انتخاب جهت در حرکت با و ͬ کند م انتخاب را راست)  یا (چپ

ͬ پرند. نم هم زمان قورباغه ها و ͬ شود م انجام قورباغه ͷی توسط پرش عمل ͷی
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

باشد؟ خالͬ خانه ی ͷی کم دست قورباغه دو هر بین تا شود انجام باید قورباغه ها توسط پرش عمل چند حداقل ١۶
١٧ (۵ نیست ممͺن حالتͬ چنین به رسیدن (۴ ١٨ (٣ ۵ (٢ ٩ (١

در قورباغه ها که برسیم وضعیتͬ به انتها در ͬ خواهیم م باشند. داشته را ١٠ تا ١ شماره های قورباغه ها کنید فرض ١٧
باشد. صعودی راست به چپ از شماره های شان ترتیب امˁا دارند، قرار ابتدا در که بͽیرند قرار خانه ای ١٠ همین

دهیم؟ انجام را کارمان بتوانیم اولیه ترتیب هر ازای به تا داریم لازم پرش عمل چند حداقل

١ سؤال: دفترچه ی کد ۴ ١٣٩٧/٢/۴
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کشور کامپیوتر المپیاد هشتمین و بیست دوم مرحله ی
٢٠ (۵ ١٩ (۴ ١١ (٣ ١٠ (٢ ١۵ (١

با ͬ توانند م مملͬ دو دارد. کروموزوم دو مملͬ هر ͬ کند. م زندگͬ مملͬ نام به باکتری  نوعͬ سلطان سرزمین در
حداکثر زوج هر بنابراین ͬ برد، م ارث به را کروموزوم ͷی خود والد هر از فرزند، کنند. مثل تولید و ازدواج هم

باشند. داشته ͬ توانند م متفاوت فرزند چهار
زیر موارد به ͬͺپزش تحقیقات دیده اند. آسیب کروموزوم ها از برخͬ که شده شایع سلطان سرزمین در بیماری ای

است: رسیده
دارد. ایدز آسیب دیده، کروموزم دو با مملͬ ͷی •

ندارد. ایدز باشد، نداشته آسیب دیده کروموزم که مملͬ ͷی •

یا ͬ دانیم م ولͬ نیست، مشخص دارند آسیب دیده کروموزم ͷی دقیقن که ͬ هایی ممل مورد در وضعیت •

ندارند. ایدز کدام هیچ یا و ͬ گوییم) م فراگیر بیماری ایدز به صورت این در (که دارند ایدز آن ها همه ی
ستون هر و اول مملͬ از کروموزوم ͷی به مربوط آن سطر هر که ͬ باشد م ٢×٢ جدولͬ مملͬ، دو موروثͬ جدول
فرزندی نداشتن یا داشتن ایدز وضعیت جدول، از خانه هر در است. دوم مملͬ از کروموزوم ͷی به مربوط آن
دو که کنید بررسͬ ͬ توانید م راحتͬ به ͬ شود. م نوشته ͬ شود، م ساخته ستونش و سطر متناظر کروموزم های از که
نداشتن معنͬ به × علامت و ایدز داشتن معنͬ به ✓ (علامت هستند ممͺن غیر و نامعتبر زیر، موروثͬ جدول

است): ایدز

✓

✓×

× ×

×✓

✓

دارد. وجود ممͺن موروثͬ جدول ٢۴ − ٢ = ١۴ کل در بنابراین
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

فرزندها این از تا k دقیقن گفته اند ما به آورده اند. وجود به مختلف فرزند چهار و کرده ازدواج هم با مملͬ دو ١٨
تا ٠ از k مقدار چند ازای به نداریم. خیر یا دارند ایدز والدین که این مانند دیͽری اطلاعاتͬ هیچ ما دارند. ایدز

خیر؟ یا است فراگیر بیماری ͷی ایدز شویم متوجه ͬ توانیم م ۴
۵ (۵ ٢ (۴ ٠ (٣ ٣ (٢ ١ (١

است. B به مربوط ستون ها و A به مربوط سطرها که باشند T موروثͬ جدول با مملͬ دو B و A کنید فرض ١٩
ایدز وضعیت بتوانیم جدول از استفاده با اگر ͬ دانیم. نم را B و A نداشتن یا داشتن ایدز وضعیت کنید فرض
نداشتن یا داشتن ایدز وضعیت فقط بتوانیم اگر ͬ گیریم؛ م امتیاز دو بفهمیم، را B و A دوی هر نداشتن یا داشتن
١۴ تمام ͬ گیریم. نم امتیازی بفهمیم، نتوانیم را کدام هیچ هم اگر و ͬ گیریم م امتیاز ͷی بفهمیم، را آن ها از ͬͺی

بͽیریم؟ ͬ توانیم م امتیاز چند حالات، این مجموع در بͽیرید. نظر در را T حالت
٨ (۵ ١۶ (۴ ٢٠ (٣ ٠ (٢ ٢٨ (١

دو اگر (حتͬ ͬ دهد م تحویل را آن ها موروثͬ جدول و ͬ گیرد م ورودی از مملͬ دو که ساخته دستگاهͬ سلطان ٢٠
فرزند چهار با مملͬ دو B و A کنید فرض ͬ سازد). م را جدول آن ها ازدواج فرض با باشند، نکرده ازدواج مملͬ
تحویل جدول ͷی و ͬ دهیم م دستگاه به را آن ها B و A از فرزند دو هر ازای به باشند. T موروثͬ جدول و مختلف
١ سؤال: دفترچه ی کد ۵ ١٣٩٧/٢/۴
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کشور کامپیوتر المپیاد هشتمین و بیست دوم مرحله ی
از استفاده با ،T از حالت چند ازای به است. فرزند کدام به مربوط T از خانه هر ͬ دانیم م کنید فرض ͬ گیریم. م

دهیم؟ تشخیص را ایدز نبودن یا بودن فراگیر ͬ توانیم م T خود هم چنین و دستگاه موروثͬ جدول (۴
٢
)

١۴ (۵ ٨ (۴ ١٠ (٣ ٠ (٢ ٢ (١

١ سؤال: دفترچه ی کد ۶ ١٣٩٧/٢/۴
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استفاده از ماشين حساب ممنوع است

نام و نام خانوادگی : 
شماره پرونده: 

کد ملی: 

نام پدر: 

نام مدرسه: 

استان: 

منطقه: 

پایه تحصیلی: 

حوزه: 
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امتیاز ۰۲........................................ .................................................................................................................ی معینهدیه
 شخود را مصطفی تولد کادوی گرفته تصمیم معین است. کرده دعوت را معین تولدش، جشن برای مصطفی -1

 و رأس( عنوان )به توپ تعدادی با رأسی ۸۱1۲ یساده گراف یک معین گراف، به مصطفی یعÔقه دلیل به بسازد.
 است. ساخته یال( عنوان )به میله
 در هارأس تمام یدرجه که دارد دوست را ایساده هایگراف فقط مصطفی آیدمی یادش معین تولد، از قبل روز
 فرد هارأس تمام یدرجه که کند کاری گراف به  )یال( میله تعدادی کردن اضافه با خواهدمی معین است. فرد آن

 بماند. باقی ساده صورت به گراف ناچنهم و شود
 گراف برای ممکن هاییال تعداد حداقل دارد! وجود کار این برای روش یک تنها شد متوجه گرافش بررسی با او

 بیابید. را ها(یال کردن اضافه برای اقدام از )قبل معین
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امتیاز ۰۲ ...............................................................................................................ص...............حری معین
 بین ازیب یک باشد، داشته جذابی تولد جشن که این برای مصطفی قبل(، یمسئله )در تولد مشکل حل از پس -۸

یک درون را آن و کرده خریداری شکÔت عدد 1۱۳ مصطفی تولد، شروع از پیش کند.می برگزار معین و امیر خود،
1۱ مکعب × 1۱ × ,ݔ) با را ݖ ارتفاع و ݕ ستون ،ݔ سطر در واقع شکÔت شکÔت(. یک دقیقا خانه هر )در است چیده 1۱ ,ݕ  و خورده را  (1,1,1) شکÔت امیر کار، آغاز در که است صورت این به بازی دهیم.می نشان (ݖ
 کنند.می بازی نوبت به امیر و معین مصطفی، سپس شود.می شروع بازی

,ݔ) اگر یعنی بخورد؛ را شده خورده شکÔت آخرین چپی سمت یا راست سمت شکÔت تواندمی خود نوبت در مصطفی ,ݕ ݔ) تواندمی باشد، شده خورده شکÔت آخرین (ݖ + 1, ,ݕ ݔ) یا (ݖ − 1, ,ݕ  بخورد. را  (ݖ
,ݔ) اگر یعنی بخورد؛ را شده خورده شکÔت آخرین عقبی یا جلو شکÔت تواندمی معین ,ݕ  شکÔت آخرین  (ݖ

,ݔ) تواندمی باشد، شده خورده ݕ + 1, ,ݔ) یا (ݖ ݕ − 1,  بخورد. را  (ݖ
,ݔ) اگر یعنی بخورد؛ را شده خورده شکÔت آخرین پایینی یا باÓ شکÔت تواندمی امیر ,ݕ  تشکÔ آخرین  (ݖ

,ݔ) تواندمی باشد، شده خورده ,ݕ ݖ + ,ݔ) یا (1 ,ݕ ݖ − بخورد. را  (1
شود.می تمام بازی و بازدمی بخورد، شکÔتی خود نوبت در نتواند کسی اگر

 کنندیم سعی دو این و کندمی تبانی معین با ببازد، امیر شرایطی هر تحت دارد دوست که این برای مصطفی (الف
باشد؟ ازندهب کند بازی هرطور امیر که کنند بازی طوری توانندمی نفر دو این آیا ببازد. امیر که کنند بازی نحوی به

 ندتوانمی معین و امیر آیا کند. کاریهم او با که کندمی راضی را معین شود،می خبردار موضوع این از که امیر ب(
 باشد؟ بازنده کند بازی هرطور مصطفی که کنند بازی طوری

نويس چرك عنوان قسمت به اين از لزوم صورت در
قسمت اين كنيد مطالب استفاده

شرايطي تصحيح نخواهد شد هيچ تحت
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امتیاز ۰۲ .......................................................................................................مصطفی جوی و جست در
 از ،دبده شکست را او تا است کرده طئهتو امیر با او، صمیمی دوست معین، شد متوجه کهاین از بعد مصطفی -۳

 بیابان به او دنبال به و شوندمی مطلع موضوع این از مصطفی دوستان از نفر ݊ گذارد.می بیابان به سر ناراحتی
 برگردانند. و کنند پیدا را او تا روندمی

 تحرک آن صحیح مختصات در توانندمی افراد که نامتناهی( طرف چهار هر از )زمین است مسطح زمین یک بیابان
 او سیک تنها خورد.نمی تکان جایش از بسیار، ناراحتی علتبه و شده پنهان نقاط این از یکی روی مصطفی کنند.

 باشد. نقطه همان روی دقیقا که بیندمی را
 است(.ر یا چپ پایین، )باÓ، کنندمی انتخاب را جهتی هرکدام و شده مستقر ابانبی از دلخواه نقاطی در نفر ݊ این
 حرکت واحد )یک داردمی بر قدم یک ثانیه هر و کندمی حرکت کرده انتخاب که جهتی در هرکدام شروع، از پس
 رود(.می بعدی صحیح ینقطه به و کندمی
 تغییر خود راست سمت به را خود جهت هردو کنند، برخورد هم به صحیح ینقطه یک در ،روروبه از نفر دو اگر
 اگر کنید دقت دهند.می ادامه را خود حرکت جدید، جهت در و ساعت( هایعقربه جهت در درجه ۰۱) دهندمی
 ییرتغ و کرده عبور هم کنار از شوند، روبهرو هم با صحیح ینقطه دو بین یا برسند هم به دیگری جهت از نفر دو

 دهند.ینم جهت
 ماحت که کنند، انتخاب مناسبی هایجهت و گیرند قرار بیابان در طوری توانندمی همواره مصطفی دوستان آیا 

کنند؟ پیدا را مصطفی
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امتیاز ۰۲ ..............................................................................................................................پدر.... به احترام
 حضور اب مردانه تولد جشن یک گرفتند تصمیم او یخانواده نشد، برگزار خوبی به مصطفی تولد که این از پس -4

 به و کردند شرکت جشن در خاندان( بزرگ جمله )از خاندان مردان از نفر ݊ کنند. برگزار نخاندا مردان از جمعی
داشت. حضور تولد در خاندان(، بزرگ جز )به جشن در حاضر فرد هر پدر جالبی طرز

باشد: زیر افراد از یکی ܣ اگر است، ܤ فرد جد ܣ فرد گوییم
 خاندان بزرگ ...، ،ܤ پدر پدر پدر ،ܤ پدر پدر ،ܤ پدر

 باشد دیگری جد یکی زیرمجموعه، عضو دو هر از اگر گوییم، ایسلسله جشن در حاضر افراد از ایزیرمجموعه به
 باشد. زیرمجموعه در زیرمجموعه، فرد هر پدر زیرمجموعه، فرد ترینبزرگ جز به چنینهم و

 ورد.آ عکاس یک کار این برای او کند. تهیه عکس تعداد یادگاری برای گرفت تصمیم مصطفی جشن انتهای در
 کاسع سپس بگیرد. عکس جشن، در حاضر افراد ایسلسله هایزیرمجموعه از تنها که گفت عکاس به خاندان بزرگ
 د.دار را ௜ܶ یهزینه ،௜ܵ ایسلسله یزیرمجموعه هر از عکاسی که گفت

 عدادیت  گرفتند تصمیم بنابراین گذارند.می احترام خود پدر به و هستند دوست خانواده بسیار مصطفی خاندان
 یکمینه کرد برآورد مصطفی باشد. آمده عکس دو کم دست در خود پدر با کس هر که طوری بگیرند، عکس
 انجام طوری ،هزینه واحد ݉ با را خود کار ندتوانمی افراد کنید ثابت  است. واحد  ݉ کار این برای ممکن یهزینه
باشد. شده گرفته عکس بار دو یا صفر ،ایسلسله یزیرمجموعه هر از که دهند
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 :۱کلید کد  

۱ (۱ 
۲ (۲ 
۳ (۴ 
۴ (۴ 
۵ (۱ 
۶ (۱ 
۷ (۴ 
۸ (۴ 
۹ (۴ 

۱۰ (۲ 
۱۱ (۵ 
۱۲ (۳ 
۱۳ (۵ 
۱۴ (۴ 
۱۵ (۳ 
۱۶ (۱ 
۱۷ (۱ 
۱۸ (۴ 
۱۹ (۴ 
جواب در گزینھ ھا موجود نیست و سوال باید حذف شود ) ۲۰
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
معاونت 
دانش 

پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 امتیاز ۲۵......................................... ..................................................................................................................................................................... رشته
 هاو آن از رشته در نظر بگیریم متفاوتو  متوالی دو حرف توانیمدر هر مرحله می. یمدار ܥو  ܤ، ܣرقمی از حروف  𝑛ی یک رشته

,ܣ}ی منظور از حرف سوم، حرفی از مجموعه. را با حرف سوم جایگزین کنیم ,ܤ یامده شده ن است که در میان دو حرف گفته {ܥ
. تبدیل کنیم ܣܥܥܥܤܣآن را به  ܣܣܤܥܤܣی رشته)از سمت چپ( با تغییر حروف چهارم و پنجم  توانیممیاست. برای مثال 

را به  ۳در تقسیم بر  ܿو  ܾ، ܽی ماندهباشد. باقی ܿو  ܾ، ܽی گفته شده به ترتیب در رشته ܥو  ܤ، ܣفرض کنید تعداد حروف 
رحله با تعدادی م توانیممی برابر باشند، ௖ݎو  ௕ݎ، ௔ݎدر نظر بگیرید. ثابت کنید اگر دست کم دو تا از سه عدد  ௖ݎو  ௕ݎ، ௔ݎترتیب 

 .تمام حروف رشته را برابر کنیم
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 نبايد در آن چيزي نوشته شوداين قسمت محل سرنويس است و 
معاونت 
دانش 

پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 امتیاز ۲۵.. ........................................................................................................................................................................................ توابعسازی پیاده
ی، نویسپیش از صحبت در مورد این زبان برنامه. پردازیمسازی توابع میآن به پیادهکه در  داریم نویسی جدیدیک زبان برنامه

,۰}کنیم که برابر ی اعداد سرخ را تعریف میمجموعه ۱, ود. به شفقط از اعداد سرخ استفاده مینویسی ن برنامهدر این زبااست.  {۲
 تواند عدد سرخ باشد.ر، هر عدد، هر ورودی، هر خروجی و ... فقط میعبارت دیگر مقدار هر متغی

گرداند. و یک عدد سرخ در خروجی برمی گیردمی است. این تابع دو عدد سرخ از ورودی brankoی این زبان، تابع تنها تابع آماده
,ݔ)ܾین تابع را با ا  شود:دهیم. خروجی این تابع به شکل زیر محاسبه مینشان می (ݕ

 شود.انتخاب می ݕو  ݔتر در میان ابتدا عدد کم .۱

 شود.عدد انتخاب شده با یک جمع می .۲

 است. 3ی عدد محاسبه شده در تقسیم بر ماندهحاصل تابع، باقی .3

 ایم:مختلف نوشتههای تر در جدول زیر خروجی تابع را به ازای ورودیبرای درک به
,ݔ)ܾ   ݔ ݕ (ݕ

۱ ۰ ۰ 
۱ ۱ ۰ 
۱ ۲ ۰ 
۱ ۰ ۱ 
۲ ۱ ۱ 
۲ ۲ ۱ 
۱ ۰ ۲ 
۲ ۱ ۲ 
۰ ۲ ۲ 

 
 شود:در این زبان در قالب زیر نوشته می هر برنامه

 2ݖ    ݌݊݅    ݕ    ݔ تواند به شکل زیر باشد:یکم یک برنامه با چهار ورودی می مثال، خطشود. برای ها نوشته مییکم برنامه، نام ورودی در خط .۱

دوم یک  قط یک خروجی دارد. برای مثال، خطشود. در این زبان هر برنامه فدوم برنامه، نام خروجی نوشته می در خط .۲
 5ݏ݊ܽ تواند به شکل زیر باشد:برنامه می

م یک شود. برای مثال، خط سونوشته میرهای دیگری که در برنامه استفاده خواهد شد، متغیبرنامه، نام م سو در خط .3
 ܾ    ܽ    4ݐ    2݌݉ݐ    1݌݉ݐ تواند به شکل زیر باشد:برنامه می
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 نبايد در آن چيزي نوشته شوداين قسمت محل سرنويس است و 
معاونت 
دانش 

پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

ݒ به شکل زیر است:ی هر خط از خط چهارم به بعد برنامه، قالب کل .4 ← ݂(ܽ1, ܽ2, … , ܽ௡) 

 
 ݊یک تابع از پیش تعریف شده با  ݂چنین رهای دیگر است. همیک متغیر ورودی، متغیر خروجی یا از متغی ݒکه در آن 

یک نمونه در زیر آمده است برای مثال  ر مقداردار باشند.یک متغییا یک عدد سرخ باید ها نیز  ௜ܽهر کدام از  ورودی است.
1݌݉ݐ ر مقداردار است(:یک متغی ݎر ورودی و غییک مت ݔیک تابع از پیش تعریف شده،  ݃)فرض کنید  ← ݃(2, ,ݔ ,ݎ  (ݔ

 
,ݔ)݊݅݉خواهیم تابع زنیم. فرض کنید میتر شما با این زبان یک مثال میبرای آشنایی بیش سازی کنیم که با گرفتن را پیاده (ݕ

 کرد این تابع در جدول زیر آمده است:گرداند. شکل دقیق عملتر را در خروجی برمیدو عدد سرخ از ورودی، عدد کم
,ݔ)݊݅݉   ݔ ݕ (ݕ

۰ ۰ ۰ 
۰ ۱ ۰ 
۰ ۲ ۰ 
۰ ۰ ۱ 
۱ ۱ ۱ 
۱ ۲ ۱ 
۰ ۰ ۲ 
۱ ۱ ۲ 
۲ ۲ ۲ 

 
استفاده کنیم. پس از  ݋݇݊ܽݎܾتوانیم از تابع ه کنید قبل از نوشتن این برنامه، هیچ تابع دیگری تعریف نشده و تنها میتوج

 است: ݊݅݉سازی برای تابع های بعدی از آن استفاده کنیم. روش زیر، یک پیادهتوانیم در برنامهمی ݊݅݉سازی تابع پیاده
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t <- b(x,y) 

t <- b(t,t) 

z <- b(t,t) 
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 نبايد در آن چيزي نوشته شوداين قسمت محل سرنويس است و 
معاونت 
دانش 

پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

توابعی  سازی توابع گفته شده،پیادهتوانید قبل از سازی تابع گفته شده بپردازید. میبه پیادهباید های زیر، در هر یک از قسمتحال 
های بعدی کمک بگیرید. برای هر تابعی که ها در برنامهسازی کنید و از آنهایی جداگانه پیادهدر برنامهبه ترتیبی مشخص دیگر را 

م هر دو باید با های نخواهد داشت و سازی تنها نمرهکنید، توضیح مختصری نیز ارائه دهید. توضیح تنها یا پیادهسازی میپیاده
 انجام شود.

 
 نمره( ۱۰گرداند. )برمی تر رارد و عدد بیشگیسازی کنید. این تابع دو ورودی میرا پیاده ݔܽ݉تابع آ( 

,ݔ)3݀ باید به شکل زیر کار کنند: و گیرندسازی کنید که هر کدام دو ورودی میرا پیاده 3݀و  1݀دو تابع ب(  ,ݔ)1݀ (ݕ  ݔ ݕ (ݕ

۰ ۰ ۰ ۰ 
۱ ۰ ۱ ۰ 
۲ ۰ ۲ ۰ 
۱ ۰ ۰ ۱ 
۲ ۰ ۱ ۱ 
۰ ۱ ۲ ۱ 
۲ ۰ ۰ ۲ 
۰ ۱ ۱ ۲ 
۱ ۱ ۲ ۲ 

 
,ݔ)1݀های با کنار هم گذاشتن حاصلدر حقیقت  ,ݔ)3݀و  (ݕ در مبنای  ݕو  ݔ حاصل جمع دو رقمی مشخص، ݕو  ݔیک برای  (ݕ

 نمره( ۱۵آید. )به دست میسه 
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
معاونت 
دانش 

پژوهان جوان

 زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود اين قسمت محل

 امتیاز ۲۵........................................... ................................................................................................................................................................. صفحه
رس نیستند. این خطوط، صفحه را ، طوری که هیچ دو خطّی موازی و هیچ سه خطّی همایمخط راست کشیده 𝑛روی یک صفحه 
ار ، طوری که شرایط زیر برقرویسیمها یک عدد صحیح بندر هر یک از ناحیه توانیممی اند. ثابت کنیدز کردهه افرابه تعدادی ناحی

 باشد:

 .اعداد نوشته شده دو به دو متمایز باشند 

 باشد. ۰خطوط برابر  ناشی از برخوردی های مجاور هر نقطهجمع چهار عدد ناحیه 
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
معاونت 
دانش 

پژوهان جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 امتیاز ۲۵. ................................................................................................................................................................................دورهای مرتبط ...........
که هر دو دور آن، دست کم یک رأس مشترک  رأسی داریم 𝑛ی یک گراف سادهاست.  ۵تر از یک عدد طبیعی بزرگ 𝑛فرض کنید 

 بیابید. 𝑛های این گراف را بر حسب ی تعداد یالدارند. بیشینه
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
است. آمده آن از پیش دسته هر توضیح و آمده اند چندسؤالͬ دسته ها ی در ٢۵ تا ١۶ سؤال های •

است. یͺسان سؤال ها همه ی امتیاز •

دارد. منفͬ نمره ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره ی چهار سؤال هر به درست جواب •

است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه ها ترتیب •

از ͬͺی (دقیقن سرخ پوست یا و سیاه پوست یا است، سفیدپوست یا نفر هر ͬ کنند. م زندگͬ نفر ١٠٠ جزیره ای در ١
ͬ شود: م تعیین زیر شͺل به جزیره ͷی نوع حالت). سه این

است. «سفید» جزیره نوع باشند، جزیره در سفیدپوست ٩٠ حداقل اگر •

است. «سیاه» جزیره نوع باشند، جزیره در سیاه پوست ٨٠ حداقل اگر •

است. «سرخ» جزیره نوع باشند، جزیره در سرخ پوست ٧٠ حداقل اگر •

افراد از نفر چند حداقل رفته ایم. جزیره به ما است. سرخ و سیاه سفید، نوع سه از ͬͺی دقیقن جزیره ͬ دانیم م
دهیم؟ تشخیص را جزیره نوع بتوانیم تا ببینیم باید را جزیره

۴۱ (۵ ۸۱ (۴ ۶۱ (۳ ۲۱ (۲ ۵۱ (۱
احتمال به و شده انتخاب تصادفͬ صورت به متمایز عدد دو گام هر در داریم. n تا ١ اعداد از نزولͬ جایشͽت ͷی ٢
در صعودی ترتیب به اعداد (یعنͬ شود مرتّب جایͽشت این گام چند از پس اگر ͬ شود. م عوض آنها جای ۱

محدودیت۲ͬ گام ها (تعداد است بازی برنده ی سپهر صورت این غیر در و ͬ برد م علیرضا بͽیرند)، قرار جایͽشت
ͬ شود؟ م برنده علیرضا احتمالͬ چه به ندارد).

۱ (۵ ۱
n!

(۴ ۱
n

(۳ ۱
۲ (۲ ۰ (۱

ندارد: زیر شͺل به زیرگراف که داریم رأسͬ ١٠٠ ساده ی گراف ͷی ٣
.

القایی (زیرگراف چیست؟ گراف این یال های تعداد حداکثر نیست. القایی لزومن زیرگراف از منظور کنید توجه
اگر تنها و اگر دارد وجود یال زیرگراف از رأس دو بین ولͬ است اختیاری آن در رأس ها انتخاب که است زیرگرافͬ

باشد) داشته وجود یال آنها بین اصلͬ گراف در
۱۲۰ (۵ ۲۰۰ (۴ ۱۸۰ (۳ ۱۰۰ (۲ ۱۵۰ (۱

باشیم: داشته ۱ ⩽ i ⩽ n − ۱ هر ازای به هرگاه گوییم زیبا n تا ۱ اعداد از p۱, p۲, ..., pn جایͽشت به ۴
است؟ چند ۵ بر زیبا جایͽشت های تعداد تقسیم ͬ مانده ی باق ،n = ۹ ازای به .pi ⩽ pi+۱ + ۳

۴ (۵ ۲ (۴ ۱ (۳ ۰ (۲ ۳ (۱
و ۵ طول به دوری در هم و ٣ طول به دوری در هم آن رأس هر اگر گوییم، زده فرد گراف G رأسͬ ١۶ گراف به ۵
رأس ٨ آن بخش هر که داریم کامل دوبخشͬ گراف ͷی کنید فرض حال باشد. ١۵ طول به دوری در هم و ...

کنیم؟ اضافه باید یال چند حداقل شود. زده فرد تا کنیم اضافه گراف این به یال تعدادی ͬ خواهیم م دارد.
۱ (۵ ۱۶ (۴ ۲ (۳ ۲۸ (۲ ۸ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ١ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
متمایز رقمͬ ۴ دودویی رشته ی ͷی با متناظر آن رأس هر که داریم رأسͬ ١۶ گراف ͷی کنید فرض قبل سؤال در ۶
تفاوت رقم ͷی در دقیقن رأس ها آن متناظر رشته های اگر تنها و اگر دارند، یال هم به گراف این در رأس دو است.

شود؟ زده فرد تا کنیم اضافه گراف این به یال چند حداقل باشند. داشته
۳ (۵ ۴ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۸ (۱

۰ عدد شامل خانه چهار است. شده نوشته ۱ و ۰ عدد دو از ͬͺی آن خانه ی هر در که داریم n × n جدول ͷی ٧
شامل خانه چهار هم چنین ͬ نامیم. م صفر‐مستطیلͬ آیند، دست به ستون دو و سطر دو تقاطع محل های از که را
به بیابید را n مقدار حداکثر ͬ نامیم. م یͷ‐پراکنده نیستند، هم ستون و هم سطر آن ها از تا دو هیچ که را ١ عدد
یͷ‐پراکنده خانه ی چهار هیچ و صفر‐مستطیلͬ خانه ی چهار هیچ آن در که باشد داشته وجود جدولͬ که طوری

باشد. نداشته وجود
۷ (۵ ۴ (۴ ۸ (۳ ۵ (۲ ۶ (۱

حداکثر ͬ نامیم. م یͷ‐خطͬ باشند، هم سطر که را ١ عدد شامل خانه چهار بͽیرید. نظر در را قبل سؤال همان ٨
چهار هیچ و صفر‐مستطیلͬ خانه ی چهار هیچ آن در که باشد داشته وجود جدولͬ که طوری به بیابید را n مقدار

باشد؟ نداشته وجود یͷ‐خطͬ خانه ی
۶ (۵ ۸ (۴ ۴ (۳ ۵ (۲ ۷ (۱

یال تعدادی گراف این از ͬ توان م طریق چند به بͽیرید. نظر در را ۱, ۲, ..., ۲۰ رأس های با زیر رأسͬ ٢٠ گراف ٩
نکنیم. حذف یالͬ هیچ که است این حالت ͷی کنید توجه بماند؟ هم بند گراف که طوری به کرد حذف

..١. ٢. ٣. ۴. ۵. ۶. ٧. ٨. ٩. ١٠.
١١

.
١٢

.
١٣

.
١۴

.
١۵

.
١۶

.
١٧

.
١٨

.
١٩

.
٢٠

٧٣٨۶٣۴ (۵ ٨٣۴٢۶١ (۴ ۲× ۴۱۰ (۳ ٩۴۶٠٢۵ (۲ ٢٠٧٣٩١ (۱
ͬͺی به (a, b) صحیح مختصات با نقطه ی از ͬ تواند م حرکت هر در او دارد. قرار مختصات صفحه ی در علیرضا ١٠
بر x تقسیم ͬ مانده ی باق x ٪ y از منظور آن ها در که برود (a, (۲b) ٪ ۱۰۲۴) یا و (

(۲a) ٪ ۱۰۲۴, b) نقاط از
اگر باشد. ۰ ⩽ x ⩽ ۵۰, ۰ ⩽ y ⩽ ۱۰۰ که ͬ کند م انتخاب شروع برای (x, y) نقطه ی ͷی علیرضا است. y
بالا حرکات با رسیدن قابل نقاط تمامͬ بین در بیشینه) u + v) مختصه ها مجموع بیش ترین با نقطه ای (u, v)

است؟ چند ۵ بر u+ v تقسیم ͬ مانده باق باشد،
۲ (۵ ۳ (۴ ۱ (۳ ۰ (۲ ۴ (۱

مجموعه ی عضو هر به مجموعه یAنسبت عضو هر اگر تنها و اگر اول اند هم به Bنسبت Aو ناتهͬ مجموعه ی دو ١١
ͷی کدام هر فرشاد و فرشید باشد). ͷی شان ب.م.م اگر تنها و اگر اول اند هم به نسبت عدد (دو باشد اول B
هم به نسبت فرشاد و فرشید مجموعه های که این احتمال ͬ کنند. م انتخاب {۱, ۲, ..., ۹} از ناتهͬ زیرمجموعه ی

است؟ چقدر باشند اول
۵۰۶۰

۱+۲۵۵×۲۱۰ (۵ ۲۵۳۰
۲۵۵×۲۹ (۴ ۶۰۸۴

۱+۲۵۵×۲۱۰ (۳ ۵۰۶۱
۲۵۵×۲۱۰ (۲ ۷۲۳

۳۷۳۰۳ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ٢ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
و A مانند مجاور توپ دو ͬ توان م مرحله هر در دارند. قرار دایره ͷی دور ترتیب به ۱۰ تا ۱ شماره های با توپ ده ١٢
توپ های برداشتن با مثال برای داد. قرار دیͽر مجاور توپ دو میان در ترتیب همان به را آن ها و گرفت نظر در B

رسید: راست سمت شͺل به چپ سمت شͺل از ͬ توان م ۷ و ۵ توپ دو میان در آن ها گذاشتن و ۳ و ۱
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۵

.
١٠

.
٨
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٢

.

۶

.

٩

.
۴

ندارد.) اهمیتͬ گام ها (تعداد رسید؟ ͬ توان م جایͽشت چند به دارند، توپ ها این که دوری جایͽشت ۹! میان از
۹!− ۸! (۵ ۹! (۴ ۹!

۶ (۳ ۸! (۲ ۹!
۲ (۱

گرفته اند: قرار زیر شͺل به آرایشͬ در توپ ١٠ کنید فرض قبل سؤال در ١٣

. .. ١.

.

.. ۴
.

.
۵

.

.
۶

.. ٧
.

.
٨

.

.
٩

.

.

١٠

.. ٢
.

.
٣.

.
۵

واحد ͷی را آن ها مثلث و کرد انتخاب هستند، مماس یͷ دیͽر بر دوبه دو که را توپ سه ͬ توان م مرحله هر در
زیر شͺل به بالا شͺل در ۵ و ۳ ،۲ توپ های روی حرکت این اعمال با مثال برای چرخاند. ساعت گرد جهت در

ͬ رسیم: م

. .. ١.

.

.. ۴
.

.
۵

.

.
۶

.. ٧
.

.
٨

.

.
٩

.

.

١٠

.. ٣
.

.
۵.

.
٢

اهمیتͬ گام ها (تعداد برسیم؟ ͬ توانیم م توپ ها برای ممͺن آرایش ۱۰! از متفاوت آرایش چند به اولیه حالت از
ندارد.)

۱۰!
۶ (۵ ۱۰! (۴ ۹! (۳ ۱۰!

۳ (۲ ۱۰!
۲ (۱

با کنیم. تبدیل ۴x+ ۲ یا ⌊x

۲⌋ عدد دو از ͬͺی به را x عدد ͬ توانیم م مرحله هر در داریم. را x = ۰ عدد ابتدا در ١۴
ساخت؟ ͬ توان م را A = {۷۷, ۵۱۱, ۲۱۰, ۱۷۰, ۲۳۸} مجموعه اعضای از تعداد چه حرکات این از استفاده
۰ (۵ ۴ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۳ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ٣ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
هر در دارد. قرار ١ عدد روی ابتدا که داریم پاک کننده ای دست گاه نوشته ایم. دایره ای دور را ١٣٩۵ تا ١ اعداد ١۵

ͬ دهیم: م انجام را زیر عملیات دو از ͬͺی دارد قرار عدد اُمین i روی دست گاه که این فرض با مرحله
ͬ گذاریم. م اُم i+ ۲ عدد روی را دست گاه و ͬ کنیم م پاک را اُمͬ i+ ۱ عدد •

ͬ گذاریم. م اُم i+ ۳ عدد روی را دست گاه و ͬ کنیم م پاک را اُم i+ ۲ و اُم i+ ۱ اعداد •

باید بماند، باقͬ عدد دو اگر کنید (توجه بماند باقͬ دایره دور عدد ͷی تنها تا ͬ دهیم م انجام را اعمال این آن قدر
ͬ تواند م مختلف مقدار چند ͬ ماند، م باقͬ دایره دور که نهایی عدد کنیم). پاک را اعداد از ͬͺی اول روش طبق

باشد؟ داشته
۱ (۵ ۱۳۹۴ (۴ ۱۳۹۳ (۳ ۶۹۷ (۲ ۱۳۹۵ (۱

ͬ توان م مرحله هر در است. شده نوشته −۱ و ۱ عدد دو از ͬͺی آن یال هر روی که باشد گراف ͷی G کنید فرض
عدد با یال های تعداد کمینه ی کرد. قرینه را آن به متصل یال های تمام عدد و گرفت نظر در گراف از رأس ͷی
برابر f تابع مقدار زیر گراف در مثال برای ͬ نامیم. م f(G) رسید، آن  به مرحله تعدادی انجام با ͬ توان م که را −۱

است. ٠

..١ . −۱.
−۱

.
١

در مثال برای ͬ گیریم. م نظر در h(G) یال ها، برای ممͺن اولیه ی مقادیر تمام ازای به را f(G) مقدار بیشینه ی
است: ١ برابر h مقدار زیر گراف

.

با گرافͬ h تابع ورودی و ͬ شده مقدارده یال های با گرافͬ f تابع ورودی ͬ بینید، م بالا مثال در که همان طور
است. ͬ نشده مقدارده یال های

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

بیابید: زیر گراف برای را h مقدار ١۶
.

۴ (۵ ۰ (۴ ۳ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ۴ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
بیابید: زیر گراف برای را h مقدار ١٧

.

۳ (۵ ۴ (۴ ۱ (۳ ۰ (۲ ۲ (۱
هستند؟ درست زیر گزاره های کدام ١٨

دورها، از مجموعه ای (به نیست کم تر یال مجزا دورهای تعداد بیشینه ی از گراف هر در h مقدار الف) •

باشد). آمده مجموعه آن دورهای از ͬͺی حداکثر در گراف از یال هر اگر ͬ گوییم م یال مجزا دورهای
نیست. بیش تر یال مجزا دورهای تعداد بیشینه ی از گراف هر در h مقدار ب) •

باشد، مؤلفه k دارای G اگر .f(G) = ۰ که باشد اولیه مقداردهͬ ͷی با گراف ͷی G کنید فرض ج) •

۱ یال ها تمام روی عدد انتها در و نشود یا شود انتخاب رأس هر آن در که دارد وجود روش ۲k دقیقن
شوند.

ج و ب و الف (۵ ج و ب (۴ الف (۳ ج و الف (۲ ب و الف (۱

آن هاست. بین مسیر کوتاه ترین طول گراف، در رأس دو بین فاصله ی از منظور باشد. ساده گراف ͷیG کنید فرض
قطر ناهم بند، گراف ͷی در کنید توجه رأس هاست. میان دوبه دوی فاصله ی بیشینه ی گراف، ͷی قطر از منظور
به هم چنین شود. زیاد گراف قطر آن، از یال هر حذف با اگر گوییم، بحرانͬ قطر گراف ͷی به است. ∞ گراف
شود. کم گراف قطر همسایه، غیر رأس دو هر بین یال کردن اضافه با اگر گوییم، معکوس بحرانͬ قطر گراف ͷی

دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

یͷ ریخت را گراف (دو باشند. نایͷ ریخت دوبه دو و بحرانͬ قطر که بیابید را یالͬ ۶ و رأسͬ ۶ گراف های تعداد ١٩
ساخت) دومͬ گراف با برابر گرافͬ اولͬ، رأس های مجدّد نام گذاری با بتوان اگر ͬ نامیم م

۴ (۵ ۳ (۴ ۵ (۳ ۲ (۲ ۶ (۱
باشند. نایͷ ریخت دوبه دو و معکوس بحرانͬ قطر که بیابید را رأسͬ ٧ غیرکامل هم بندِ گراف های تعداد ٢٠

۷ (۵ ۱۰ (۴ ۱۱ (۳ ۸ (۲ ۹ (۱

ͬ دهد! م او به دیͽر گرافͬ خروجͬ در و ͬ گیرد م گراف ͷی ورودی عنوان به که دارد دست گاهͬ محسن
است: زیر شرح به دهد انجام ͬ تواند م او دست گاه که کارهایی
کند. اضافه رأس ͷی شده انتخاب مجاور رأس دو ببین •

نماید. متصل شده انتخاب مجاور رأس دو به را جدیدی رأس •

ͬ کند م شروع (C۳) مثلث گراف ͷی با که ترتیب این به ͬ کند. م شروع خود دست گاه با خطرناک بازی ͷی محسن
از که موقعͬ هر و ͬ گیرد م نظر در بعد دور برای را خروجͬ گراف و ͬ دهد م دست گاه به را خود گراف بار هر و

ͬ کند. م اعلام بازی نتیجه ی عنوان به را گراف ش شود، خسته بازی
١ سؤال: دفترچه ی کد ۵ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

باشد؟ خود دست گاه با محسن بازی نتیجه ی ͬ تواند م زیر شͺل های از ͷی کدام ٢١
الف) شͺل

ب) شͺل

ج) شͺل

هیچ کدام (۵ ج (۴ ج و الف (۳ ج و ب (۲ الف (۱

گراف آن تا شود حذف گراف آن از باید که ͬ گیریم م نظر در رأس هایی تعداد حداقل را گراف ͷی هم بندی عدد ٢٢

١ سؤال: دفترچه ی کد ۶ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
نظر در n − ۱ برابر رأسͬ n کامل گراف ͷی برای را هم بندی عدد قراردادی طور به کنید (توجه شود. ناهم بند

ͬ گیریم). م
است؟ چند همبندی عدد بیش ترین باشند، محسن خطرناک بازی نتیجه ی ͬ توانند م که گراف هایی همه ی بین در

شود زیاد ͬ تواند م عددی هر تا (۵ ۵ (۴ ۲ (۳ ۴ (۲ ۳ (۱
کنند. قطع را یͷ دیͽر یال هایش که آن بدون کشید، صفحه در را آن بتوان که ͬ گوییم م گرافͬ به مسطح گراف ٢٣
بر در را گراف اطراف که نامحدودی ناحیه ی از غیر به ͬ شود. م تقسیم ناحیه هایی به صفحه وضعیت، این در
است. محدود ناحیه ی ۴ دارای قبل، سؤال در الف شͺل گراف مثلن ͬ نامند. م محدود را ناحیه ها بقیه ی ͬ گیرد، م

باشند. داشته مشترک مرز هم با یال ͷی در حداقل اگر مجاورند هم با ناحیه دو
محدود ناحیه های کردن رنگ برای لازم رنگ های تعداد حداقل مسطح، گراف های برای را سطحͬ رنگͬ عدد

نباشند. هم رنگ مجاوری محدود ناحیه ی دو هیچ که طوری به ͬ کنیم؛ م تعریف گراف
چند سطحͬ رنگͬ عدد بیش ترین باشند، محسن خطرناک بازی نتیجه ی ͬ توانند م که گراف هایی همه ی بین در

است؟
۳ (۵ ۵ (۴ باشد خطرناک بازی این نتیجه ی نامسطح گرافͬ است ممͺن (۳ ۲ (۲ ۴ (۱

سوزان آفتاب در نفر پنج این است. ۵ تا ١ شماره های با ماهر پلیس پنج شامل سلطان مخفͬ پلیس تیم اعضای
رنگ سه از ͬͺی افراد، این آفتابی عینک های زده اند. آفتابی عینک ͷی کدام هر و نشسته گرد میز ͷی دور بندر
جسم آن رنگ ترکیب بلͺه ͬ بینند؛ نم واقعͬ رنگ به را اجسام افراد، این که است طبیعͬ دارد. را زرد و آبی قرمز،
و سبز رنگ به را آبی جسم ͷی است، زده چشم به زرد عینک که فردی مثال برای ͬ بینند! م را خود عینک رنگ با
است: زیر جدول مطابق عینک ها با اجسام رنگ ترکیب شیوه ی کنید فرض ͬ بیند. م زرد رنگ به را زرد جسم ͷی

زرد آبی قرمز
نارنجͬ بنفش قرمز قرمز

سبز آبی بنفش آبی
زرد سبز نارنجͬ زرد

داشته زرد عینک B پلیس و قرمز عینک A پلیس اگر مثال برای پس است. صادق هم عینک ها برای قاعده این
است! نارنجͬ B عینک رنگ ͬ کند م تصو̰ر B به کردن نگاه با A باشد،

دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

از ͷی هر ͬ شود. م خود پلیس های احوال جویای است، دیͽر مأموریتͬ انجام حال در دور کویری در که سلطان ٢۴
مثال برای ͬ گوید. م ͬ بیند، م پلیس ها بقیه ی عینک میان در که را رنگ هایی مجموعه ی خود، گزارش در پلیس ها
به خود پیام در ٢ شماره پلیس باشند. داشته زرد و زرد آبی، قرمز، قرمز، عینک های ترتیب به پلیس ها کنید فرض

ͬ گوید: م سلطان
نارنجͬ و بنفش قرمز، رنگ های دیͽر، پلیس های عینک های در من هستم. ٢ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود

ͬ بینم.» م را
چیست. پلیس هر عینک رنگ اکنون دهد تشخیص ͬ خواهد م و کرده دریافت را پلیس ها تمام پیام سلطان حال
حالت ۳۵ از حالت چند ازای به است. آبی یا زرد یا قرمز پلیس، هر عینک رنگ ͬ داند م سلطان که کنید توجه

١ سؤال: دفترچه ی کد ٧ ١٣٩۵/٢/٧
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کشور کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله ی
پلیس هر عینک رنگ بفهمد ͬ تواند م یͷ تا طور به گزارش ها دریافت از پس سلطان پلیس ها)، عینک رنگ (برای

چیست؟
۱۵۳ (۵ ۱۵۰ (۴ ۱۸۳ (۳ ۲۴۳ (۲ ۲۱۳ (۱

آن عینک رنگ که ͬ دهد م پیام سلطان به و کرده انتخاب را دیͽر پلیس ͷی پلیس، هر پیام رسانͬ، جدید نوع در ٢۵
باشد. زرد و زرد آبی، قرمز، قرمز، ترتیب به پلیس ها عینک رنگ کنید فرض مثال برای ͬ بیند. م چͽونه را پلیس

باشد: زیر شͺل به ͬ تواند م پلیس ها پیام های
ͬ بینم.» م نارنجͬ را ۵ شماره پلیس عینک من هستم. ١ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

ͬ بینم.» م قرمز را ١ شماره پلیس عینک من هستم. ٢ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

ͬ بینم.» م بنفش را ١ شماره پلیس عینک من هستم. ٣ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

ͬ بینم.» م نارنجͬ را ٢ شماره پلیس عینک من هستم. ۴ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

ͬ بینم.» م زرد را ۴ شماره پلیس عینک من هستم. ۵ شماره پلیس بزرگ! سلطان بر «درود •

چیست. پلیس هر عینک رنگ اکنون دهد تشخیص ͬ خواهد م و کرده دریافت را پلیس ها تمام پیام سلطان حال
و پلیس ها عینک رنگ برای حالت ۳۵ است. آبی یا زرد یا قرمز پلیس هر عینک رنگ ͬ داند م سلطان کنید توجه
حالت چند در حالت، ۳۵ × ۴۵ این از بفرستد. را کسͬ چه عینک رنگ پلیس، هر که داریم این برای حالت ۴۵

دهد؟ تشخیص را پلیس ها عینک رنگ ͬ تواند نم یͷ تا طور به سلطان
۱۷۷۶۰ (۵ ۰ (۴ ۱۳۶۸۰ (۳ ۱۸۸۴۰ (۲ ۷۲۰ (۱
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ایران کامپیوتر المپیاد ششمین و بیست دوم مرحله

امتیاز ١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده! درخت
طوری کرده؛ رنگ سفید و سیاه رنگ دو از ͳ΋ی با را درخت این رأس هر او .(n ≥ ٣) دارد ͳرأس n درخت Έی پیام
حسام است. شده سیاه رأس های تعداد از بیش تر سفید رأس های تعداد هم چنین و شده اند ناهم رنگ مجاور رأس دو هر که
حسام نباشد. ٠ برابر سفید رأس Έی حداقل عدد که طوری بنویسد؛ را −١,٠,١ اعداد از ͳ΋ی سفید، رأس هر روی باید
اگر مثال برای شود. ٠ برابر آن هم سایه های اعداد مجموع سیاه، رأس هر ازای به که دهد انجام را کار این طوری باید
ͳل΋ش هر به پیام درخت کنید ثابت دهد. انجام (٢) ش΋ل مانند را کارش مͳ تواند حسام باشد، (١) ش΋ل به پیام درخت

بود. خواهد شده، گفته کارهای انجام به قادر حسام باشد، که

..

١

.
−١

.

١

.
٠

(٢) ش΋ل

.

(١) ش΋ل

امتیاز ٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مش΋وک! دست کش های
ͳطبیع عدد Έی حسام و پیام دارد. خود چپ دست در قرمز دست کش Έی و راست دست در آبی دست کش Έی حسام
در بفهمد. را k باید پیام و باشد ١ ≤ k ≤ n که برمͳ گزیند k ͳطبیع عدد Έی حسام سپس n)؛ ≥ ٢) مͳ کنند انتخاب n

بپرسد: حسام از را زیر پرسش دو از ͳ΋ی مͳ تواند پیام مرحله هر
است؟ ͳرنگ چه تو راست دست دست کش •
است؟ ͳرنگ چه تو چپ دست دست کش •

١,٢, . . . ,q شماره های با ترتیب به را پیام پرسش های مͳ گوید. را «آبی» یا «قرمز» ΁پاس دو از ͳ΋ی پرسش، هر در حسام
مͳ دهد دل خواه طور به را پیام نخست پرسش k ΁پاس او که است صورت این به حسام پاس΁ گویی روش کنید. شماره گذاری
مͳ دهد. را i− k شماره ی پرسش درست ΁پاس ،i شماره ی پرسش ΁پاس در ،i > k هر ازای به سپس راست)؛ یا (دروغ
پاس΁ گویی برای شده ای تعیین پیش از روش هیچ حسام و مͳ شود داده دل خواه صورت به نخست پرسش k ΁پاس کنید توجه

ندارد. آن به

١٣٩۵ اردیبهشت ٨ دوم: روز ١ ایران کامپیوتر المپیاد ͳمل کمیته ی
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با و نمͳ داند را k امˈا است؛ گاه آ حسام پاس΁ گویی روش از هم چنین و مͳ بیند را حسام دست کش های پیام کنید توجه
بفهمد، را k ͳتضمین طور به تا بپرسد باید پیام که پرسش هایی تعداد کمینه ی بفهمد. را آن باید حسام پاس΁ های به توجه

بیابید. n حسب بر را ΁پاس چیست؟
امتیاز ٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مش΋وک! پارکینگ های
n دارای پارکینگ این است. کرده واگذار حسام، و پیام به را آن مدیریت که دارد پارکینگ Έی خود شرکت در آرمان
صورت به n عدد مͳ دانیم دارد. ١,٢, . . . ,n شماره های با کارمند n نیز، شرکت است. ١,٢, . . . ,n شماره های با جای گاه
مͳ کنند: عمل زیر الΎوریتم طبق اتومبیل های شان کردن پارک برای حسام دستور طبق کارمند ها این روز هر است. ٢k+١

در و … و ٢ شماره کارمند سپس ،١ شماره کارمند ابتدا ͳیعن مͳ کنند؛ پارک شماره  ترتیب به کارمندها
بنابراین هستند! تنبل البته و تنّوع طلب عجیبی طرز به بازار کارمندهای مͳ کند. پارک n شماره کارمند انتها
است، رفته آن ها در کم تر تاکنون که را ͳخال جای گاه های مجموعه ی کردن، پارک هنگام در کارمند هر

دارد. را شماره کم ترین که مͳ کند انتخاب را ͳجای گاه آن ها میان در و مͳ گیرد نظر در
مͳ کنند: پارک جای گاه ها در زیر ترتیب به نخست روز سه در کارمندان باشد، n = ٣ اگر مثال برای

..

١ جای گاه

.

٢ جای گاه

.

٣ جای گاه

.

سوم روز

.

دوم روز

.

ی΋م روز

.

٣ کارمند

.

٢ کارمند

.

١ کارمند

.

٣ کارمند

.

١ کارمند

.

٢ کارمند

.

١ کارمند

.

٣ کارمند

.

٢ کارمند

مثال برای مͳ گوییم! منظّم روزهای باشد، یΈ سان اتومبیل شان جای گاه شماره ی با کارمندان تمام شماره ی روزهایی به
روز مͳ دهد، رخ دیΎر منظّم روز Έی که باری نخستین ی΋م، روز از بعد کنید ثابت است. منظّم روز Έی ی΋م روز

است. n(n−١)+١
امتیاز ٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !ͳقهرمان بازی
Έی گراف، در ͳهمیلتون دور Έی از منظور مͳ کنند. بازی آن با و دارند ͳرأس n کامل گراف Έی علͳ رضا و فرهاد
تعدادی فرهاد سپس مͳ کند. رنگ آبی و قرمز رنگ دو از ͳ΋ی با را گراف یال هر علͳ رضا ابتدا در است. n طول به دور
رنگ تغییر و گراف از ͳهمیلتون دور Έی کردن انتخاب شامل تعویض عمل هر مͳ دهد. انجام تعویض عمل ͳمتناه
گراف اولیه ی رنگ آمیزی بازی، در علͳ رضا نقش تنها کنید توجه است. بالعکس) و آبی به قرمز (از دور آن یال های تمام

١٣٩۵ اردیبهشت ٨ دوم: روز ٢ ایران کامپیوتر المپیاد ͳمل کمیته ی
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آبی یال های تعداد مͳ خواهد علͳ رضا و شود کمینه گراف آبی یال های تعداد مͳ خواهد هوشمندی کمال در فرهاد است.
شود. بیشینه گراف

امتیاز) ١۵) داشت؟ خواهیم آبی یال چند انتها در کنند، بازی بهینه طور به نفر دو هر و باشد فرد n اگر آ)
امتیاز) ٢١) داشت؟ خواهیم آبی یال چند انتها در کنند، بازی بهینه طور به  نفر دو هر و باشد زوج n اگر ب)

بیابید. n حسب بر را ΁پاس
ͳصورت در سوال، قسمت دو از Έی هر در باشد. A برابر n حسب بر شما توسط آمده دست به ΁پاس کنید فرض توجه:
مورد در را زیر مورد دو باید سوال، قسمت دو از Έی هر در هم چنین نمͳ گیرد. تعلّق شما به امتیازی باشد، نادرست A که

کنید: اثبات آمده دست به عدد
داشت. خواهیم آبی یال A حداقل انتها در که دارد رنگ آمیزی برای ͳروش علͳ رضا .١

داشت. خواهیم آبی یال A حداکثر انتها در علͳ رضا، رنگ آمیزی هر ازای به که دارد ͳروش فرهاد .٢
و ٧ (ب) قسمت در و امتیاز ٩ و ۵ (آ) قسمت در ترتیب به بالا مورد دو و امتیاز Έی تنهایی به A ͳدرست قسمت هر در

دارند. امتیاز ١۴

١٣٩۵ اردیبهشت ٨ دوم: روز ٣ ایران کامپیوتر المپیاد ͳمل کمیته ی
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
است. آمده آن از پیش دسته هر توضیح و آمده اند چندسؤالͬ دسته ها ی در ٢۵ تا ١٢ سؤال های •

است. یͺسان سؤال ها همه ی امتیاز •

دارد. منفͬ نمره ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره ی چهار سؤال هر به درست جواب •

است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه ها ترتیب •

رو ͷی) عادی سͺه ها این  از تعدادی است. داده قرار میز روی بر ١٣٩۴ تا ١ شماره های با سͺه ۱۳۹۴ رستم ١
ͬ خواهد م سهراب باشد). هم صفر ͬ تواند م تعداد (این هستند شیر رو دو هر سͺه ها بقیه ی و خط) رو ͷی و شیر
از تعدادی حرکت هر در ͬ تواند م تنها او است. بسته چشمانش ولͬ کند پیدا را شیر رو دو هر سͺه های تعداد
به که میز روی سͺه های تعداد رستم آن از پس کند. رو و پشت را آنها بخواهد رستم از و کرده انتخاب را سͺه ها

ͬ گوید. م سهراب به را هستند شیر سمت
سهراب تا است لازم حرکت چند حداقل هستند، شیر سمت به سͺه ۱۰۰ دقیقا کار ابتدای در ͬ داند م سهراب

بیابد؟ را شیر رو دو سͺه های تعداد
۱۰ (۵ ۱۱ (۴ ۱۳۹۴ (۳ ۱ (۲ ۱۳۹۳ (۱

اعداد مجموع که صورتͬ به دهیم،  قرار را ٩ تا ١ اعداد زیر، جدول خانه های در ͬ خواهیم م ٢
شده مشخص نیز (۵ و ١) اعداد از تا دو جای باشد. برابر قطر،  هر و ستون هر سطر، هر

است.
که است جدول از خانه هایی اعداد مجموع برابر f(L) صفحه، در L مانند خط ͷی برای
نقطه ی ٢ حداقل اگر دارد، تقاطع L خط با جدول از خانه ͷی) دارند تقاطع خط، آن با

(هر است؟ چند ممͺن خط های و جدول ها تمام میان در ،f(L) ممͺن بیشینه ی باشد). داشته خط آن با مشترک
است) واحد طول به مربع ͷی جدول از خانه

۳۰ (۵ ۲۷ (۴ ۳۱ (۳ ۳۲ (۲ ۲۵ (۱
است، آمده چینش این در S رشته ی ͬ گوییم م بچینیم. دایره دور را ١ و ٠ رقم ٧ ͬ خواهیم م ٣
ترتیب به دادن شان قرار هم کنار با که باشند داشته وجود دایره در متوالͬ رقم چند اگر
ͬ نامیم. م f(S) را چینش در S وجود دفعات تعداد شود. تشͺیل S رشته ی ساعت گرد،
است. f(۰۱۱۱۰) = ۰ و f(۱۱) = ۳ و f(۱۱۰) = ۱ روبرو، چینش در مثال، برای
حداکثر که S دودویی رشته ی هر ازای به بͽیرید. نظر در را دایره دور اعداد چینش ͷی

عدد این مقابل شͺل در مثال عنوان (به ͬ کنیم م جمع هم با را مقادیر این و ͬ کنیم م محاسبه را ۲f(S) دارد، رقم ٣
است.) f(S) = ۰ ندارند وجود چینش در که رشته هایی (برای است؟ چند حداقل نهایی عدد ͬ شود). م ٧٠ برابر

۵۳ (۵ ۶۳ (۴ ۵۶ (۳ ۵۱ (۲ ۵۵ (۱
دایره ها رنگ باشد. سیاه یا سفید ͬ تواند م دایره هر داریم. روبرو شͺل همانند دایره ١۵ ۴

ͬ گردد: م مشخص زیر صورت به
باشند. سیاه یا سفید ͬ توانند م مستقل صورت به بالا سطر دایره های •

دایره ی دو اگر تنها و اگر هستند، سیاه رنگ به بالا) سطر جز به (همه دایره ها بقیه ی •

باشند. ناهمرنگ آن بالای سطر مجاور
باشیم؟ داشته ͬ توانیم م سیاه دایره ی چند حداکثر ممͺن، حالات تمامͬ بین در

۱۳ (۵ ۱۲ (۴ ۹ (۳ ۱۱ (۲ ۱۰ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ١ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
خواهیم سیاه دایره ی چند مجموع در کشیده ایم. تخته روی را ممͺن حالات تمامͬ کنید فرض قبل، مسئله ی در ۵

داشت؟
۲۲۴ (۵ ۲۰۸ (۴ ۲۵۶ (۳ ۲۱۶ (۲ ۲۴۰ (۱

جایͽشت ͷی ۶
π = ⟨π۱, π۲, ..., π۹⟩

که است πi مانند جایͽشت از اعضایی تعداد برابر π جایͽشت عدد بͽیرید. نظر در را ۱, ۲, ..., ۹ اعداد از
گرفتن نظر در با است. ۵ برابر ⟨۵, ۶, ۳, ۴, ۲, ۱, ۷, ۹, ۸⟩ جایͽشت عدد مثال برای باشد. برابر πi و i زوجیت

است؟ چند جایͽشت ͷی عدد میانگین طور به ممͺن، جایͽشت های تمام
۹
۲ (۵ ۵ (۴ ۴۱

۹ (۳ ۱۳
۳ (۲ ۸۱

۱۹ (۱
صورت به را ١ عدد ͬ خواهیم م است. طبیعͬ عددی n که باشد ۱

n
صورت به گاه هر ͬ گوییم، م وارونه را عدد ͷی ٧

داد؟ انجام را کار این ͬ توان م ۲ ⩽ k ⩽ ۶ مقدار چند ازای به بنویسیم. متمایز وارونه ی عدد k جمع
۴ (۵ ۰ (۴ ۵ (۳ ۱ (۲ ۳ (۱

دارد. مهاجم ٢ و ͷهافب ۴ و مدافع ۴ دروازه بان، ١ یعنͬ ͬ کند؛ م بازی ۴− ۴− ۲ سیستم با سلطان، فوتبال تیم ٨
ͬ دهد. م پاس یا ͬ کند م گل به تبدیل شوت، ͷی با را آن یا ͬ رسد، م تیم این در بازیͺن ͷی به که توپی هر

برای ͬ کند؛ م بازی عقب تر خطوط در یا و رسیده او به توپ قبلا که بدهد پاس بازیͺنͬ به ندارد حق بازیͺنͬ هیچ
ͷی یا و نرسیده آن به توپ که ͬͺهافب ͷی به ͬ تواند م اما بدهد، پاس مدافع ͷی به ͬ تواند نم ͷهافب ͷی مثال

بدهد. پاس مهاجم
طریق چند به زیر). شͺل (همانند بزند گل ͷی ͬ خواهد م تیم و است دروازه بان اختیار در ابتدا در توپ کنید فرض

بزند.) گل مستقیم ضربه ی ͷی با ͬ تواند م هم دروازه بان (حتͬ داد؟ انجام را کار این ͬ توان م
۲۱۱۲۵ (۵ ۲۸۶۲۵ (۴ ۵۰۴۳ (۳ ۱۱۵۲ (۲ ۲۳۰۴ (۱

گرفته اند: جای جعبه هفت در زیر، شͺل به که داریم سفید توپ سه و سیاه توپ سه ٩

هر در است. صفر مجاور جعبه ی دو فاصله ی مثال برای است. دو آن بین جعبه های تعداد جعبه دو فاصله ی
انتقال خالͬ خانه ی به را است ͷی حداکثر خالͬ، جعبه ی ͷی با جعبه اش فاصله ی که توپ ͷی ͬ توان م حرکت
سمت جعبه ی سه در سیاه توپ سه و چپ سمت جعبه ی سه در سفید توپ سه که برسیم حالتͬ به ͬ خواهیم م داد.

است؟ لازم کار این برای حرکت چند حداقل باشند. راست

١ سؤال: دفترچه ی کد ٢ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
۱۶ (۵ ۱۷ (۴ ۱۵ (۳ ۱۳ (۲ ۱۴ (۱

و ͬ کنیم م انتخاب دل خواه به را عدد ͷی ابتدا در بͽیرید. نظر در را ۶ تا ١ اعداد از a۱, a۲, · · · , a۶ جایͽشت ١٠
ai = ۶ برای و aai+۱ عدد ai ̸= ۶ ازای به بعد مرحله ی در بود شده انتخاب ai عدد اگر مرحله هر در سپس
از بعد که کرد انتخاب گونه ای به را اول عدد ͬ توان م مختلف جایͽشت چند ازای به ͬ شود. م انتخاب a۱ عدد

باشند؟ شده انتخاب یͷ بار حداقل جایͽشت اعداد همه ی مرحله، تعدادی
۱۲۰ (۵ ۷۲۰ (۴ ۲۴۰ (۳ ۰ (۲ ۳۴۵ (۱

داریم: تابع دو است. شده داده S = {۱, ۲, ..., ۷} مجموعه ی ١١
ͬ دهد. م را B و A اشتراک که g(A,B) و A زیرمجموعه ی مͺمل که f(A)

بیرون کیسه از زیرمجموعه تعدادی ͬ خواهیم م ریخته ایم. آن درون را S زیرمجموعه های همه ی که داریم کیسه ͷی
ͬ توان م زیرمجموعه ها تولید (برای کرد تولید را S زیرمجموعه های تمام بتوان توابع و آن ها از استفاده با تا آوریم

کرد). استفاده دل خواه تعداد به زیرمجموعه هر از
از دیͽر زیرمجموعه ی چند حداقل آورده ایم. بیرون کیسه از را {۵, ۶} و {۲, ۵, ۳} ،{۱, ۲, ۵, ۶} کنید فرض

کرد؟ حل را مسئله ͬ توان م آن ها با باشیم مطمئن تا بͺشیم بیرون کیسه
۳ (۵ ۶۴ (۴ ۶۷ (۳ ۶۲ (۲ ۱ (۱

درج و (Copy) کپی اعمال تعداد کم ترین با ͬ خواهیم م و است شده داده متنͬ پرونده ی ͷی درون کلمه ͷی
کنیم. ایجاد آن از نسخه مشخصͬ تعداد (Paste)

کلمات یا و کنیم کپی حافظه در را پرونده درون نوشته شده کلمات از دل خواهͬ تعداد ͬ توانیم م مرحله هر در
چند سپس و کرد کپی بار ͷی ͬ توان م ویرایشͽرها، در پیست و کپی (مثل کنیم. درج پرونده در را حافظه درون

کرد.) درج بار
دارد. هزینه واحد ١ نیز درج هر و واحد ١ کپی هر

دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

کنیم؟ ایجاد اول کلمه ی با مشابه دیͽر کلمه ی ٩٩ دقیقا ͬ توانیم م هزینه واحد چند حداقل با ١٢
۲۲ (۵ ۱۰ (۴ ۱۴ (۳ ۲۰ (۲ ۱۳ (۱

کرد؟ ایجاد ͬ توان م اولیه) کلمه ی احتساب (با کلمه چند حداکثر هزینه واحد ١۴ با ١٣
۱۶۲ (۵ ۸۱ (۴ ۲۴۳ (۳ ۱۲۸ (۲ ۱۰۰ (۱

پرداخت را تومان n مقدار بخواهیم و داریم ... و تومانͬ a۲ تومانͬ، a۱ اسͺناس های کشور، ͷی در کنید فرض
که صورتͬ در بͽیریم). پس را پول بقیه  ی و بپردازیم را مقداری ͬ توانیم نم یعنͬ است یͷ طرفه (پرداخت کنیم
و ۵۰, ۱۰۰, ۲۰۰, ۵۰۰ اسͺناس های اگر مثال برای ͬ گوییم. م خوب عددی را n کرد، پرداخت را تومان n بتوان
n مانند عددی هم چنین نیست. خوب عددی ٢٩۵٣ اما است؛ خوب عددی ٢٩٠٠ باشیم، داشته تومانͬ ۱۰۰۰
شود. استفاده بار ͷی حداکثر اسͺناس نوع هر از که طوری کرد؛ پرداخت را تومان n بتوان اگر گوییم، عجیب را

نیست. عجیب ٩٠٠ قبل مثال در
نفر ͷی کنید فرض ͬ نامیم. م f(n) را پرداختش برای اسͺناس ها تعداد کمینه ی باشد، خوب عدد ͷی n اگر

کند: انتخاب پرداخت برای را زیر الͽوریتم
١ سؤال: دفترچه ی کد ٣ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
ͬ کنیم م پرداخت را مبلغ این ͬ کنیم. م انتخاب را نیست بیش تر n از آن مقدار که اسͺناسͬ بزرگ ترین مرحله هر در

شود. انجام کامل طور به پرداخت تا ͬ دهیم م ادامه را روش همین پول باقͬ برای و
کشور، ͷی به شود. f(n) برابر ͬ کنیم، م پرداخت بالا الͽوریتم با که اسͺناس هایی تعداد اگر گوییم، زیبا را n عدد

باشند. نیز زیبا خوب،  طبیعͬ اعداد تمام اگر گوییم، افسانه ای
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

اسͺناس  نوع ͷی ͬ خواهیم م باشیم. داشته تومانͬ ۱, ۳, ۳۲, ۳۳, ... اسͺناس های کشور، ͷی در کنید فرض ١۴
که n عجیب اعداد تعداد گزینه کدام کردن اضافه با کنیم. اضافه اسͺناس های مان به زیر گزینه های بین از

است؟ گزینه ها بقیه از بیش تر ۱ ⩽ n ⩽ ۲۴۹
۲ (۵ ۷ (۴ ۵ (۳ ۴ (۲ ۶ (۱

نیست؟ افسانه ای کشور ͷی به مربوط گزینه کدام باشند. مختلف کشور ۵ اسͺناس های زیر گزینه های کنید فرض ١۵
۱, ۲, ۴, ۸, ... (۱
۱!, ۲!, ۳!, ... (۲

۲n)ها) + ۱) و ١) ۱, ۲, ۳, ۵, ۹, ... (۳
۱, ۴, ۹, ۱۶, ... (۴
۴ و ٣ گزینه  های (۵

n× n ماتریس ͷی گراف، مسیر یاب ماتریس بͽیرید. نظر در را ۱, ۲, ..., n رئوس با G رأسͬ n ساده ی گراف
رئوس از دنباله ای (مسیر است j رأس و i رأس بین مسیرهای تعداد آن، jام ستون و iام سطر درایه ی که است

است). آمده بار ͷی حداکثر رأس هر و دارد وجود یال ͷی متوالͬ رأس دو هر بین که است
ͬ دهیم. م قرار ماتریس در را ۱ مقدار باشد، i = j که صورتͬ در

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

باشد؟ مسیریاب ماتریس ͷی ͬ تواند م زیر، ماتریس های از ͷی کدام ١۶
١ ٣ ٣ ٣ ٣
٣ ١ ٣ ٣ ٣
٣ ٣ ١ ٣ ٣
٣ ٣ ٣ ١ ٣
٣ ٣ ٣ ٣ ١

:٢ ماتریس

١ ١ ١ ٢ ١
١ ١ ١ ٢ ١
١ ١ ١ ١ ١
٢ ٢ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١

:١ ماتریس

١ ٣ ٣ ٢
٣ ١ ٢ ٣
٣ ٢ ١ ٣
٢ ٣ ٣ ١

:۵ ماتریس
١ ۴ ٣ ٣
۴ ١ ٣ ٣
٣ ٣ ١ ٣
٣ ٣ ٣ ١

:۴ ماتریس
١ ١ ٢ ١
١ ١ ٢ ٢
٢ ٢ ١ ٢
١ ٢ ٢ ١

:٣ ماتریس

۵ ماتریس (۵ ١ ماتریس (۴ ۴ ماتریس (۳ ٣ ماتریس (۲ ٢ ماتریس (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ۴ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
دهیم. تشخیص را گراف مؤلفه های تعداد گراف، ͷی مسیریاب ماتریس خانه های از تعدادی پرسیدن با ͬ خواهیم م ١٧

ͬ رسیم؟ م هدف به تضمینͬ طور به گام چند حداقل در پرسید. را ماتریس خانه های از ͬͺی ͬ توان م گام هر در
(
n

۲
) (۵ (

n−۱
۲
)
+ ۱ (۴ n− ۲ (۳ n− ۱ (۲ n (۱

برشͬ، (رأس فهمید؟ ͬ توان م همواره را زیر موارد از تا چند پاسخ گراف، ͷی مسیریاب ماتریس از استفاده با ١٨
یابد.) افزایش گراف همبندی مؤلفه های تعداد آن حذف از پس که است رأسͬ

دارد؟ برشͬ رأس گراف آیا •

است؟ برشͬ v رأس آیا •

نه؟ یا دارد وجود یال u و v رأس دو بین •

دارد؟ دور مجزا) لزوما (نه ٢ حداقل گراف آیا •

۴ (۵ ۲ (۴ ۰ (۳ ۳ (۲ ۱ (۱

هر مرحله هر در که نحوی به ͬ دهند م مسابقه هم با مرحله n در تیم ۲n که است صورت بدین حذفͬ جام روال
شͺست که تیم هایی و ͬ شود) م انجام مسابقه ۲n−۱ اول مرحله ی در (مثلا ͬ دهد م مسابقه دیͽر تیم ͷی با تیم
ترتیب همین به دوباره و ͬ روند م بعد مرحله ی به تیم ها)  دیͽر (نیمه ی شده پیروز تیم های ͬ شوند. م حذف بخورند

ͬ شود. م نامیده قهرمان تیم که بماند باقͬ تیم ͷی فقط که جایی تا ͬ دهند م مسابقه
برابر هم با تیمͬ دو هیچ (قدرت ͬ دهد م نشان نیز را تیم آن قدرت که دارد ۲n − ۱ تا ٠ بین عددی تیم هر
هر که شرایطͬ در مͽر باشد داشته بیشتری قدرت که شد خواهد پیروز تیمͬ تیم، دو بین مسابقه ی در نیست).

ͬ کند. م مشخص سوال
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

بنویسیم دو مبنای در را تیم دو قدرت اگر مسابقه ͷی در .(n = ۶) ͬ شود م برگزار تیم ۶۴ شرکت با مسابقات این ١٩
قوی تر تیم صورت این غیر در شوند، پیروز است ممͺن تیم دو هر باشند برابر ͬͺی جز به آنها رقم های همه ی و
هم با ۷ و ۱۶ اگر اما شوند. پیروز ͬ توانند م تیم دو هر بدهند، مسابقه هم با ۱۰ و ۲ اگر مثال برای ͬ شود. م پیروز

است؟ تیمͬ چه شود قهرمان است ممͺن که تیمͬ ضعیف ترین شد. خواهد پیروز ۱۶ حتما بدهند، مسابقه
۹ (۵ ۱ (۴ ۱۵ (۳ ۰ (۲ ۳۱ (۱

ممͺن و ندارند کافͬ آمادگͬ ۵ و ۱۴  ،۲۳ ،۳۱ تیم چهار و (n = ۵) دارند حضور تیم ۳۲ حذفͬ جام ͷی در ٢٠
شود قهرمان است ممͺن که تیمͬ ضعیف ترین شرایط این با بخورند. شͺست اتفاقͬ طور به مسابقه ͷی در است

است؟ تیمͬ چه
۰ (۵ ۴ (۴ ۱ (۳ ۱۶ (۲ ۱۵ (۱

شود. پیروز مسابقه ͷی در اتفاقͬ طور به است ممͺن تیم هر و (n = ۴) دارند حضور تیم ۱۶ حذفͬ جام ͷی در ٢١
است؟ تیمͬ چه شود قهرمان است ممͺن که تیمͬ ضعیف ترین

۷ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۶ (۲ ۳ (۱

ͬ دانیم م فقط و نداریم اعداد درباره ی اطلاعاتͬ هیچ ما داریم. اعداد از a۱, a۲, ..., an مانند صعودی اکیدا دنباله ای
عدد مͺان ͬ خواهیم م و است دنباله کجای ͬ دانیم نم اما است موجود دنباله این در x عدد هستند. صعودی اکیدا
١ سؤال: دفترچه ی کد ۵ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
ai با x مقایسه ی نتیجه ی ما به سپس کنیم؛ انتخاب را aiها از ͬͺی ͬ توانیم م مرحله هر در بیابیم. را دنباله در x

ͬ شود: م داده گزارش زیر عبارات از ͬͺی یعنͬ ͬ شود؛ م گفته
x < ai, x = ai, x > ai

است. شده داده wi است. wi برابر ،x با ai عدد مقایسه ی هزینه ی
این تضمینͬ طور به بتوان که هزینه ای کمینه ی بیابد. را دنباله در x عدد مͺان که دهیم ارائه الͽوریتمͬ ͬ خواهیم م

داد انجام را کار
f(w۱, w۲, ..., wn)

(منظور شد خواهد ⌊lg(n)⌋ برابر مقدار این باشند، ١ برابر wiها اگرتمام داد نشان ͬ توان م مثال برای ͬ نامیم. م
است). ٢ مبنای در n لͽاریتم ،lg(n) از

دهید پاسخ زیر سؤال ۴ به بالا توضیحات به توجه با

مقدار ٢٢
f(۲, ۳, ..., ۱۰, ۱, ۲, ۳, ..., ۱۰, ..., ۱, ۲, ۳, ..., ۱۰
︸ ︷︷ ︸

عدد ٣١٩
)

است؟ چند
۱۶ (۵ ۱۹ (۴ ۲۰ (۳ ۲۶ (۲ ۲۷ (۱

مقدار ٢٣
f(۱, ۱, ..., ۱
︸ ︷︷ ︸

عدد ۵١١
, ۲, ۲, ..., ۲
︸ ︷︷ ︸

عدد ۵١١
)

است؟ چند
۱۸ (۵ ۱۲ (۴ ۲۷ (۳ ۱۹ (۲ ۱۱ (۱

مقدار باشد. n ⩾ ۴ کنید فرض ٢۴
f(n, n۲, n۳, ..., nn)

است؟ چند
nn−۳ + nn−۱ (۱⌊

n
n

۲ + n
۳n
۴ + n

۷n
۸ + ...

⌋

(۲
∑

۱⩽۲k+۱⩽n n
۲k+۱ (۳

⌊lg(۱+ n+ n۲ + ...+ nn)⌋ (۴
n+ n۲ + ...+ nn−۱ (۵

هستند؟ درست همواره زیر گزاره های از تا چند هستند. متمایز wiها تمام و n ⩾ ۳ کنید فرض ٢۵
ͬ کند. نم انتخاب را بیشینه wi اول مرحله ی در بهینه ای الͽوریتم هیچ •

١ سؤال: دفترچه ی کد ۶ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
|
∑

j<i wj −
∑

j>i wj| که ͬ کند م انتخاب را wiای اول، مرحله ی در که دارد وجود بهینه ای الͽوریتم •

باشد. داشته را ممͺن مقدار کم ترین
نکند. انتخاب را a۱ مرحله ای، هیچ در که دارد وجود بهینه ای جواب •

کند. انتخاب را کمینه wi اول، مرحله ی در که دارد وجود بهینه ای جواب •

۳ (۵ ۰ (۴ ۲ (۳ ۴ (۲ ۱ (۱

١ سؤال: دفترچه ی کد ٧ ١٣٩۴/٢/١۵
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ୑و୓ن جوان

 نوشته شوداين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي 

 امتیاز ۰۳........... ........................................................................................................................................................... در منهتن رضاعلیفرهاد و 
𝑚یک جدول رضاعلیفرهاد و  × ,𝑚) دارند ݊  ݊ > ام جدول را -݆ام و ستون -݅ی واقع در سطر کنند. خانهو روی آن بازی می (1

,݅)با ,1ݎ)ی دو خانه یفاصلهدهیم. نشان می  (݆ c1)   2ݎ)و, 1ݎ|را برابر  (2ܿ − |2ݎ + |ܿ1 − کنیم. برای مثال، در تعریف می |2ܿ
 است: ۵ی مشخص شده برابر ی دو خانهجدول زیر، فاصله

 

 
 

,a1ی خانه ݇فرهاد  a2, … , ak را  ܺیک خانه از جدول مانند  رضاعلیگوید؛ سپس می رضاعلیکند و به از جدول را انتخاب می
,1ܾکند و پس از این انتخاب، اعداد انتخاب می ܾ2, … , ܾ௞ ܾگوید که را به فرهاد می௜ی تا خانه ܺی ی خانه، فاصلهai  .در است

 عدد، ݇حال باید فرهاد با توجه به این گوید. را تا آن خانه به فرهاد می ܺی ی انتخابی فرهاد، فاصلهبه ازای هر خانه رضاعلیواقع 
را بفهمد. فرض کنید هر دو نفر  رضاعلیی مورد نظر برد که خانهی( را پیدا کند. فرهاد در صورتی مܺ) رضاعلیی مورد نظر خانه

 کنند.به بهترین نحو ممکن بازی می
خانه که  ݇های انتخاب این خانه داشته باشد که ببرد، تعداد روش ݇ترین عددی باشد که فرهاد، روشی برای انتخاب کم ݇اگر 

 نمره بگیرید. 5۵توانید می ،݇ یافتنبا تنها توجه کنید  رسد را حساب کنید.ها، به هدفش میفرهاد با انتخاب آن
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ୑و୓ن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 امتیاز ۰۵........... ...................................................................................................................................................................................... زبان اعصاب
ابع را واره دوست داشت که توابع را به صورت ساده بیان کند. به همین دلیل، امروز به این نتیجه رسید که اکثر توفرهاد هم

سازی برخی از این توابع خواهیم که به فرهاد در پیادهسازی کرد. از شما میگر ساده پیادهتوان با تعدادی تابع اولیه و عملمی
به  رضاعلیها، اعدادی صحیح و نامنفی هستند. چنین فرهاد تنها به توابعی عǈقه دارد که ورودی و خروجی آنکمک کنید. هم
 ی زیر را پیشنهاد داده است:ی اولیهفرهاد توابع ساده

 
دهیم. برای نشان می ݖدهد. این تابع را با را تحویل می 0گیرد و در خروجی، عدد : این تابع تنها یک ورودی میتابع پوچ .1

(10)ݖ مثال = 0. 

݊در ورودی به آن داده شود، عدد  ݊گیرد و اگر عدد : این تابع تنها یک ورودی میگرتابع افزون .2 + را به عنوان  1
(5)ܿ݊݅ دهیم. برای مثالنشان می ܿ݊݅دهد. این تابع را با خروجی تحویل می = . فرهاد برای سادگی نمادی نیز 6

ݔتعریف کرده است. او به جای  +  کند.استفاده می ′ݔاز نماد  (ݔ)ܿ݊݅یا همان  1

,௜ܲ௡(ܽ1: این توابع به صورت توابع بازتاب .3 ܽ2, … , ܽ௡)  امین عدد را تحویل -݅گیرند و عدد از ورودی می݊ هستند که
گرداند. به عنوان مثالی واره سومین ورودی را برمیورودی، هم 10تابعی است که با گرفتن  3ܲ10دهند. برای مثال تابع می

,0)2ܲ3دیگر  10, 8) =  است. 10

 
گرهای زیر را نیز به فرهاد پیشنهاد داده است. عمل رضاعلی توان کرد. به همین دلیلبا توابع باǇ به تنهایی کار خاصی نمی

 توان توابع جدید ساخت.گرها این است که با گرفتن چند تابع میی این عملفایده
 

گر توابع ورودی بگیرد. سپس این عمل ݉، ݂گیرد. فرض کنید می ݂گر یک تابع اصلی : این عملگر ترکیبعمل .1 ݃1, ݃2, … , ݃௠ ݃گیرد که از ورودی تحویل می را نیز௜- 1ݔگیرند )مثلن سانی میهای یکورودیها, ,2ݔ … , . به (௡ݔ
,1ݔ)ℎشود که ساخته میℎ این ترتیب تابع جدید  ,2ݔ … , ,1ݔ)௡)، ݂(݃1ݔ ,2ݔ … , ,(௡ݔ ,1ݔ)2݃ ,2ݔ … , ,(௡ݔ … , ݃௠(1ݔ, ,2ݔ … ,  ((௡ݔ

,݂]ܰܥ گر را باگرداند. این عملرا برمی ݃1, ݃2, … , ݃௠] 
 دهیم.نشان می

,݂گر، دو تابع : این عملگر بازگشتعمل .2 تابعی با سه ورودی است. ݃ تابعی با یک ورودی و ݂ گیرد که را می ݃
} سازد:)با دو ورودی( را به صورت زیر میℎ گر، تابع بازگشتی سپس این عمل ℎ(ݔ, 0) = ,ݔ)ℎ(ݔ)݂ (′ݕ = ,ݔ)݃ ,ݕ ℎ(ݔ,  ((ݕ
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ୑و୓ن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

ݕ همان  ′ݕکنیم منظور از یادآوری می + ,ݔ)ℎی گر برای محاسبهاست. در واقع این عمل (ݕ)ܿ݊݅یا 1 ، مقدار (′ݕ ℎ(ݔ, ,ݔ)݃کند و سپس حاصل را به صورت بازگشتی محاسبه می (ݕ ,ݕ ℎ(ݔ, گر را با گرداند. این عملرا برمی ((ݕ Pܴ[݂,  دهیم.نشان می [݃
دو مثال زیر را برای بهتر فهمیدن فرهاد  رضاعلیخواست تا چند مثال برای او بزند.  رضاعلیشده بود، از  فرهاد که حسابی گیج

 ارائه کرد:
را به عنوان خروجی  1واره عدد ، همݔاین تابع باید به ازای هر ورودی  را بسازیم.1ݐݏ݊݋ܿ خواهیم تابع فرض کنید می .1

گرهای تعریف شده، بسیار سازی این تابع توجه کنید. توابع و عملسازی این تابع، به هدف پیادهتحویل دهد. قبل از پیاده
توانید مستقیمن یک رسی مستقیم به یک عدد صحیح ندارید و حتی نمیساده و مقدماتی هستند و شما حتی دست

سازیم. پس از ، این تابع را می1بع بدهید؛ به همین دلیل برای ساختن عدد عدد صحیح به عنوان ورودی یک تا
1ݐݏ݊݋ܿ سازی این تابع، پیشنهاد کرد:روش زیر را برای پیاده رضاعلیخواهیم داشت.  1رسی به عدد سازی این تابع، دستپیاده = ,ܿ݊݅]ܰܥ  [ݖ

 1دهد و در انتها خروجی میܿ݊݅ و حاصل یا همان صفر را به تابع ݖ تابع ، ابتدا آن را به ݔاین تابع در واقع با گرفتن عدد 
 شود.برگردانده می
به این نکته توجه کرد که به  رضاعلیرا برگرداند. ݅ ، عدد ثابت ݔتابعی باشد که با گرفتن هر عدد ௜ݐݏ݊݋ܿ فرض کنید 

௖ݐݏ݊݋ܿ سازی کرد:توان به صورت زیر، پیادهرا می௖ݐݏ݊݋ܿ  ، تابع௖−1ݐݏ݊݋ܿثابت، با داشتن تابع ܿ ازای هر  = ,ܿ݊݅]ܰܥ  [௖−1ݐݏ݊݋ܿ

 سازی کرد.توان پیادهرا می௖ݐݏ݊݋ܿ ثابت، تابع ܿ سپس با استقرا نتیجه گرفت به ازای هر 
,ݔو ورودی ( را بسازیم. این تابع باید با گرفتن د݉ݑݏخواهیم تابع جمع )فرض کنید می .2 ݔها )، جمع آنݕ + ( را ݕ

 سازی این تابع به صورت زیر استدǇل کرد:برای پیاده رضاعلیتحویل دهد. 

ݕ در صورتی که » = ݔ گاه حاصل باشد، آن0 + ݔ شود؛ در غیر این صورت، حاصل می ݔبرابر ݕ + برابر ݕ ,ݔ)݉ݑݏ ݕ) − 1)) + ,݂ سازی کرد و کافی است دو تابع توان به صورت بازگشتی، این تابع را پیادهاست. پس می 1 را ݃
 گر بازگشت، تعریف کنیم:برای عمل
 ݔ)݉ݑݏجایی که از آن, 0) = (ݔ)݂ را طوری تعریف کنیم که ݂ ، پس باید تابع ݔ = با 1ܲ1 شود. تابع بازتاب ݔ

(ݔ)݂ند؛ پس اگر قرار دهیم گردارا برمیگرفتن یک ورودی، همان  = ݂ ایم. پس را ساخته݂ ، تابع مطلوب (ݔ)1ܲ1 = 1ܲ1 

 ݔ)݉ݑݏ داریم, (′ݕ = ,ݔ)݉ݑݏ (ݕ + ,ݔ)݉ݑݏ  باید و 1 (′ݕ = ,ݔ)݃ ,ݕ ,ݔ)݉ݑݏ شود. با استفاده از تابع ((ݕ
,ݔ)݉ݑݏتوانیم ورودی سوم آن یا همان ، می݃های تابع روی ورودی 3ܲ3بازتاب  آوریم. سپس  را به دست  (ݕ

,ݔ)݉ݑݏ بدهیم، مقدار مورد نظر یا همان  ܿ݊݅اگر حاصل را به تابع  ,ݔ)݃ شود؛ پس اگر قرار دهیمساخته می(′ݕ ,ݕ ,ݔ)݉ݑݏ ((ݕ  =  ݅݊ܿ ( ,ݔ)3ܲ3 ,ݕ ,ݔ)݉ݑݏ  (((ݕ

= ݃ایم. پس را ساخته݃ تابع مطلوب  ,ܿ݊݅]ܰܥ  3ܲ3]. 
,݂ پس توابع   «گر بازگشت، ساختیم.سازی توسط عملبرای پیادهرا ݃
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ୑و୓ن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

݉ݑݏ سازی زیر را ارائه داد:پس از استدǇل باǇ، پیاده رضاعلی = ܴܲ[ 1ܲ1, ,ܿ݊݅]ܰܥ 3ܲ3]] 

گرهای گفته شده، استفاده کنید. برای سازی توابع زیر، به فرهاد کمک کنید. توجه کنید فقط باید از توابع و عملحال برای پیاده
ها استفاده سازی تابع خواسته شده، از آنسازی کنید و در پیادهتعریف کرده و پیاده تابع کمکیتوانید چند اده نوشتن، میس

 سازی خود بدهید.کنید. در هر قسمت توضیحی کوتاه )در حد چند جمله( نیز برای پیاده
,ݔسازی کنید. این تابع باید دو عدد ( را پیاده݈ݑ݉الف( تابع ضرب ) ݔبه عنوان ورودی بگیرد و  ݕ × را به عنوان خروجی  ݕ

,ݔ)݈ݑ݉تحویل دهد. در واقع باید  (ݕ = ݔ  ×  امتیاز( 1۵شود. ) ݕ
2ݔبه عنوان ورودی بگیرد و ݔ سازی کنید. این تابع باید یک عدد را پیادهݕ݈݋݌ ب( تابع  + ݔ + را به عنوان خروجی تحویل  2

(ݔ)ݕ݈݋݌دهد. در واقع باید  = 2ݔ + ݔ +  امتیاز( 1۵شود. ) 2
را به عنوان خروجی تحویل  !݊را به عنوان ورودی بگیرد و  ݊سازی کنید. این تابع باید عدد ( را پیادهݐ݂ܿܽپ( تابع فاکتوریل )

(݊)ݐ݂ܿܽدهد. در واقع باید  =  امتیاز( 1۵شود. ) !݊
,ݔسازی کنید. این تابع باید عدد ( را پیاده݊݅݉ت( تابع مینیمم ) تر را از میان دو عدد را به عنوان ورودی بگیرد و عدد کوچک ݕ ,ݔ ,7اگر و  3به عنوان ورودی به این تابع داده شوند، باید عدد  3,4تحویل دهد. برای مثال اگر  ݕ به  7داده شوند، باید عدد  7

 امتیاز( 2۵عنوان خروجی داده شود. )
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 امتیاز 53.. .......................................................................................................................................................................................... بهروزهای توپ
𝑏توپ دارد ) نوع ݊جعبه و  𝑏 بهروز ≥ تواند در چند (. در هر جعبه، تعدادی توپ وجود دارد. توجه کنید یک نوع توپ می݊

توپ انتخاب کرد؛ طوری که هیچ دو  یکتوان از هر کدام، ای را در نظر بگیریم، میجعبه ݊دانیم هر د داشته باشد. میجعبه وجو
را بیابید )در  ݏی ممکن باشد. کمینه ݏها های جعبهنوع نباشند. فرض کنید مجموع تعداد توپتوپ انتخاب شده، هم ݊توپی از 

ݏبا  حالتی هیچتوپ داشته باشیم؛ ولی  ݏبا  ه حالتیکپیدا کنید  sواقع شما باید یک  −  توپ وجود نداشته باشد(.  1
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 امتیاز 56............. ................................................................................................................................................................ اوناس!گذاری واسبمب
ی مستقیم دوطرفه وجود دارد یا وجود ندارد. دو شهر را شهر دارد و بین هر دو شهر، یا جاده یدر یک دنیا، هر کشور تعداد

توان با طی کردن تعدادی جاده، به هر شهر دانیم از هر شهر میی مستقیم به هم وصل باشند. میگوییم، اگر با جادهمی مجاور
گیریم که برای رفتن از یکی از این دو شهر به دیگری هایی در نظر میترین تعداد جادهبین دو شهر را کم یفاصلهرسید. دیگر 

 باید طی کرد.
,1های استان با شماره 𝑘این کشور از یک پایتخت و  کنند.زندگی می سماواسو فرهاد، در کشور  رضاعلیالف(  2, … , 𝑘  تشکیل

,1های شهر با شماره ௜ܽ، ݅شده است. استان  2, … , ܽ௜  به هم، ... و  ۳و  ۲به هم، شهرهای  ۲و  ۱، شهرهای ݅دارد. در هر استان
– ௜ܽشهرهای  های این به پایتخت جاده دارند. در واقع جاده ௜ܽو  ۱، شهرهای ݅چنین در هر استان به هم جاده دارند. هم ௜ܽو  1 

 کشور مانند شکل زیر است:
 

 
 

اند، برای پیدا و فرهاد که به تازگی پلیس شده رضاعلیگذاری کرده است. یک تروریست در یکی از شهرهای این کشور، بمب
گاه را استفاده این دست ܶیاب دارند. اگر در شهری مانند گاه بمبها یک دستاند. آنگذاری شده، مأمور شدهکردن شهر بمب

گاه در میان دستگذاری نشده باشد، بمب ܶگوید و اگر شهر گاه به ما میاری شده باشد، دستگذبمب ܶچه شهر چنانکنند، 
گذاری شده دارد )اگر چند شهر با این خاصیت وجود ترین فاصله را با شهر بمبدهد که کم، شهری را نشان میܶشهرهای مجاور 

و  رضاعلیبر است؛ پس گاه، بسیار هزینه. استفاده از این دستدهد(ها را نشان میگاه به طور تصادفی یکی از آنداشت، دست
ها باید از ترین تعداد دفعاتی که آنکم گذاری شده را پیدا کنند.گاه، شهر بمبترین تعداد استفاده از دستخواهند با کمفرهاد می

,1ܽ اعداد چقدر است؟ پاسخ را بر حسب بتوانند بمب را پیدا کنند،اه استفاده کنند تا گدست ܽ2, … , ܽ௞ ( .۱۱بیان کنید )امتیاز 
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ୑و୓ن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 
ماس تصمیم گرفته است از گروهی زبده برای نیز رخ داد. پادشاه کشور ماس ماسماسگذاری، در کشور ب( اتفاق ناگوار بمب

ماس، پادشاه و فرهاد در خنثی کردن بمب کشور واس رضاعلیی العادهکرد فوقخنثی کردن این بمب استفاده کند. پس از عمل
ماس به هر شهر، یک شان بسپارد. پادشاه کشور ماسگاه عجیبماس تصمیم گرفت مأموریت را به این دو نفر و دستکشور ماس

و فرهاد، اطǈعاتی در مورد  رضاعلیی دورترین شهر کشور تا شهر مذکور است. عدد نسبت داده است و آن عدد برابر با فاصله
است.  ݎترین عدد نسبت داده شده به شهرها، دانند کمها فقط میماس ندارند. آنکشی کشور ماسی جادهتعداد شهرها و نحوه

ه، گادست بار استفاده از  (ݎ)݂شی کشور، خواهند توانست با حداکثرکی جادهکنند پس از گرفتن نقشهو فرهاد ادعا می رضاعلی
دهد. با توجه به این که فرهاد و ها میآن گذاری شده را پیدا کنند. پادشاه نیز پس از شنیدن این حرف، نقشه را بهشهر بمب

 امتیاز( ۲6را بیابید. ) (ݎ)݂ ی کمینه دانند،ها را نمیآنکشی ی جادهتعداد شهرها و نقشههنگام بیان ادعا،  رضاعلی
 

ها این بار تصمیم گرفتند در کشور دوست و س از خنثی شدن دو اقدام قبلی، دو چندان شد و آنگذاران پج( عصبانیت بمب
کشی شده باشند، شهر دارد. ثابت کنید هر گونه شهرهای این کشور جاده ݊گذاری کنند! این کشور ( بمبماسباسسایه )هم

⌊(݊)݈݃⌋از  ترکمتوانند با و فرهاد می رضاعلی  +  گذاری شده را پیدا کنند.گاه، شهر بمباز دست بار استفاده 1
(1024)݈݃است. برای مثال  ۲در مبنای  ݊، لگاریتم (݊)݈݃توجه: منظور از  = (20)݈݃و  10 = 4.32192 چنین است. هم …

⌊2.3⌋تر نیست. برای مثال بزرگ xترین عدد صحیحی است که از ، بزرگ⌊ݔ⌋منظور از   = ⌊5⌋و  2   =  امتیاز( ۳۱است. )  5
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
است. آمده آن از پیش دسته هر توضیح و آمده اند چندسؤالͬ دسته ها ی در ٢۵ تا ١٢ سؤال های •

است. یͺسان سؤال ها همه ی امتیاز •

دارد. منفͬ نمره ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره ی چهار سؤال هر به درست جواب •

است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه ها ترتیب •

رو ͷی) عادی سͺه ها این  از تعدادی است. داده قرار میز روی بر ١٣٩۴ تا ١ شماره های با سͺه ۱۳۹۴ رستم ١
ͬ خواهد م سهراب باشد). هم صفر ͬ تواند م تعداد (این هستند شیر رو دو هر سͺه ها بقیه ی و خط) رو ͷی و شیر
از تعدادی حرکت هر در ͬ تواند م تنها او است. بسته چشمانش ولͬ کند پیدا را شیر رو دو هر سͺه های تعداد
به که میز روی سͺه های تعداد رستم آن از پس کند. رو و پشت را آنها بخواهد رستم از و کرده انتخاب را سͺه ها

ͬ گوید. م سهراب به را هستند شیر سمت
سهراب تا است لازم حرکت چند حداقل هستند، شیر سمت به سͺه ۱۰۰ دقیقا کار ابتدای در ͬ داند م سهراب

بیابد؟ را شیر رو دو سͺه های تعداد
۱۰ (۵ ۱۱ (۴ ۱۳۹۴ (۳ ۱ (۲ ۱۳۹۳ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:
تنها شیر رو دو سͺه های ͬ دانیم م ͬ رسیم. م هدف به کند رو و پشت را سͺه ها تمامͬ سهراب اول حرکت در اگر
خواهد ١٢٩۴ سهراب جواب نباشند اینگونه آنها از هیچ کدام اگر بودند. شیر ابتها که هستند سͺه ای ١٠٠ بین در
تعداد کند، اعلام را x سهراب اگر نتیجه در ͬ یابد. م افزایش تعداد این شیر، رو دو سͺه ی هر ازای به ولͬ بود.
□ است. x− ۱۲۹۴ برابر شیر رو دو سͺه های

اعداد مجموع که صورتͬ به دهیم،  قرار را ٩ تا ١ اعداد زیر، جدول خانه های در ͬ خواهیم م ٢
شده مشخص نیز (۵ و ١) اعداد از تا دو جای باشد. برابر قطر،  هر و ستون هر سطر، هر

است.
که است جدول از خانه هایی اعداد مجموع برابر f(L) صفحه، در L مانند خط ͷی برای
نقطه ی ٢ حداقل اگر دارد، تقاطع L خط با جدول از خانه ͷی) دارند تقاطع خط، آن با

(هر است؟ چند ممͺن خط های و جدول ها تمام میان در ،f(L) ممͺن بیشینه ی باشد). داشته خط آن با مشترک
است) واحد طول به مربع ͷی جدول از خانه

۳۰ (۵ ۲۷ (۴ ۳۱ (۳ ۳۲ (۲ ۲۵ (۱
است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

حداکثر خط هم چنین ͬ شود. م پر یͺتا صورت به جدول بͽیریم، نظر در ͬͺی را متقارن حالت های و دوران ها اگر
نگذرد ٨ از اگر کرد. خواهد تولید را ٢٧ مجموع حداکثر بͽذرد، ٨ از بخواهد خط اگر بͽذرد. خانه ۵ از ͬ تواند م
□ دارد. وجود آن مثال که بود خواهد ممͺن بیشینه ی ۴+ ۵+ ۶+ ۷+ ۹ = ۳۱ نیز،

است، آمده چینش این در S رشته ی ͬ گوییم م بچینیم. دایره دور را ١ و ٠ رقم ٧ ͬ خواهیم م ٣
ترتیب به دادن شان قرار هم کنار با که باشند داشته وجود دایره در متوالͬ رقم چند اگر
ͬ نامیم. م f(S) را چینش در S وجود دفعات تعداد شود. تشͺیل S رشته ی ساعت گرد،
است. f(۰۱۱۱۰) = ۰ و f(۱۱) = ۳ و f(۱۱۰) = ۱ روبرو، چینش در مثال، برای
حداکثر که S دودویی رشته ی هر ازای به بͽیرید. نظر در را دایره دور اعداد چینش ͷی

عدد این مقابل شͺل در مثال عنوان (به ͬ کنیم م جمع هم با را مقادیر این و ͬ کنیم م محاسبه را ۲f(S) دارد، رقم ٣
است.) f(S) = ۰ ندارند وجود چینش در که رشته هایی (برای است؟ چند حداقل نهایی عدد ͬ شود). م ٧٠ برابر
١ سؤال: دفترچه ی کد ١ ١٣٩۴/٢/١۵

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



'

&

$

%

کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
۵۳ (۵ ۶۳ (۴ ۵۶ (۳ ۵۱ (۲ ۵۵ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:
باشند. یͺسان اعداد از تا ۴ است این حالت بهترین رقمͬ ͷی رشته های ازای به

باشد. داشته وجود بار ١ حالت ͷی از و بار ٢ حالت سه از که است این حالت بهترین رقمͬ دو رشته های ازای به
از و باشد آمده بار ͷی حداکثر حالت هر از که است این حالت بهترین رقمͬ سه رشته های ازای به نهایت در و

نیاید. اصلا رشته ͷی
با است. بهینه جواب این نتیجه در و ͬ رسیم م حالتͬ چنین به باشد ١١١٠٠١٠ صورت به دایره دور دنباله اگر
□ است. مسئله پاسخ که ͬ آید م بدست ۵٣ عدد فوق اعداد مجموع محاسبه ی

دایره ها رنگ باشد. سیاه یا سفید ͬ تواند م دایره هر داریم. روبرو شͺل همانند دایره ١۵ ۴
ͬ گردد: م مشخص زیر صورت به

باشند. سیاه یا سفید ͬ توانند م مستقل صورت به بالا سطر دایره های •

دایره ی دو اگر تنها و اگر هستند، سیاه رنگ به بالا) سطر جز به (همه دایره ها بقیه ی •

باشند. ناهمرنگ آن بالای سطر مجاور
باشیم؟ داشته ͬ توانیم م سیاه دایره ی چند حداکثر ممͺن، حالات تمامͬ بین در

۱۳ (۵ ۱۲ (۴ ۹ (۳ ۱۱ (۲ ۱۰ (۱
است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

چهار هر در دیͽر طرف از داریم. سیاه دایره ی ١٠ که ͬ دهد م نشان را روشͬ مقابل شͺل
حداکثر جواب نتیجه در داریم، سفید دایره ی ͷی حداقل شده داده نشان شͺل در که مثلثͬ
سیاه دیͽر خانه ی سه باشد، ١١ جواب که باشند داشته وجود حالتͬ اگر بود. خواهد ١١
به صورت این در که کرد پر را دایره ها ͬ توان م آنها بودن سیاه فرض با ولͬ بود خواهند
□ ͬ رسیم. نم دایره ١١

مجموع در کشیده ایم. تخته روی را ممͺن حالات تمامͬ کنید فرض قبل، مسئله ی در ۵
داشت؟ خواهیم سیاه دایره ی چند

۲۲۴ (۵ ۲۰۸ (۴ ۲۵۶ (۳ ۲۱۶ (۲ ۲۴۰ (۱
است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

جمع هم با را سطر پنج اعداد نهایت در و نمود محاسبه مجزا بصورت را سطر هر سیاه دایره های مجموع ͬ توان م
کرد.

مستقل دیͽر طرف از شده اند. برعکس دایره ها همه ی رنگ که دارد معکوس حالت ͷی وضعیت، هر سطر هر در
برای (چون ͬ شود م ظاهر یͺسانͬ وضعیت تعداد در مشخص سطر ͷی در وضعیت هر دایره ها، رنگ انتخاب از
ترتیب بدین برسیم). اول سطر به تا ... و انتخاب ۴ بالاتر تا دو سطر برای داریم، انتخاب ٢ آن بالایی سطر
کل تعداد با است برابر جواب پس هستند. سیاه نیمͬ و سفید دایره ها از نیمͬ سطر هر در میانگین بصورت
□ .۱۵×۲۵

۲ = ۲۴۰ ͬ شود: م که ٢ بر تقسیم دایره ها

جایͽشت ͷی ۶
π = ⟨π۱, π۲, ..., π۹⟩

١ سؤال: دفترچه ی کد ٢ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
که است πi مانند جایͽشت از اعضایی تعداد برابر π جایͽشت عدد بͽیرید. نظر در را ۱, ۲, ..., ۹ اعداد از
گرفتن نظر در با است. ۵ برابر ⟨۵, ۶, ۳, ۴, ۲, ۱, ۷, ۹, ۸⟩ جایͽشت عدد مثال برای باشد. برابر πi و i زوجیت

است؟ چند جایͽشت ͷی عدد میانگین طور به ممͺن، جایͽشت های تمام
۹
۲ (۵ ۵ (۴ ۴۱

۹ (۳ ۱۳
۳ (۲ ۸۱

۱۹ (۱
است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

است: زیر شرح به ساده تر راه اما کرد حل را مسئله شمارش و حالت بندی با ͬ توان م
که دارد وجود خاصیت این ریاضͬ امید در ͬ گیریم. م نظر در باشد برابر πi و i زوجیت که آن احتمال برابر را ai
شده، خواسته ریاضͬ امید پس متغیرهاست؛ آن تک تک ریاضͬ امید جمع با برابر متغیر چند جمع ریاضͬ امید

با: است برابر شده خواسته مقدار پس است. ai‐ها جمع با برابر
۴× ۴+ ۵× ۵

۹ =
۴۱
۹

□

صورت به را ١ عدد ͬ خواهیم م است. طبیعͬ عددی n که باشد ۱
n

صورت به گاه هر ͬ گوییم، م وارونه را عدد ͷی ٧
داد؟ انجام را کار این ͬ توان م ۲ ⩽ k ⩽ ۶ مقدار چند ازای به بنویسیم. متمایز وارونه ی عدد k جمع

۴ (۵ ۰ (۴ ۵ (۳ ۱ (۲ ۳ (۱
است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:

از حاصل باشد، j = ۱ یا i = ۱ اگر باشد. ۱ = ۱
i
+ ۱

j
باید زیرا داد انجام را کار این ͬ توان نم k = ۲ ازای به

شد. خواهد ١ از کم تر حاصل پس باشند. ۲ برابر دو هر ͬ توانند نم طرفͬ از و i, j ⩾ ۲ پس ͬ شود. م بیش تر ١
است: انجام قابل زیر شͺل به کار k = ۳ ازای به

۱ =
۱
۲ +

۱
۳ +

۱
۶

جمع ۱
۲ با را حاصل و کنید ٢ در ضرب  را کسرها تمام مخرج باشد. برقرار k = m ازای به کار کنید فرض حال

است. انجام قابل کار k = ۳, ۴, ۵, ۶ ازای به پس ͬ شود. م انجام نیز k = m+ ۱ برای کار ترتیب این به کنید.
□

دارد. مهاجم ٢ و ͷهافب ۴ و مدافع ۴ دروازه بان، ١ یعنͬ ͬ کند؛ م بازی ۴− ۴− ۲ سیستم با سلطان، فوتبال تیم ٨
ͬ دهد. م پاس یا ͬ کند م گل به تبدیل شوت، ͷی با را آن یا ͬ رسد، م تیم این در بازیͺن ͷی به که توپی هر

برای ͬ کند؛ م بازی عقب تر خطوط در یا و رسیده او به توپ قبلا که بدهد پاس بازیͺنͬ به ندارد حق بازیͺنͬ هیچ
ͷی یا و نرسیده آن به توپ که ͬͺهافب ͷی به ͬ تواند م اما بدهد، پاس مدافع ͷی به ͬ تواند نم ͷهافب ͷی مثال

بدهد. پاس مهاجم
١ سؤال: دفترچه ی کد ٣ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
طریق چند به زیر). شͺل (همانند بزند گل ͷی ͬ خواهد م تیم و است دروازه بان اختیار در ابتدا در توپ کنید فرض

بزند.) گل مستقیم ضربه ی ͷی با ͬ تواند م هم دروازه بان (حتͬ داد؟ انجام را کار این ͬ توان م
۲۱۱۲۵ (۵ ۲۸۶۲۵ (۴ ۵۰۴۳ (۳ ۱۱۵۲ (۲ ۲۳۰۴ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:
ͬͺی به توپ رسیدن لحظه ی از را حالاتͬ تعداد ͬ خواهیم م باشد. داشته نفر k سیستم این در خط ͷی کنید فرض
تعداد این کنیم. حساب شوت) یا جلو به رو پاس (با خط این از توپ کردن بیرون لحظه ی تا خط این بازی کنان از
غیر در نرسد. خط این بازی کنان از ͷی هیچ به اصلن توپ که دارد وجود حالت ͷی ͬ نامیم. م ak را حالات
حالت ak−۱ به کار بقیه ی انجام دارد. وجود خط این در کننده شروع بازی کن انتخاب برای حالت k صورت این

پس است. انجام قابل خط این بازی کنان بقیه ی توسط
ak = kak−۱ + ۱

ͷهافب خط در توپ حالات تعداد در ضرب دفاعͬ خط در توپ حالات ”تعداد برابر پاسخ ضرب اصل طبق حال
برابر پاسخ پس است. حمله” خط در توپ حالات تعداد در ضرب
a۴ × a۴ × a۲

طرفͬ از بود. خواهد
a۱ = ۲, a۲ = ۲× ۲+ ۱ = ۵, a۳ = ۳× ۵+ ۱ = ۱۶, a۴ = ۴× ۱۶+ ۱ = ۶۵

برابر پاسخ پس
۶۵× ۶۵× ۵ = ۲۱۱۲۵

□ است.
گرفته اند: جای جعبه هفت در زیر، شͺل به که داریم سفید توپ سه و سیاه توپ سه ٩

هر در است. صفر مجاور جعبه ی دو فاصله ی مثال برای است. دو آن بین جعبه های تعداد جعبه دو فاصله ی
انتقال خالͬ خانه ی به را است ͷی حداکثر خالͬ، جعبه ی ͷی با جعبه اش فاصله ی که توپ ͷی ͬ توان م حرکت
سمت جعبه ی سه در سیاه توپ سه و چپ سمت جعبه ی سه در سفید توپ سه که برسیم حالتͬ به ͬ خواهیم م داد.

است؟ لازم کار این برای حرکت چند حداقل باشند. راست
۱۶ (۵ ۱۷ (۴ ۱۵ (۳ ۱۳ (۲ ۱۴ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:
خانه ی به تا دهد انجام حرکت دو باید حداقل توپ هر نتیجه در است. خانه چهار توپ هر برای جابجایی ها تعداد
هر نتیجه در هستند. حرکت واحد ͷی شامل همواره آخر و اول حرکت دیͽر طرف از حرکت). ١٢) برسد هدفش

ͬ شود. م حرکت ١۴ مجموع در که دهند انجام اضافه تر حرکت ͷی باید مهره ها آن از کدام
رسید. انتها به واحدی) ٢ حرکات همواره حالت دو (بجز روند همین با بتوان باید باشد مسئله جواب ١۴ اگر
باید که ͬ رسد م حالتͬ به بازی حرکت پنج از پس ببینیم تا کنیم پیͽیری را حرکت دنباله ی اول حرکت از کافیست

ͬ شود. م ١۵ جواب به رسیدن برای حرکات تعداد نتیجه در و شود انجام اضافͬ واحدی ͷی حرکت ͷی
□ ͬ شود. م یافت هم حرکت ١۵ با مثالͬ روند همین دادن ادامه با طرفͬ از

١ سؤال: دفترچه ی کد ۴ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
و ͬ کنیم م انتخاب دل خواه به را عدد ͷی ابتدا در بͽیرید. نظر در را ۶ تا ١ اعداد از a۱, a۲, · · · , a۶ جایͽشت ١٠
ai = ۶ برای و aai+۱ عدد ai ̸= ۶ ازای به بعد مرحله ی در بود شده انتخاب ai عدد اگر مرحله هر در سپس
از بعد که کرد انتخاب گونه ای به را اول عدد ͬ توان م مختلف جایͽشت چند ازای به ͬ شود. م انتخاب a۱ عدد

باشند؟ شده انتخاب یͷ بار حداقل جایͽشت اعداد همه ی مرحله، تعدادی
۱۲۰ (۵ ۷۲۰ (۴ ۲۴۰ (۳ ۰ (۲ ۳۴۵ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:
یال ͷی بعدی عدد به عدد هر از که طوری به ساخت جایͽشت گراف دیͽر نوع ͷی ͬ توان م جایͽشت هر برای
وجود حالت ۵! کار این برای که باشد ۶ طول به دور ͷی جایͽشت گراف ͬ خواهیم م ما حالا کرد رسم جهت دار
□ دارد.

داریم: تابع دو است. شده داده S = {۱, ۲, ..., ۷} مجموعه ی ١١
ͬ دهد. م را B و A اشتراک که g(A,B) و A زیرمجموعه ی مͺمل که f(A)

بیرون کیسه از زیرمجموعه تعدادی ͬ خواهیم م ریخته ایم. آن درون را S زیرمجموعه های همه ی که داریم کیسه ͷی
ͬ توان م زیرمجموعه ها تولید (برای کرد تولید را S زیرمجموعه های تمام بتوان توابع و آن ها از استفاده با تا آوریم

کرد). استفاده دل خواه تعداد به زیرمجموعه هر از
از دیͽر زیرمجموعه ی چند حداقل آورده ایم. بیرون کیسه از را {۵, ۶} و {۲, ۵, ۳} ،{۱, ۲, ۵, ۶} کنید فرض

کرد؟ حل را مسئله ͬ توان م آن ها با باشیم مطمئن تا بͺشیم بیرون کیسه
۳ (۵ ۶۴ (۴ ۶۷ (۳ ۶۲ (۲ ۱ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:
{۶} به {۵, ۶} مجموعه ی و مجموعه این تفریق از ͬ رسیم. م {۵} مجموعه ی به مجموعه ٣ هر اشتراک از
تا ١ مجموعه های به را ما که ͬ رسیم م {۱, ۲} ، {۲, ۳} مجموعه ی دو به اول مجموعه ی دو تفریق از ͬ رسیم. م
آمده اند. دو هر یا نیامده اند دو هر ٧ و ۴ یا بͽیریم نظر در که مجموعه ای هر در که اینجاست نکته ͬ رساند. م ٣
باشد. داشته را دو این از ͬͺی که رسید مجموعه هایی به ͬ توان نم فعلͬ مجموعه های حسب بر تابعͬ هیچ با بنابراین
مجموعه های و تفریق عملیات از استفاده با دو. این از ͬͺی شامل باشیم داشته مجموعه ای است کافͬ ضمن در
هر به توابع این از استفاده با سپس ͬ رسیم... م ٧ یا ۴ عضوی تک مجموعه ی به ابتدا آمده بدست عضوی تک
ͬͺی که برسیم مجموعه ای به که داد ادامه ͬ توان م زمانͬ تا را کار این بنابراین ͬ رسیم. م خواستیم زیرمجموعه ای
ͬ باشد. م ۲۶ = ۶۴ با برابر هیچͺدام یا دارند را ٧ و ۴ هردوی یا که مجموعه هایی تعداد باشد. داشته را ٧ یا ۴ از
خواهد جواب ۶٢ داریم، عضو ٣ ابتدا در که آنجا از شود. حل مساله تا باشیم داشته عضو ۶۵ است کافͬ بنابراین
□ بود.

درج و (Copy) کپی اعمال تعداد کم ترین با ͬ خواهیم م و است شده داده متنͬ پرونده ی ͷی درون کلمه ͷی
کنیم. ایجاد آن از نسخه مشخصͬ تعداد (Paste)

کلمات یا و کنیم کپی حافظه در را پرونده درون نوشته شده کلمات از دل خواهͬ تعداد ͬ توانیم م مرحله هر در
چند سپس و کرد کپی بار ͷی ͬ توان م ویرایشͽرها، در پیست و کپی (مثل کنیم. درج پرونده در را حافظه درون

کرد.) درج بار
دارد. هزینه واحد ١ نیز درج هر و واحد ١ کپی هر

دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

١ سؤال: دفترچه ی کد ۵ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
کنیم؟ ایجاد اول کلمه ی با مشابه دیͽر کلمه ی ٩٩ دقیقا ͬ توانیم م هزینه واحد چند حداقل با ١٢

۲۲ (۵ ۱۰ (۴ ۱۴ (۳ ۲۰ (۲ ۱۳ (۱
است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:

بار ͷی ابتدا در اگر اما رسید. صد عدد به ͬ توان م حرکت ١۴ با نهایت در کنیم پیست بار ͷی و کپی بار ͷی اگر
به کنیم پیست بار سه و کپی بار ͷی سپس و کنیم، پیست بار دو و کپی بار ͷی سپس کنیم، پیست بار دو و کپی
حرکات تعداد و داشت خواهیم کلمه ١٠٠ کنیم پیست بار دو و کنیم کپی را کلمه ٣٢ اگر حال ͬ رسیم. م ٣۶ عدد

است. شده تا ١٣
□ ببینید. را بعدی سوال پاسخ بودن کمینه اثبات برای

کرد؟ ایجاد ͬ توان م اولیه) کلمه ی احتساب (با کلمه چند حداکثر هزینه واحد ١۴ با ١٣
۱۶۲ (۵ ۸۱ (۴ ۲۴۳ (۳ ۱۲۸ (۲ ۱۰۰ (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:
که: دید ͬ توان م سادگͬ به کنیم. تعریف هزینه واحد k با کلمه تعداد بیش ترین را f(k) است کافͬ

f(۲) = ۲, f(۳) = ۳, . . . , f(n) = max
k

{kf(n− k)}

ͬ آید: م دست به بنابراین
f(۱۲) = ۸۱, f(۱۳) = ۱۰۸, f(۱۴) = ۱۶۲

□

پرداخت را تومان n مقدار بخواهیم و داریم ... و تومانͬ a۲ تومانͬ، a۱ اسͺناس های کشور، ͷی در کنید فرض
که صورتͬ در بͽیریم). پس را پول بقیه  ی و بپردازیم را مقداری ͬ توانیم نم یعنͬ است یͷ طرفه (پرداخت کنیم
و ۵۰, ۱۰۰, ۲۰۰, ۵۰۰ اسͺناس های اگر مثال برای ͬ گوییم. م خوب عددی را n کرد، پرداخت را تومان n بتوان
n مانند عددی هم چنین نیست. خوب عددی ٢٩۵٣ اما است؛ خوب عددی ٢٩٠٠ باشیم، داشته تومانͬ ۱۰۰۰
شود. استفاده بار ͷی حداکثر اسͺناس نوع هر از که طوری کرد؛ پرداخت را تومان n بتوان اگر گوییم، عجیب را

نیست. عجیب ٩٠٠ قبل مثال در
نفر ͷی کنید فرض ͬ نامیم. م f(n) را پرداختش برای اسͺناس ها تعداد کمینه ی باشد، خوب عدد ͷی n اگر

کند: انتخاب پرداخت برای را زیر الͽوریتم
ͬ کنیم م پرداخت را مبلغ این ͬ کنیم. م انتخاب را نیست بیش تر n از آن مقدار که اسͺناسͬ بزرگ ترین مرحله هر در

شود. انجام کامل طور به پرداخت تا ͬ دهیم م ادامه را روش همین پول باقͬ برای و
کشور، ͷی به شود. f(n) برابر ͬ کنیم، م پرداخت بالا الͽوریتم با که اسͺناس هایی تعداد اگر گوییم، زیبا را n عدد

باشند. نیز زیبا خوب،  طبیعͬ اعداد تمام اگر گوییم، افسانه ای
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

اسͺناس  نوع ͷی ͬ خواهیم م باشیم. داشته تومانͬ ۱, ۳, ۳۲, ۳۳, ... اسͺناس های کشور، ͷی در کنید فرض ١۴
که n عجیب اعداد تعداد گزینه کدام کردن اضافه با کنیم. اضافه اسͺناس های مان به زیر گزینه های بین از

است؟ گزینه ها بقیه از بیش تر ۱ ⩽ n ⩽ ۲۴۹

١ سؤال: دفترچه ی کد ۶ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
۲ (۵ ۷ (۴ ۵ (۳ ۴ (۲ ۶ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:
کرد تولید عدد ͷی ͬ توان م ͬ شد م تولید قبلا که i مثل عدد هر ازای به شود اضافه a مثل سͺه ͷی که صورتͬ در
کمتر مشترک اعداد این تعداد هرچه باشد. قبلͬ اعداد توسط تولید قابل خود عدد این اینکه مͽر a+ i صورت به
عجیب دو هر +a و i حالت چند در ببینیم باید a هر ازای به حال داشت. خواهیم بیشتری عجیب اعداد باشد

هستند.
این با حال باشند. شده تشͺیل ١ و ٠ ارقام از تنها که هستند عجیب اعدادی بنویسیم ٣ مبنای در را اعداد اگر
همین به باشد. ٠١ برابر i راست سمت رقم دو که هستند عجیب i+ ۲ و i زمانͬ تنها باشد a = ۲ اگر ویژگͬ
آخر رقم سه باید a = ۶ برای ،۰۱۱ آخر رقم سه باید a = ۵ برای ،۰۰ آخر رقم دو باید a = ۴ برای ترتیب

باشد. ۰۱۰ آخر رقم سه باید a = ۷ برای و ۰۱۰ یا ۰۱۱
است کمتر باشند عجیب دو هر که i + a و i بصورت اعداد تعداد a = ۷ و a = ۵ ازای به توضیحات این با
خارج i + ۷ شͺل به اعداد از ͬͺی میان این از ولͬ ͬ کنند. م تولید بیشتری عجیب اعداد مجموع در نتیجه در و
تعداد مجموع در نتیجه در است. ۲۴۳ + ۷ = ۲۵۰ که ͬ شود م (٢۴٩ مساوی کمتر (یعنͬ مسئله محدوده ی از
□ است. گزینه ها بقیه ی از بیشتر a = ۵ ازای به شده ساخته عجیب اعداد

نیست؟ افسانه ای کشور ͷی به مربوط گزینه کدام باشند. مختلف کشور ۵ اسͺناس های زیر گزینه های کنید فرض ١۵
۱!, ۲!, ۳!, ... (۱
۱, ۲, ۴, ۸, ... (۲

۲n)ها) + ۱) و ١) ۱, ۲, ۳, ۵, ۹, ... (۳
۱, ۴, ۹, ۱۶, ... (۴
۴ و ٣ گزینه  های (۵

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:
درست شده یاد الͽوریتم باشد بزرگتر آن از کوچͺتر سͺه های مجموع از سͺه هر کشور ͷی در که صورتͬ در
n = ۱۸ ازای به چهارم گزینه ی برای هستند. افسانه ای دو هر دوم و اول گزینه های نتیجه در (چرا؟). است

بود. نخواهد افسانه ای کشور نتیجه در و نیست بهینه الͽوریتم
تعداد ما روش nای ازای به صورت این در نباشد، چنین کنید فرض است. افسانه ای کشوری هم سوم گزینه ی ولͬ
از باید صورت این در نشود. انتخاب عدد بزرگترین بهینه انتخاب در کنید فرض ͬ کند. م انتخاب بیشتری سͺه ی
بزرگترش سͺه ی ͬ توان م یͺسان، عدد دو انتخاب بجای ͬ دانیم م ولͬ شود. انتخاب بار چند دیͽر اعداد از ͬͺی
بهینه جواب به سͺه تعداد همان با ͬ توان م نیز عدد بزرگترین انتخاب با نتیجه در کرد. انتخاب ١ عدد همراه به را
□ است. افسانه ای کشوری هم گزینه این پس رسید.

n× n ماتریس ͷی گراف، مسیر یاب ماتریس بͽیرید. نظر در را ۱, ۲, ..., n رئوس با G رأسͬ n ساده ی گراف
رئوس از دنباله ای (مسیر است j رأس و i رأس بین مسیرهای تعداد آن، jام ستون و iام سطر درایه ی که است

است). آمده بار ͷی حداکثر رأس هر و دارد وجود یال ͷی متوالͬ رأس دو هر بین که است
ͬ دهیم. م قرار ماتریس در را ۱ مقدار باشد، i = j که صورتͬ در

دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

باشد؟ مسیریاب ماتریس ͷی ͬ تواند م زیر، ماتریس های از ͷی کدام ١۶

١ سؤال: دفترچه ی کد ٧ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
١ ٣ ٣ ٣ ٣
٣ ١ ٣ ٣ ٣
٣ ٣ ١ ٣ ٣
٣ ٣ ٣ ١ ٣
٣ ٣ ٣ ٣ ١

:٢ ماتریس

١ ١ ١ ٢ ١
١ ١ ١ ٢ ١
١ ١ ١ ١ ١
٢ ٢ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ ١

:١ ماتریس

١ ٣ ٣ ٢
٣ ١ ٢ ٣
٣ ٢ ١ ٣
٢ ٣ ٣ ١

:۵ ماتریس
١ ۴ ٣ ٣
۴ ١ ٣ ٣
٣ ٣ ١ ٣
٣ ٣ ٣ ١

:۴ ماتریس
١ ١ ٢ ١
١ ١ ٢ ٢
٢ ٢ ١ ٢
١ ٢ ٢ ١

:٣ ماتریس

۵ ماتریس (۵ ١ ماتریس (۴ ۴ ماتریس (۳ ٣ ماتریس (۲ ٢ ماتریس (۱
است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:

آید بوجود دوری ͬ شود م باعث یال ͷی کردن اضافه است. ١ درایه های با ماتریسͬ درخت، ͷی مسیریاب ماتریس
ماتریس ͬ تواند نم ١ ماتریس نتیجه در شد. خواهد ٢ آنها بین مسیرهای تعداد و است راس سه شامل حداقل که
باشد آنها به متصل راس ͷی با تایی سه دور ͷی باید نیز ٣ ماتریس استدلال همین به باشد. گراف ͷی مسیریاب

ͬ شود. نم ٣ ماتریس برابر گراف ماتریس هم حالت این در که
آنها بین مسیرهای تعداد که داشت خواهیم راس دو باشیم داشته دور دو گراف مولفه ی ͷی در که صورتͬ در
ͬ توان م راسͬ چهار گراف های بررسͬ با نیست. دست یابی قابل هم ۵ و ٢ ماتریس نتیجه در باشد تا ۴ حداقل
□ یال). ۵ با (گرافͬ یافت ۴ ماتریس برای مثالͬ

دهیم. تشخیص را گراف مؤلفه های تعداد گراف، ͷی مسیریاب ماتریس خانه های از تعدادی پرسیدن با ͬ خواهیم م ١٧
ͬ رسیم؟ م هدف به تضمینͬ طور به گام چند حداقل در پرسید. را ماتریس خانه های از ͬͺی ͬ توان م گام هر در
(
n

۲
) (۵ (

n−۱
۲
)
+ ۱ (۴ n− ۲ (۳ n− ۱ (۲ n (۱

است. درست ۵ گزینه ی پاسخ:
با متناظر درایه ی باشند مولفه ͷی در که راسͬ دو (هر رسید هدف به ͬ توان م یال تعداد (n۲

) با که است واضح
رسید. هدف به ͬ توان نم تعداد این از کمتر با ͬ کنیم م ادعا است). صفر از بزرگتر آنها

یالͬ هیچ که داریم گرافͬ صورت این در باشد. صفر آنها تمام پاسخ و داده ایم انجام پرسش (n۲
)
− ۱ کنید فرض

این در پس نداریم). اطلاعͬ آن درباره ی هنوز (که باشد یال نپرسیده ایم سوال که راسͬ دو بین اینکه مͽر ندارد
□ داد. تشخیص را مولفه ها تعداد ͬ توان نم آخر پرسش بدون خاص حالت

برشͬ، (رأس فهمید؟ ͬ توان م همواره را زیر موارد از تا چند پاسخ گراف، ͷی مسیریاب ماتریس از استفاده با ١٨
یابد.) افزایش گراف همبندی مؤلفه های تعداد آن حذف از پس که است رأسͬ

دارد؟ برشͬ رأس گراف آیا •

است؟ برشͬ v رأس آیا •

نه؟ یا دارد وجود یال u و v رأس دو بین •

دارد؟ دور مجزا) لزوما (نه ٢ حداقل گراف آیا •

١ سؤال: دفترچه ی کد ٨ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
۴ (۵ ۲ (۴ ۰ (۳ ۳ (۲ ۱ (۱

است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:
دارند. یͺدیͽر به مسیر ͷی تنها همسایͽانش و راس آن باشد، گرافͬ در برشͬ راس اگر فهمید. ͬ توان م اول: سوال
داشته وجود راسͬ سه چنین اگر طرفͬ از است. ١ متناظرشان درایه ی که هستند راس سه حداقل حالت این در پس
دو این بین مسیرهای تعداد صورت این غیر (در است دیͽر راس دو بین آنها از ͬͺی که است معنͬ بدین باشند

ͬ گیرند. م قرار جدا مولفه دو در دیͽر راس دو میانͬ راس حذف از پس حال بود). ٢ حداقل راس
١ تماما آن مسیریاب متریس حالت این در بͽیرید. نظر در را درخت ͷی فهمید. ͬ توان نم سوم: و دوم سوال
فهمید ͬ توان نم درخت این در طرفͬ از هستند. برشͬ رئوس بقیه ی ولͬ نیستند برشͬ برگ ها درخت ͷی در است.

نه. یا هست یال مشخص راس دو بین که
هر مسیریاب ماتریس ͷی در اگر حال ͬ یابیم. م ماتریس روی از را مولفه ها ابتدا فهمید. ͬ توان م چهارم: سوال
بیشتر یا ٣ اعداد شامل اگر ولͬ دارد وجود دور ͷی بود ٢ و ١ شامل تنها اگر ندارد، دور داشت وجود ١ تنها مولفه
□ دارد. وجود دور دو حداقل بود

هر مرحله هر در که نحوی به ͬ دهند م مسابقه هم با مرحله n در تیم ۲n که است صورت بدین حذفͬ جام روال
شͺست که تیم هایی و ͬ شود) م انجام مسابقه ۲n−۱ اول مرحله ی در (مثلا ͬ دهد م مسابقه دیͽر تیم ͷی با تیم
ترتیب همین به دوباره و ͬ روند م بعد مرحله ی به تیم ها)  دیͽر (نیمه ی شده پیروز تیم های ͬ شوند. م حذف بخورند

ͬ شود. م نامیده قهرمان تیم که بماند باقͬ تیم ͷی فقط که جایی تا ͬ دهند م مسابقه
برابر هم با تیمͬ دو هیچ (قدرت ͬ دهد م نشان نیز را تیم آن قدرت که دارد ۲n − ۱ تا ٠ بین عددی تیم هر
هر که شرایطͬ در مͽر باشد داشته بیشتری قدرت که شد خواهد پیروز تیمͬ تیم، دو بین مسابقه ی در نیست).

ͬ کند. م مشخص سوال
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

بنویسیم دو مبنای در را تیم دو قدرت اگر مسابقه ͷی در .(n = ۶) ͬ شود م برگزار تیم ۶۴ شرکت با مسابقات این ١٩
قوی تر تیم صورت این غیر در شوند، پیروز است ممͺن تیم دو هر باشند برابر ͬͺی جز به آنها رقم های همه ی و
هم با ۷ و ۱۶ اگر اما شوند. پیروز ͬ توانند م تیم دو هر بدهند، مسابقه هم با ۱۰ و ۲ اگر مثال برای ͬ شود. م پیروز

است؟ تیمͬ چه شود قهرمان است ممͺن که تیمͬ ضعیف ترین شد. خواهد پیروز ۱۶ حتما بدهند، مسابقه
۹ (۵ ۱ (۴ ۱۵ (۳ ۰ (۲ ۳۱ (۱

است. درست ۲ گزینه ی پاسخ:
صورت این در دهید. انجام چینش این با را مسابقات و دهید قرار بزرگ به ͷکوچ از ترتیب به را تیم ها تمامͬ
باشند. برنده ͬ توانند م زوج تیم های پس است. متفاوت یͺان رقم در تنها حریفش تیم با زوج شماره ی با تیم هر
(رقم دهید انجام بعدی ٣٢ برای را روند همین کرده اند. صعود زوج اعداد تمام که ͬ رسیم م حالتͬ به ترتیب بدین
هم اعداد این ازای به برسیم. ٣١ تا ١ اعداد به تا کرد تقسیم ٢ بر را اعداد همه ی ͬ توان م و است صفر همه یͺان
برنده ی صفر قدرت با تیم که رسید حالتͬ به ͬ توان م بعدی مراحل در کار این تکرار با دهید. انجام را روال همین
□ شود. مسابقات

ممͺن و ندارند کافͬ آمادگͬ ۵ و ۱۴  ،۲۳ ،۳۱ تیم چهار و (n = ۵) دارند حضور تیم ۳۲ حذفͬ جام ͷی در ٢٠
شود قهرمان است ممͺن که تیمͬ ضعیف ترین شرایط این با بخورند. شͺست اتفاقͬ طور به مسابقه ͷی در است

است؟ تیمͬ چه

١ سؤال: دفترچه ی کد ٩ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
۰ (۵ ۴ (۴ ۱ (۳ ۱۶ (۲ ۱۵ (۱

است. درست ۳ گزینه ی پاسخ:
از شرایطͬ در است ممͺن که است شده گفته تیم ۴ سوال، شرایط در و ببرد را بازی ۵ باید قهرمان تیم ͬ دانیم م

شود. قهرمان ͬ تواند نم ٠ تیم پس بخورند. شͺست ضعیف تر تیمͬ
٢٣ و ١۴ و ۵ و ٠ تیم های با ترتیب به ١ تیم شود. قهرمان ١ تیم آن طͬ که دهیم ارائه ساختاری ͬ خواهیم م حال

ͬ خورند. م شͺست اتفاقͬ طور به حریف تیم آخر مسابقه ی ۴ در و کند بازی ٣١ و
با ٣١ تیم و ١ و ١٠ و ١٢ و ١٣ تیم های با ٢٣ تیم و ١ و ۴ و ۶ تیم های با ١۴ تیم و ١ و ٢ تیم های با ۵ تیم
□ ͬ شود. م قهرمان ١ تیم ساختار این طͬ و کرد خواهند بازی ١ و ٢٢ و ٢٧ و ٢٩ و ٣٠ تیم های

شود. پیروز مسابقه ͷی در اتفاقͬ طور به است ممͺن تیم هر و (n = ۴) دارند حضور تیم ۱۶ حذفͬ جام ͷی در ٢١
است؟ تیمͬ چه شود قهرمان است ممͺن که تیمͬ ضعیف ترین

۷ (۵ ۴ (۴ ۵ (۳ ۶ (۲ ۳ (۱
است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

کنیم فرض اگر و ببرد را بازی ۴ باید قهرمانͬ برای تیم هر چون شود. قهرمان ͬ تواند نم ٣ تیم ͬ کنیم م اثبات ابتدا
از ͬ تواند م فقط را بازی ͷی زیرا کند بازی خودش از ضعیف تر تیم سه هر با حتما باید است شده قهرمان ٣ تیم
پیروز خود از ضعیف تر تیمͬ از ٣ تیم باید نهایی نیمه یا فینال بازی های از ͬͺی در پس شود، پیروز قوی تری تیم

شود.
تیم ٣ هر اینکه به توجه با که باشد رسیده مرحله آن به تا باشد شده پیروز را بازی ٢ باید حداقل تیم آن یعنͬ
ͷی) باشد داشته پیروزی ٢ ͬ تواند نم تیم ها این از کدام هیچ پس خورد خواهند شͺست ٣ خود از ٣ از ضعیف تر
پس برسند نهایی نیمه به تا ببرند) آن از که ندارد وجود نیز ضعیف تری تیم و ببرند قوی تر تیم از ͬ توانند م را بازی

شود. قهرمان نمیتواند ٣ تیم
ͬ دهیم: م ارائه ۴ تیم قهرمانͬ برای حریصانه ساختاری حال

با ٣ تیم ͬ کند. م بازی ۴ و ١٢ و ١٣ و ١۴ تیم های با ١۵ تیم و ͬ کند م بازی ١۵ و ٣ و ٢ و ١ تیم های با ۴ تیم
ͬ کند. م بازی ۴ تیم با ١ تیم همچنین و ͬ کند م بازی ۴ و ۶ تیم های با ٢ تیم و ͬ کند م بازی ۴ و ٧ و ٠ تیم های

□

ͬ دانیم م فقط و نداریم اعداد درباره ی اطلاعاتͬ هیچ ما داریم. اعداد از a۱, a۲, ..., an مانند صعودی اکیدا دنباله ای
عدد مͺان ͬ خواهیم م و است دنباله کجای ͬ دانیم نم اما است موجود دنباله این در x عدد هستند. صعودی اکیدا
ai با x مقایسه ی نتیجه ی ما به سپس کنیم؛ انتخاب را aiها از ͬͺی ͬ توانیم م مرحله هر در بیابیم. را دنباله در x

ͬ شود: م داده گزارش زیر عبارات از ͬͺی یعنͬ ͬ شود؛ م گفته
x < ai, x = ai, x > ai

است. شده داده wi است. wi برابر ،x با ai عدد مقایسه ی هزینه ی
این تضمینͬ طور به بتوان که هزینه ای کمینه ی بیابد. را دنباله در x عدد مͺان که دهیم ارائه الͽوریتمͬ ͬ خواهیم م

داد انجام را کار
f(w۱, w۲, ..., wn)

(منظور شد خواهد ⌊lg(n)⌋ برابر مقدار این باشند، ١ برابر wiها اگرتمام داد نشان ͬ توان م مثال برای ͬ نامیم. م
است). ٢ مبنای در n لͽاریتم ،lg(n) از

١ سؤال: دفترچه ی کد ١٠ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
دهید پاسخ زیر سؤال ۴ به بالا توضیحات به توجه با

مقدار ٢٢
f(۲, ۳, ..., ۱۰, ۱, ۲, ۳, ..., ۱۰, ..., ۱, ۲, ۳, ..., ۱۰
︸ ︷︷ ︸

عدد ٣١٩
)

است؟ چند
۱۶ (۵ ۱۹ (۴ ۲۰ (۳ ۲۶ (۲ ۲۷ (۱

پس که دارد وجود ١ عدد ٣١ کنیم. نصف را حالات کل تعداد هزینه کمترین با که است این بهترین پاسخ:
و ٨ اعداد شامل بازه ای اگر ͬ ماند. م ١٠ تا ٢ اعداد از بازه ͷی نشود یافت نظر مورد عدد اگر پرسش بار ۵ از
بصورت بازه این یافتن برای نتیجه در دهیم. تشخیص را عدد تا است لازم هزینه واحد ٩ حداقل باشد ١٠ و ٩
لازم هزینه واحد ١۶ حداقل هم باز که ͬ رسد م ١٠ تا ٧ به بازه اینصورت غیر (در ͬ شود م انتخاب ٧ عدد حداقلͬ
هزینه ی با و ͬ افتد م اتفاق این ٧ عدد اولیه ی انتخاب با است. لازم هزینه واحد ١۶ مجموع در نتیجه در دارد).
مسئله نهایی جواب نتیجه در ͬ شود). م حل هزینه واحد ٨ با ۶ تا ١ (بازه ͬ رسیم م جواب به واحد ١۶ حداکثر
□ است. ٢١ برابر

مقدار ٢٣
f(۱, ۱, ..., ۱
︸ ︷︷ ︸

عدد ۵١١
, ۲, ۲, ..., ۲
︸ ︷︷ ︸

عدد ۵١١
)

است؟ چند
۱۸ (۵ ۱۲ (۴ ۲۷ (۳ ۱۹ (۲ ۱۱ (۱

باید حداقل ͬ دانیم م مبحث این ͷکلاسی مسئله ی طبق باشد. ٢ عدد ۵١١ شامل تنها بازه کنید فرض پاسخ:
عدد حال است. لازم پرسش ٩ بیشتر)، یا ۵١٢) شود بیشتر هم ͬͺی اعداد این تعداد اگر و شود انجام پرسش ٨
باشد وسطͬ ٢ همان اگر و است لازم دیͽر پرسش ٨ همچنان باشد وسطͬ ٢ عدد بجز عددی شامل اگر اولیه
لازم هزینه واحد ١٧ حداقل نتیجه در باشند. مسئله جواب ͬ توانند م که دارند وجود چپ سمت در ͷی عدد ۵١١
برسیم. خود خواسته ی به ͬ توانیم م هزینه واحد ١٧ با کنیم انتخاب را ١ راست ترین سمت اگر طرفͬ از است.
□

مقدار باشد. n ⩾ ۴ کنید فرض ٢۴
f(n, n۲, n۳, ..., nn)

است؟ چند
nn−۳ + nn−۱ (۱⌊

n
n

۲ + n
۳n
۴ + n

۷n
۸ + ...

⌋

(۲
∑

۱⩽۲k+۱⩽n n
۲k+۱ (۳

⌊lg(۱+ n+ n۲ + ...+ nn)⌋ (۴
n+ n۲ + ...+ nn−۱ (۵

است. درست ۱ گزینه ی پاسخ:
١ سؤال: دفترچه ی کد ١١ ١٣٩۴/٢/١۵
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کشور کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ی
صورت این در باشند. مانده بزرگتر عدد چهار تنها کنید فرض است. بخش این اول سوال به شبیه سوال این پاسخ
لازم هزینه واحد nn−۳ +nn−۱ که آورد بدست سادگͬ به ͬ توان م و هستند محدود پرسش مختلف حالات تعداد
است. درست هم بازه کل برای هزینه این نتیجه در است. nn−۱ از کمتر بازه اعداد بقیه ی مجموع طرفͬ از است.
□

هستند؟ درست همواره زیر گزاره های از تا چند هستند. متمایز wiها تمام و n ⩾ ۳ کنید فرض ٢۵
ͬ کند. نم انتخاب را بیشینه wi اول مرحله ی در بهینه ای الͽوریتم هیچ •

|
∑

j<i wj −
∑

j>i wj| که ͬ کند م انتخاب را wiای اول، مرحله ی در که دارد وجود بهینه ای الͽوریتم •

باشد. داشته را ممͺن مقدار کم ترین
نکند. انتخاب را a۱ مرحله ای، هیچ در که دارد وجود بهینه ای جواب •

کند. انتخاب را کمینه wi اول، مرحله ی در که دارد وجود بهینه ای جواب •

۳ (۵ ۰ (۴ ۲ (۳ ۴ (۲ ۱ (۱
است. درست ۴ گزینه ی پاسخ:

نیستند. درست گزاره ها از هیچ کدام
کنیم انتخاب را وسطͬ عدد ابتدا که است این انتخاب بهترین باشد، ٢ و ٣ و ١ ترتیب به وزن ها اگر :١ گزاره ی

دارد. را وزن بیشینه که
است. گزاره این برای نقضͬ مثال قبل، سوال مثال :٢ گزاره ی

اول عدد که است بهتر اول سوال در بͽیریم نظر در را بزرگتر عدد چهار تنها قبل، سوال مثال در اگر :٣ گزاره ی
شود. انتخاب

□ است. گزاره این برای نقضͬ مثال قبل، سوال مثال :۴ گزاره ی

١ سؤال: دفترچه ی کد ١٢ ١٣٩۴/٢/١۵
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ایران کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ͳتشریح ΁پاس

امتیاز ٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منهتن! در علͳ رضا و فرهاد
خانه Έی تنها فرهاد اگر باشد. ١ نمͳ تواند k کمینه ی مͳ دهیم نشان ابتدا است. ٢ برابر k کمینه ی مͳ کنیم ثابت ابتدا □
پس دارد، (ͳضلع) مجاور خانه ی ٢ کم دست خانه هر که آن جایی از بدهد، او به ١ ΁پاس علͳ رضا و کند انتخاب را
٢ انتخاب با مͳ تواند فرهاد مͳ دهیم نشان حال کند. مشخص را علͳ رضا نظر مورد خانه ی ی΋تا طور به نمͳ تواند فرهاد
به خانه، دو این برای علͳ رضا و کند انتخاب را (١,m) و (١,١) خانه ی دو فرهاد کنید فرض برسد. هدفش به خانه،
c−r = q− (m−١) و r+c = p+٢ باید باشد، (r, c) علͳ رضا نظر مورد خانه ی اگر بدهد. q و p پاس΁ های ترتیب

■ مͳ آید. دست ی΋تا طور به r, c بالا، مجهول دو و معادله دو حل با باشد.
خانه ی دو فرهاد اگر است. ۴ برسد، هدفش به فرهاد که طوری خانه، ٢ انتخاب روش های تعداد مͳ کنیم ثابت حال □

به خانه دو کنید فرض حال برسد. هدفش به مͳ تواند فرهاد بالا روش مانند کند، انتخاب را ضل΄ Έی طول در گوشه ای
دو برسد. هدفش به نمͳ تواند فرهاد مͳ کنیم ثابت باشند. (r١, c١), (r٢, c٢) خانه، دو این و شوند انتخاب دیΎر ͳصورت

داریم: حالت
نظر در را (r١, c١) مجاور خانه ی دو باشند. جدول روبه روی گوشه ی دو در خانه دو خانه، دو این کنید فرض •
تحویل فرهاد به که اعدادی دنباله ی صورت هر در کند، انتخاب را خانه دو این از ͳ΋ی علͳ رضا اگر بΎیرید.

نمͳ رسد. هدفش به فرهاد و است یΈ سان مͳ دهد،
در (r١, c١) کنید فرض کلیت دادن دست از بدون نباشند. گوشه در خانه، دو این از ͳ΋ی کم دست کنید فرض •
بΎیریم، نظر در d را فرهاد انتخابی خانه ی دو فاصله ی اگر دارد. مجاور خانه ی ٣ حداقل پس نباشد. گوشه
مذکور خانه ی ٣ این فاصله ی باشد. d + ١ یا d − ١ مͳ تواند تنها مذکور خانه ی ٣ تا (r٢, c٢) خانه ی فاصله ی
را آن ها علͳ رضا اگر که هستند خانه ها این از تا دو حداقل کبوتر، لانه اصل طبق پس است. ١ نیز (r١, c١) تا

نمͳ رسد. هدفش به فرهاد و مͳ شود داده تحویل فرهاد به ͳسان Έی اعداد دنباله ی کند، انتخاب
■ است. ۴ برابر ΁پاس و برسد هدفش به نمͳ تواند فرهاد شده، گفته حالت ۴ جز حالت هر در پس

امتیاز ۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اعصاب! زبان

صورت این غیر در و x × y = ٠ باشد، y = ٠ اگر مͳ کنیم. عمل سوال متن در جم΄ مثال مانند کاملن الف)
برابر را g تابع و z تابع برابر را f تابع بازگشت، عمل گر در اگر پس است. x × y = x × (y − ١) + x

جهت x,mul(x, y − ١) آوردن دست به مͳ شود. انجام پیاده سازی دهیم، قرار sum
(

x,mul(x, y − ١))

ͳتشریح آزمون پاس΁ های ١ ایران کامپیوتر المپیاد ͳمل کمیته ی

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



'

&

$

%

ایران کامپیوتر المپیاد پنجمین و بیست دوم مرحله ͳتشریح ΁پاس

موجود g تابع ورودی های در مورد دو هر زیرا مͳ شود؛ انجام P تابع توسط ͳراحت به sum تابع به ورودی دادن
داریم: پس هستند.

mul(x, y) = PR
[

z, CN [sum, P ٣١ , P ٣٣ ]
]

تابع از باید x+ ١ ساختن برای مͳ کنیم. محاسبه را x× (x+ ١) ابتدا .x٢ + x+ ٢ = x(x+ ١) + ٢ داریم ب)
کنیم. ترکیب را آن ها و کنیم استفاده قبل قسمت در شده نوشته mul تابع از باید x(x+ ١) ساختن برای و inc

تابع است ͳکاف x(x+ ١) ساختن برای پس
tri(x) = CN

[

mul, P ١١ , inc
]

برابر ΁پاس پس کنیم. جم΄ دو با را حاصل باید حال بΎیریم. نظر در را
f(x) = CN

[

sum, tri, const٢
]

استفاده بازگشت عمل گر از شود. sudoFact(x, y) = y! که مͳ نویسیم sudoFact(x, y) مانند ͳتابع ابتدا ج)
قرار const١ برابر را f بازگشت، عمل گر در است ͳکاف پس شود؛ برگردانده ١ باید باشد، y = ٠ اگر مͳ کنیم.
sudoFact(x, y′) = y′× sudoFact(x, y) نباشد، y = ٠ اگر است. شده پیاده سازی سوال متن در که دهیم
مͳ دهد: انجام را کار این g برای زیر پیاده سازی کند. ضرب sudoFact(x, y) در را y′ باید g تابع پس است.

g
(

x, y, sudoFact(x, y)
)

= CN
[

mul, P ٣٣ , CN [inc, P ٣٢ ]
]

کرد: پیاده سازی زیر، ش΋ل به مͳ توان را sudoFact تابع پس
sudoFact(x, y) = PR

[

const١, CN
[

mul, P ٣٣ , CN [inc, P ٣٢ ]
]

]

CN [sudoFact, P ١١ , P ١١ ] عمل گر که کنیم تبدیل ورودی Έی با ͳتابع به را sudoFact تابع است ͳکاف فقط اکنون
کرد: پیاده سازی زیر ش΋ل به مͳ توان را فاکتوریل تابع پس مͳ دهد. انجام ما برای را کار این

fact(n) = CN
[

sudoFact, P ١١ , P ١١
]

x = ٠ که ͳصورت در البته مͳ دهد. تحویل را x− ١ عدد ،x گرفتن با که مͳ کنیم تعریف را dec(x) تابع ابتدا د)
شود: پیاده سازی مͳ تواند زیر ش΋ل به تابع این دهد. تحویل را ٠ عدد باید تابع باشد،

dec(x) = CN
[

PR
[

z, P ٣٢
]

, P ١١ , P ١١
]
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x− y مقدار صورت این غیر در و ٠ مقدار باشد، x ≤ y اگر آن در که مͳ کنیم تعریف را sub(x, y) تابع حال
شود: پیاده سازی زیر ش΋ل به مͳ تواند (تفریق) sub تابع ،dec تابع از استفاده با شود. برگردانده باید

sub(x, y) = PR
[

P ١١ , CN [dec, P ٣٣ ]
]

این ،(x > ٠) صورت این غیر در و ٠ عدد تابع این باشد، x = ٠ اگر مͳ کنیم. تعریف را sign(x) تابع حال
شود: پیاده سازی مͳ تواند زیر ش΋ل به تابع این برگرداند. را ١ عدد باید تابع

sign(x) = CN
[

sub, const١, CN [sub, const١, P ١١ ]
]

غیر در و ١ مقدار باشد، x = ٠ اگر ͳیعن مͳ کند؛ عمل sign تابع برعکس که مͳ کنیم تعریف را sign(x) حال
شود: نوشته زیر صورت به sign تابع از استفاده با مͳ تواند تابع این برمͳ گرداند. را ٠ مقدار صورت این

sign(x) = CN
[

sub, const١, CN [sign, P ١١ ]
]

که کرد ͳبررس مͳ توان ͳراحت به بالا، تعریف های با مͳ کنیم. پیاده سازی را (min) خواسته شده  تابع حال

min(x, y) = sign(x− y)× x+ sign(x− y)× y

صورت به را sign(x− y)× x

case١ = CN
[

mul, CN
[

sign, CN [sub, P ٢١ , P ٢٢ ]
]

, P ٢١
]

مشابه صورت به را sign(x− y)× y و

case٢ = CN
[

mul, CN
[

sign, CN [sub, P ٢١ , P ٢٢ ]
]

, P ٢٢
]

پس: مͳ کنیم. پیاده سازی
min(x, y) = CN [sum, case١, case٢]
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امتیاز ٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهروز توپ های
است. n× (b− n+ ١) برابر ΁پاس مͳ کنیم ثابت

حداقل در باید بΎیرید، نظر در که توپی نوع هر داریم. توپ تعداد این حداقل آرایش، هر در مͳ کنیم ثابت ابتدا □
در که دارد وجود توپ نوع Έی ͳیعن نباشد. طور این کنید فرض مͳ زنیم. خلف برهان باشد. آمده جعبه b − n + ١
توپ ها انواع تمام که کرد انتخاب توپ هایی آن ها از نمͳ توان بΎیرید. نظر در را جعبه n آن است. نیامده جعبه n حداقل

■ است. s ≥ n× (b− n+ ١) پس مͳ رسیم. تناقض به مسئله فرض با و شوند انتخاب
پایه، برای مͳ کنیم. ثابت b روی استقرا با را ح΋م دارد. وجود توپ n× (b− n+ ١) با ͳآرایش مͳ کنیم ثابت حال □

جعبه ی در نوع آن از توپ Έی و مͳ گیریم نظر در جدا جعبه ی Έی توپ، نوع هر برای مͳ گیریم. نظر در را b = n حالت
برای ح΋م کنید فرض حال مͳ شود. ارائه توپ n × (b − n + ١) = n با ͳآرایش ترتیب این به مͳ گذاریم. مذکور
جعبه ی k در و مͳ گذاریم کنار را جعبه Έی است. برقرار نیز b = k + ١ برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار b = k

هر از شده گذاشته کنار جعبه ی در حال مͳ کنیم. ارائه استقرا فرض مطابق توپ، n× (k−n+١) با ͳآرایش باقͳ مانده،
ح΋م و دارد توپ n× (k − n+ ٢) که مͳ آید دست به مطلوب آرایش Έی ترتیب این به مͳ گذاریم. ͳ΋ی توپ، نوع

■ مͳ شود. ثابت

امتیاز ۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوناس! واس بمب گذاری

با برابر مسئله ΁پاس مͳ کنیم ثابت الف)
⌊max١≤i≤klg(ak + ١)⌋

است.
v١, v٢, . . . , vp شهرهای با ترتیب به مسیر Έی کشور، Έی شهرهای گراف ش΋ل اگر مͳ کنیم، ثابت ابتدا □
q حداقل باشد، p ≥ ٢q اگر کنیم ثابت است ͳکاف کار، این برای است. لازم مرحله، ⌊lg(p)⌋ حداقل باشد،
داریم مͳ گیریم. نظر در را p = ١ استقرا، پایه ی برای مͳ کنیم. استفاده p روی قوی استقرای از است. لازم مرحله،
مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار < p برای ح΋م کنید فرض است. ٠ کار، انجام برای لازم مراحل تعداد و p ≥ ٢٠

باشد؛ i ≤ ٢q−١ اگر کنیم. انتخاب را vi شهر ابتدایی، مرحله ی در کنید فرض است. برقرار نیز p برای ح΋م
است vi+١, vi+٢, . . . , vp شهرهای از ͳ΋ی در بمب مͳ شویم متوجه دهد، نشان را vi+١ شهر دست گاه است مم΋ن
دست ابتدایی، مرحله ی Έی با پس .(p− i ≥ ٢q−١ (زیرا است لازم مرحله q−١ کم دست استقرا فرض طبق و
■ مͳ شود. انجام اثبات مشابه طریق به نیز i > ٢q−١ که ͳحالت در مͳ شود. ثابت ح΋م و است لازم مرحله q کم
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هست نیز ͳکاف مرحله ⌊lg(p)⌋ ،ͳرأس p مسیر Έی برای کرد ثابت ͳراحت به مͳ توان بالا، روند مشابه ͳروش به □
■ دودویی). جست وجوی (روش

ابتدا در ͳرأس هر باشد. p طور به دور Έی صورت به کشور، Έی شهرهای گراف ش΋ل کنید فرض حال □

دیΎر شهر هر انتخاب مͳ ماند. ͳباق ⌊ p

٢⌋ طور به مسیر Έی تنها و مͳ شوند حذف رأس ها از ͳنیم شود، انتخاب
طبق پس مͳ ماند. ͳباق مسیر Έی و نمͳ کند اضافه ما به شده بمب گذاری شهر مورد در ͳاطلاعات مسیر، این جز به

■ است. ١ + ⌊lg( p٢)⌋ = ⌊lg(p)⌋ برابر مراحل تعداد کمینه ی ،p طول به دور Έی برای قبل، قسمت
به کم دست فرهاد، و علͳ رضا مͳ کنیم ثابت حال □

⌊max١≤i≤klg(ak + ١)⌋

باشد. a١ ≥ a٢, a٣, . . . , ak کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون دارند. نیاز واس ماس کشور در مرحله

بدانند. ابتدا از را اضافه اطلاعات این فرهاد و علͳ رضا و باشد ١ استان شهرهای از ͳ΋ی در بمب کنید فرض
پس نمͳ کند. اضافه جدیدی اطلاعات و دارد ͳمشخص ΁پاس ،١ استان شهرهای و پایتخت جز شهر هر انتخاب

به حداقل قبل قسمت طبق علͳ رضا و فرهاد و مͳ ماند ͳباق دور Έی

⌊lg(a١ + ١)⌋ = ⌊max١≤i≤klg(ak + ١)⌋

■ دارند. نیاز مرحله
کنیم ثابت است ͳکاف فقط پس □

⌊max١≤i≤klg(ak + ١)⌋
ͳ΋ی پایتخت و کنند انتخاب را پایتخت ابتدا در علͳ رضا و فرهاد اگر است. ͳکاف بمب کردن پیدا برای مرحله
این از ١ شماره شهر کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از (بدون بدهد نشان آن ها به را i استان شهرهای از
حداکثر با مͳ توان شده گفته قسمت های طبق و است ١,٢, . . . , a

⌊
ai+١

٢ ⌋
شهرهای از ͳ΋ی در بمب آن گاه استان)،

حداکثر با گرفت نتیجه مͳ توان اولیه، مرحله ی Έی احتساب با کرد. پیدا را بمب مرحله ⌊max١≤i≤klg(
ak+١

٢ )⌋

⌊max١≤i≤klg(ak + ١)⌋

■ کرد. پیدا را بمب مͳ توان
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است. r برابر ΁پاس مͳ کنیم ثابت ب)
را شده داده نسبت عدد کم ترین که شهری آن است. ͳکاف بمب، کردن پیدا برای مرحله r مͳ کنیم ثابت ابتدا □
مͳ دهد. نشان ما به دست گاه که مͳ کنیم انتخاب را شهری همان مرحله هر در سپس مͳ کنیم. انتخاب ابتدا در دارد،
انجام مرحله r‐امین اگر کنید (توجه مͳ شود پیدا شده بمب گذاری شهر مرحله، r حداکثر از پس ترتیب این به

■ نیست). آن کردن Έچ به نیازی و است بعدی شهر در حتمن بمب بود، نشده پیدا بمب هنوز و شد
دودویی درخت Έی دارد. نیاز مرحله r حداقل که دارد وجود r عدد کمینه ی با نقشه ای مͳ کنیم ثابت حال □

بΎیرید. نظر در r ارتفاع با کامل
r = ٠ استقرا پایه ی برای است. لازم مرحله r حداقل بمب، کردن پیدا برای مͳ کنیم ثابت r روی استقرا با
ثابت باشد؛ برقرار r − ١ برای ح΋م کنید فرض است. ΀واض ح΋م و مͳ گیریم نظر در را (ͳتک رأس (درخت

است. برقرار نیز r برای ح΋م مͳ کنیم
هر انتخاب مͳ شود. مشخص است، آن در بمب که ͳزیردرخت شود، انتخاب درخت ریشه ی ابتدا در اگر –
فرض طبق پس است. مشخص آن ΁پاس زیرا نمͳ کند؛ اضافه ͳاطلاعات ادامه، در دیΎر زیردرخت از شهر

مͳ شود. ثابت ح΋م و داریم نیاز مرحله r − ١ به حداقل ادامه در استقرا
بر علاوه کنید فرض باشد. دیΎر زیردرخت در بمب است مم΋ن نکنیم، انتخاب را ریشه ابتدا در اگر اما –
فرهاد و علͳ رضا به نیز ͳاضاف اطلاعات این انتخاب، این از پس مͳ دهد، نشان را شهر Έی بمب، که این
دو آن به ͳاطلاعات دیΎر، زیردرخت جز شهر هر انتخاب پس است. دیΎر زیردرخت در بمب که شود داده
مرحله r−١ حداقل به نیاز ادامه در هم باز استقرا فرض طبق پس است. مشخص آن ΁پاس و نمͳ کند اضافه

مͳ شود. ثابت ح΋م و داریم
■ است. لازم مرحله r حداقل آن در که داریم ͳگراف کردیم ثابت پس

است. r برابر ΁پاس پس
است ΀واض مͳ گیریم. نظر در S را باشد آن ها در بمب است مم΋ن که رأس هایی تمام مجموعه ی مرحله، هر در ج)
فواصلش مجموع که مͳ گیریم نظر در را S از شهری آن مرحله، هر در شهرهاست. تمام مجموعه ی S ابتدا در که
به دست گاه که ͳپاسخ با مͳ کنیم ثابت حال مͳ نامیم. v(S) را رأس این باشد. کمینه ،S درون شهرهای دیΎر از
هر در ترتیب این به باشند. داشته بمب نمͳ توانند ،S شهرهای از ͳنیم حداقل بΎیریم نتیجه مͳ توانیم مͳ دهد، ما

شد. خواهد ثابت ح΋م و مͳ شود نصف حداقل S مرحله
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برای نامزد شهرهای تعداد و شود انتخاب u مانند v(S) مجاور شهرهای از ͳ΋ی کنید فرض مͳ زنیم. خلف برهان
به نسبت شهرها آن از کم تری فاصله ی شهر، |S|

٢ از بیش ازای به u پس بماند. S نصف از بیش داشتن، بمب
مجموع پس است. v(S) از فاصله ی شان از بیش تر ͳ΋ی حداکثر ،u از نیز S شهرهای دیΎر فاصله ی و دارد v(S)
است باطل خلف فرض پس مͳ رسیم. تناقض به و است بوده کم تر مرحله این در S شهرهای بقیه ی از u فواصل

مͳ شود. ثابت ح΋م و
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
دارد. منفͬ نمره�ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره�ی چهار سؤال هر به درست جواب •

است. یͺسان سؤال�ها همه�ی امتیاز •

است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه�ها ترتیب •

افشین گام هر در کند. دستͽیر را او مͬ�خواهد پیمان و دارد قرار (n > ١) n× n جدول از خانه ͷی در افشین ١
هر در نیز پیمان برود. باشد، نشده مسدود که کنونͬ�اش محل� ضلعͬ) (مجاور مجاور خانه�های از ͬͺی به باید
دو در افشین کند. مسدود را آن هم�ستون و هم�سطر خانه�های همه�ی و کند انتخاب را خانه ͷی مͬ�تواند گام

مͬ�شود: دستͽیر زیر صورت
باشند). شده مسدود مجاورش خانه�های (تمام کند حرکت نتواند خود نوبت در •

کند. مسدود را دارد قرار آن در افشین که محلͬ پیمان •

را افشین باشد مطمئن تا کند انتخاب باید خانه چند حداقل ببیند، را جدول در افشین محل نتواند پیمان اگر
است؟ کرده دستͽیر

⌈

n

۴
⌉ (۵ ⌊

n

٢
⌋ (۴ n (٣ n− ١ (٢ ⌈

n

٢
⌉ (١

١ ⩽ i ⩽ n عدد خود نوبت در کس هر مͬ�دهند: انجام را زیر بازی نفر دو بͽیرید. نظر در را ١, ٢, . . . , n اعداد ٢
باید عدد هر مͬ�نویسد. تخته روی را نیستند) بیشتر n از (که آن مضارب تمام و i سپس و مͬ�کند انتخاب را
حداقل یا i خود i عدد هر (برای کند انتخاب عددی نتواند خود نوبت در که کسͬ شود. نوشته بار k حداکثر
بین از k مقدار چند ازای به است. n = ٢٠١۴ کنید فرض مͬ�بازد. �باشند)، شده نوشته بار k مضاربش از ͬͺی

باشد؟ بازی برنده�ی مͬ�تواند اول نفر {١٣, ٢١, ٣۴, ۵۵} اعداد مجموعه�ی
٠ (۵ ٣ (۴ ٢ (٣ ١ (٢ ۴ (١

چشم ͷی در است قادر جادوگر ͷی است. شده داده متمایز عدد ١٣٩٢ شامل ⟨a١, a٢, . . . , a١٣٩٢⟩ دنباله�ی ٣
عدد ۶٩۶ همان مͺان�های روی بر و کرده مرتب صعودی به�طور را دنباله این از متوالͬ عدد ۶٩۶ زدن هم بر
بزرگ به ͷکوچ از را اعداد جادوگر از درخواست تعدادی با مͬ�خواهیم بͽذارد. (صعودی) بزرگ به ͷکوچ از
در که iام + ۶٩۵ عدد تا iام عدد از مͬ�خواهیم جادوگر از که است شͺل بدین درخواست هر کنیم. مرتب
چندبار حداقل با باشد). ۶٩٧ حداکثر و ١ حداقل مͬ�تواند i (عدد کند مرتب را مͬ�شوند عدد ۶٩۶ مجموع

کرد؟ مرتب را دنباله اعضای مͬ�توان جادوگر از درخواست
۴ (۵ ⌈log٢ ١٣٩٢⌉ (۴ ۶ (٣ ١٣٩٢ (٢ ٣ (١

مͬ�تواند او باشد، شده نوشته تخته روی x عدد اگر مرحله هر در است. نوشته تخته روی را ٠ عدد ابتدا در سلطان ۴
مͬ�تواند سلطان ،۵٠٠ تا ٠ اعداد از تا چند ازای به کند. جای�گزین ٩x + ۵ و ٣x ،⌊x

٣⌋ اعداد از ͬͺی با را آن
برسد؟ عدد آن به گام، متناهͬ تعداد از پس

۴٠٨ (۵ ٢٣٩ (۴ ١۶٩ (٣ ٢۵٠ (٢ ۶۴ (١
به جدول خانه�های تمام بتوان اگر مͬ�گوییم ناسازگار جدول این از خانه ͷی به بͽیرید. نظر در n × n جدولͬ ۵
برای بزنند). بیرون جدول از و باشند داشته هم�پوشانͬ نباید (بلوک�ها پوشاند ١× ٣ بلوک�های با را خانه این جز

است�؟ چند چپ)� به راست (از ترتیب به ناسازگار خانه�های تعداد n = ٧ و n = ۵
١٧ و ٩ (۵ ٩ و ٩ (۴ ۴٩ و ٩ (٣ ٩ و ١ (٢ ١٧ و ١ (١
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
نداشته وجود ١ ⩽ i ⩽ n هرگاه مͬ�گوییم تایͬ» n «سه�گریز را ١, ٢, . . . , n اعداد از a١, a٢, . . . , an جایͽشت ۶
به راست (از ترتیب به تایͬ ٨ و تایͬ ٧ سه�گریز جایͽشت�های تعداد باشد. بخش�پذیر ٣ بر ∑i

j=١ aj که باشد
است؟ چند چپ)

۴٨٠ و ۴٨٠ (۵ ٠ و ۴٨٠ (۴ ١۵١٢ و ۴٨٠ (٣ ١۵١٢ و ٣۶٠ (٢ ٠ و ٣۶٠ (١
را زیر شرط دو هرگاه مͬ�گوییم تایͬ» n پیشرفته «سه�گریز را ١, ٢, . . . , n اعداد از a١, a٢, . . . , an جایͽشت ٧

باشد: داشته
باشد. ͷی برابر ٣ بر باقͬ�مانده�اش ∑i

j=١ aj که باشد نداشته وجود ١ ⩽ i ⩽ n •

باشد. بخش�پذیر ٣ بر متوالͬ عدد ۶ هر جمع •

است؟ چند تایͬ ٩ پیشرفته�ی سه�گریز جایͽشت�های تعداد
٢٧ × ٣!٣ (۵ ٠ (۴ ٨ × ٣!٣ (٣ ۴ × ٣!٣ (٢ ٩ × ٣!٣ (١

آن در طرفه دو آینه�ی ͷی خانه، هر قطر دو از ͷی هر کشیدن با مͬ�توانیم روبه�رو جدول در ٨
٧
٣

١ ٨
۴
٩

٢۵
یا و نیست آن درون آینه�ای یا است. متصور حالت سه خانه هر برای واقع در دهیم. قرار خانه
خط�چین با که آینه دو روبه�رو شͺل در مثال برای �است. شده کشیده آن قطرهای از ͬͺی این�که
به وضعیت آن مقدار جدول، وضعیت هر ازای به دارند. وجود جدول در شده�اند مشخص
در آینه�ها) به توجه (با مͬ�بینند را همدیͽر که عددی دو هر که مͬ�شود تعیین صورت این

به اعداد (دید مͬ�کند مشخص را جدول وضعیت آن مقدار حاصل�ضرب�ها، این مجموع و مͬ�کنیم ضرب هم
مثال برای مͬ�بیند). را خود مقابل عدد عددی، هر باشد نداشته وجود آینه�ای که صورتͬ در که است گونه�ای

.١ × ٩ + ٣ × ٨ + ٢ × ۴ + ۵ × ٧ = ٧۶ مͬ�شود: محاسبه صورت این به روبرو وضعیت مقدار
است؟ چند آورد �دست به جدول این برای آینه�ها ͷکم با مͬ�توان که مقداری کم�ترین

۶۶ (۵ ۶٨ (۴ ۶٧ (٣ ۶٩ (٢ ٧٠ (١
بیش��ترین گراف ͷی قطر است. رأس دو آن بین مسیر کوتاهترین طول رأس دو بین فاصله�ی گراف ͷی در ٩
راس�های با راسͬ ٧ متمایز درخت�های تمام مجموعه�ی حال مͬ�باشد. گراف آن از راس دو هر بین فاصله�ی
که باشند داشته وجود i, j مانند راس دو اگر فقط و اگر متمایزند درخت (دو بͽیرید نظر در را ١, ٢, . . . , ٧
این به یال تعدادی کردن اضافه با مͬ�خواهیم کنید فرض نباشد). دیͽری در و باشد داشته وجود ͬͺی در ij یال

است؟ چند درخت این برای ممͺن قطر کم�ترین کنیم. ایجاد بزرگ درخت ͷی مجموعه
٧ (۵ ١٢ (۴ ٩ (٣ ٨ (٢ ١٣ (١

در را ١, ٢, . . . , ١٢ اعداد مͬ�خواهیم بͽیرید. نظر در را روبه�رو درخت ١٠
فرزندان اعداد از رأس هر عدد که طوری به دهیم قرار درخت این رأس�های

است؟ امͺان�پذیر کار این حالت چند به باشد. بیش�تر آن

٢٩۵۶٨ (۵ ٨٨٧٠۴٠ (۴ ٧٣٩٢٠٠ (٣ ۴۴٣۵٢٠ (٢ ١۴٧٨۴٠ (١
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
ثانیه i در آنها iامین که است کرده جمع پوست�پسته ١۶ و است کرده پیدا ۴ × ۴ کاغذی دستمال ͷی خیͺوله ١١
را آن راست سمت بالا خانه�ی و بͽذارد کاغذی دستمال خانه�های روی را پوست�پسته�ها مͬ�خواهد او مͬ�سوزد.

است: نحو این به کاغذی دستمال سوختن نحوه�ی بسوزد. کاغذی دستمال کل تا بزند آتش
ثانیه t در که باشد پوست�پسته ͷی خانه آن روی اگر گرفت، آتش کاغذی دستمال خانه�ی ͷی وقت هر •

نͽرفته آتش قبلا که (درصورتͬ ضلعͬ�اش مجاور خانه�های و مͬ�سوزد خانه آن ثانیه t از بعد مͬ�سوزد،
مͬ�گیرند. آتش باشند)

و بͽیرد قرار پسته پوست ͷی خانه هر در که بچیند جدول روی را پوست�پسته�ها طوری مͬ�خواهد خیͺوله حال
است؟ چقدر زمان کم�ترین این بسوزد. ممͺن زمان کم�ترین در کاغذی دستمال کل

٢٧ (۵ ٢٨ (۴ ٢٩ (٣ ٢۵ (٢ ٢۶ (١
مرحله هر در مͬ�دهند: انجام را زیر بازی مرلون و مولین شده�اند. نوشته تخته روی {٢i|٠ ⩽ i ⩽ ٩} اعداد ١٢
را ⌊x+y

٢ ⌋ یا ⌈x+y

٢ ⌉ عدد آن�ها کردن پاک از بعد و مͬ�کند انتخاب را y و x عدد دو اوست، نوبت که بازیͺنͬ
عدد این کردن بیشینه مولین هدف بماند. باقͬ عدد ͷی فقط تا مͬ�یابد ادامه روند این و مͬ�نویسد تخته روی
شروع�کننده�ی مولین و دهند انجام را خود بازی بهترین بازیͺن دو هر اگر است. آن کردن کمینه مرلون هدف و

است؟ چند برابر ۵ بر p باقͬ�مانده�ی باشد، p برابر نهایͬ عدد و باشد بازی
۴ (۵ ٣ (۴ ١ (٣ ٠ (٢ ٢ (١

عمل باشند). هم خالͬ مͬ�توانند (جعبه�ها مͬ�دهیم قرار ١, ٢, ٣, ۴, ۵ شماره�های با جعبه ۵ در را توپ ۴٠
مͬ�شوند خارج وجود) صورت (در ٢ ⩽ i ⩽ ۴ جعبه�ی از توپ دو آن طͬ در که است عملͬ «وسط�به�دو�طرف»�

مͬ�رود. i+ ١ جعبه�ی به ͬͺی و i− ١ جعبه�ی به آن�ها از ͬͺی و
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

جعبه�ی و پنجم جعبه�ی با اول جعبه�ی توپ�های تعداد که نحوی به جعبه�ها در توپ�ها دادن قرار راه�های تعداد ١٣
مͬ�گیرد؟ قرار زیر بازه�های از ͷی کدام در باشد، برابر چهارم جعبه�ی با دوم

[٠, ٢٠٠] (۵ [٨٠٠,+∞) (۴ [۴٠٠, ۶٠٠] (٣ [۶٠٠, ٨٠٠] (٢ [٢٠٠, ۴٠٠] (١
آن از وسط�به�دوطرف عمل تعدادی انجام با اگر مͬ�گوییم «گوشه�گیر» حالت سبد در �توپ�ها قرارگیری از حالتͬ به ١۴
است؟ چند گوشه�گیر حالت�های تعداد بͽیرند. قرار آخر و اول جعبه�ی در توپ�ها تمام که برسیم حالتͬ به حالت
باشد. برابر چهارم جعبه�ی با دوم جعبه�ی و پنجم جعبه�ی با اول جعبه�ِی توپ�های تعداد که حالت�هایͬ تعداد (١

صفر (٢
۴١ (٣
۴٠ (۴

باشد. زوج چهارم و سوم و دوم خانه�های توپ�های مجموع که حالت�هایͬ تعداد (۵
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
با داد. انجام آن روی وسط�به�دو�طرفͬ عمل هیچ نتوان اگر مͬ�گوییم «بͬ�حرکت» توپ�ها قرارگیری از حالتͬ به ١۵

برسیم. بͬ�حرکت وضعیت ͷی به تا مͬ�کشد طول مرحله چند حداکثر دلخواه حالت ͷی از شروع
٧٨ (۵ ٧۵ (۴ ٧٧ (٣ ٨٠ (٢ ٧٩ (١

دارد. متقاضیان امور انجام برای باجه سه که دارند قرار ͷبان ͷی صف در ١, ٢, . . . , ١٠ شماره�های با نفر ده
کار هرگاه و مͬ�رود خالͬ باجه اولین به کس هر ،١ شماره فرد از شروع با هستند. خالͬ باجه�ها همه�ی ابتدا در
ͷی حداقل نفر هر کار این، بر علاوه مͬ�شود. او جایͽزین صف اول نفر بلافاصله شد، تمام باجه�ای در کسͬ
فرآیند این دهم نفر کار اتمام از پس نمͬ�کنند. ترک را باجه�ها همزمان دقیقا نفری دو هیچ و مͬ�کشد طول ثانیه
حال در هردو آن در که باشد داشته وجود لحظه�ای اگر گوییم «همزمان» را نفر دو فرآیند این در مͬ�یابد. پایان
مͬ�کنیم. فرض نفر دو این شماره�های تفاضل قدرمطلق با برابر را زوج ͷی «وزن» باشند. باجه�ها در کار انجام

دهید پاسخ زیر سؤال ۴ به بالا توضیحات به توجه با

باشند؟ همزمان نمͬ�توانند زیر زوج�های از چندتا باشند، همزمان زوج دو {٣, ٧} و {٢, ۶} اگر ١۶
{٧, ١}, {٩, ۶}, {٧, ۴}, {۴, ٣}, {٨, ٢}, {۵, ١}

۵ (۵ ٢ (۴ ٣ (٣ ١ (٢ ۴ (١
است؟ چند ترتیب به همزمان های زوج تعداد برای ممͺن مقدار بیش�ترین و کم�ترین ١٧

١٩, ١٠ (۵ ٢۴, ١٧ (۴ ٢۴, ١٩ (٣ ٢۴, ١٠ (٢ ١٧, ١٧ (١
است؟ چند ترتیب به همزمان زوج�های وزن مجموع برای ممͺن مقدار بیش�ترین و کم�ترین ١٨

٨١, ٢۴ (۵ ٨٠, ٢۴ (۴ ٨١, ٢٣ (٣ ٨٠, ٢۵ (٢ ٨١, ٢۵ (١
باجه�ها در مͬ�توانند مختلف ترتیب چند به افراد این باشند، همزمان زوج سه {۶, ٩} و {۴, ٨} و {٢, ۵} اگر ١٩
همزمان ͬͺی در که �باشد داشته وجود زوجͬ اگر فقط و اگر مͬ�شوند، محسوب مختلف ترتیب (دو گیرند؟ قرار

نباشند.) همزمان دیͽری در و باشند
صفر (۵ ٢۴ (۴ ٧٢ (٣ ١۴۴ (٢ ١۶ (١

زیرمجموعه�ای بار هر ما است. چوب�کبریت ͷی آن ضلع واحد هر که است) n ضلع (طول داریم n×n جدولͬ
گوشه�ی از ممͺن مسیرهای تعداد سپس و برمͬ�داریم را باشد) تهͬ مͬ�تواند زیرمجموعه� (این چوب�کبریت�ها از
به را چوب�کبریت�ها این�کار از پس مͬ�شماریم. را بالا) یا و راست حرکات با (فقط راست بالا به چپ پایین

مͬ�کنیم. حذف را جدید زیرمجموعه�ای دوباره و برمͬ�گردانیم اولیه حالت
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

عدد و داده انجام را بالا حرکت چوب�کبریت�ها از ممͺن زیرمجموعه�های تمام ازای به است. n = ٣ کنید فرض ٢٠
دارد؟ وجود مختلف عدد چند تخته روی نهایت در نوشته�ایم. تخته روی را نهایͬ

١۶ (۵ ٢١ (۴ ١٩ (٣ ٢٠ (٢ ١٨ (١
١ سؤال: دفترچه�ی کد ۴ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
معتبرشان مسیرهای تعداد که بͽیرید نظر در را کبریت�ها چوب از زیرمجموعه�هایͬ تنها است. n = ۴ کنید فرض ٢١
تخته روی را حذف�شده چوب�کبریت�های تعداد زیرمجموعه�ها این از کدام هر ازای به بار این است. ۶٠ برابر

است؟ چند شده نوشته تخته روی که عددی بیشینه و کمینه مͬ�نویسیم.
٨, ١ (۵ ١٠, ١ (۴ ندارد. معتبر مسیر ۶٠ حالتͬ هیچ (٣ ٨, ٢ (٢ ١٠, ٢ (١

چوب�کبریت�ها مͬ�توان {٣٢, ۶۴, ١٢٨, ٢۴٣, مجموعه�ی{٢۴٩ اعداد از تا چند ازای به است. n = ۵ کنید فرض ٢٢
شود؟ عدد آن با برابر معتبر مسیرهای تعداد که کرد حذف به�شͺلͬ را

١ (۵ ۴ (۴ ۵ (٣ ٢ (٢ ٣ (١

دریافت برنامه ͷی ربات این دارد. قرار آن چپ پایین گوشه�ی در ربات ͷی که داریم (n > ١) n× n جدولͬ
و بازمͬ�گردد اول دستور به دوباره دستور آخرین انجام از پس بار هر و مͬ�کند اجرا دستور به دستور را آن و کرده
باشد راست) و چپ پایین، (بالا، حرکت چهار شامل مͬ�تواند برنامه این دستورات مͬ�کند. تͺرار را کار همین
و شود خارج جدول از که صورتͬ (در صورت این غیر در و مͬ�دهد انجام را آن�ها امͺان صورت در روبات که
دستورهای تعداد برنامه ͷی طول کنید فرض مͬ�رود. بعدی دستور سراغ به شود) هدایت غیرمجاز خانه�ی به یا

است. آن
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

اجرای با ربات که برنامه�ای کوتاه�ترین طول هستند. غیرمجاز خاکستری خانه�های بͽیرید. نظر در را زیر جدول ٢٣
است؟ چند مͬ�رسد، سفید) مسیر (انتهای هدف خانه��ی به بار ͷی حداقل آن

٢١ (۵ ٢٠ (۴ ٢٣ (٣ ٢۵ (٢ ١٨ (١
را جدول خانه�های تمامͬ تا دهیم ربات به برنامه�ای مͬ�خواهیم هستند. مجاز جدول خانه�های تمام کنید فرض ٢۴
برای هدف این با برنامه کوتاه�ترین طول است). خانه کدام در انتها در ربات نیست (مهم بپیماید بار ͷی حداقل

است؟ چند n = ١٠
١۵ (۵ ١٠ (۴ ٩ (٣ ١١ (٢ ١٩ (١

داشته وجود ٣n حداکثر طول به برنامه�ای باشد، غیرمجاز خانه آن تنها اگر که مͬ�نامیم خوب جدول در را خانه�ای ٢۵
محل (خانه�ی دارد؟ وجود جدول در خوب خانه�ی چند n = ٧ برای بپیماید. را مجاز خانه�های تمام که باشد

نیست.) خوب پایین چپ گوشه�ی خانه�ی یعنͬ ربات استقرار
١١ (۵ ۴٣ (۴ ٢٣ (٣ ٢٢ (٢ ۴٨ (١

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۵ ١٣٩٣/٢/٠٩
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 بازی رنگی
دایره وجود  3دیروز ببعی و گاوی پس از چریدن طوÓنی خسته شدند و تصمیم گرفتند یک بازی انجام دهند. در این بازی 

های زرد، را با یکی از رنگ 1ی ی شمارههای دایرهاند. ابتدا ببعی هر یک از قطاعقطاع برابر تقسیم شده 3݊دارد که هر یک به 
یکی از همین  با را ۲ یشماره یدایره هایقطاع از یک هر ببعی، آمیزیرنگ دیدن از پس گاویکند. نارنجی و بنفش رنگ می

گذارد  و آن می 1 یی شمارهرا روی دایره ۲ی ی شمارهآمیزی گاوی، دایرهرنگببعی نیز پس از دیدن  .کندمی رنگرنگ، سه
ی حال دایره منطبق شود. 1ی ی شمارهکه هر قطاع آن بر قطاعی از دایرهچرخاند به طوریخواهد، میرا به هر مقداری که می

پس از  های زیرین منطبق شود.قطاعی از دایره شود، طوری که هر قطاع آن برمیی دیگر گذاشته روی دو دایره 3ی شماره
 :شودبه صورت زیر رنگ می 3ی مارهی شاین کار هر قطاع دایره

 
 آوریم.یکسان بود، این قطاع را نیز به همان رنگ درمی ۲و  1ی های شمارهاگر رنگ دو قطاع زیرین دایره 

  رنگی که در دو قطاع زیرین نیامده است(  سومنبود، رنگ این قطاع را به رنگ اگر رنگ دو قطاع زیرین یکسان(
 آوریم.درمی

   هایخواهد تا حد ممکن تعداد قطاعمند است و میگاوی اصلیتی هلندی دارد و به همین دلیل به رنگ نارنجی بسیار عÔقه      
 کند.  خواهد از این کار جلوگیریدر حالی که ببعی می ؛زیاد شود 3ی ی شمارهنارنجی دایره      

 
 نمره( ۲2)باشد.قطاع نارنجی داشته ݊در انتها حداقل  3ی ی شمارهتواند طوری بازی کند که دایرهثابت کنید گاوی می الف(      
      

                     نمره( ۲2باشد.)قطاع نارنجی داشته ݊در انتها حداکثر  3ی ی شمارهتواند طوری بازی کند که دایرهثابت کنید ببعی می  ب(      
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 ها و ماشین جادوییوزنه
3݊ببعی  − ݊)  هم هستنداز نظر ظاهری کامÔ شبیه به همگی ی نیم گرمی دارد کهی یک گرمی و دو وزنهوزنه 2 > ها وزنه. (2

دانیم. گاوی یک ماشین جادویی دارد. در هربار استفاده ای را نمیولی وزن هیچ وزنه ،اندگذاری شدهشماره 3݊تا  1های با شماره
گوید که آیا مجموع وزن اش قرار دهد و ماشین جادویی به او میوزنه را روی ماشین جادویی ۲تواند از ماشین جادویی، گاوی می

 .خیراین دو وزنه، عددی طبیعی است یا 
 

2݊تواند با حداکثر اره میثابت کنید گاوی همو الف( −  ی نیم گرمی را پیدا کند.بار استفاده از ماشین جادویی خود یک وزنه 1
 نمره( ۲2)
 

2݊تواند روشی ارائه دهد که با کمتر از ثابت کنید گاوی نمی  ب( − ی بار استفاده از ماشین جادویی تضمین کند که یک وزنه 1
 نمره( 32) تواند پیدا کند.گرمی را مینیم
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 گاوی خسیس
݊)باشد شهر می ݊کنند، دارای کشوری که گاوی و ببعی در آن زندگی می > ی  دوطرفه های کشور، جاده. بین برخی از شهر(2

جایی که مردم این کشور صمیمی وجود ندارد. از آندانیم بین هیچ دو شهری بیش از یک جاده چنین میکشیده شده است. هم
توانیم به هر شهر دیگر که بخواهیم، برسیم. ارزش های این کشور میدانیم در هر شهری که باشیم، با استفاده از جادههستند، می

ن یکی از شهرهای اییک شهر برابر است با تعداد شهرهایی که به طور مستقیم با یک جاده به آن شهر متصل هستند. ببعی در 
دانیم اگر گاوی در مسیر رفتن به شهر ببعی، از خواهد به دیدن ببعی برود. میکشور قرار دارد. گاوی که در شهر دیگری است، می

شهر آغاز و پایان مسیر نیز مشمول عوارض هستند(. از آن جایی که گاوی وارض بدهد )تومان ع ݇ بایدعبور کند،  ݇با ارزش  شهری
 کند که کمترین هزینه را داشته باشد.ت ندارد زیاد پول خرج کند، مسیری را انتخاب میدوس

 
݊) ݊ثابت کنید به ازای هر فرض کنید محل گاوی و ببعی مشخص باشد. الف(  > را طوری قرار  یهای بین شهرتوان جاده، می(2

3݊داد که گاوی مجبور باشد دست کم  −  نمره( 11) .بدهد عوارض تومان به دولت  5
 

݊) ݊ب(  ثابت کنید به ازای هر  > ها را قرار دهیم و ببعی و گاوی در هر دو شهری باشند، گاوی با حداکثر ، هر طوری جاده(2 3݊ −  نمره( 31) تواند به هدفش برسد.تومان می 5
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 اين قسمت محل سرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود
 معاونت دانش ँوसن جوان

 اين قسمت محل زيرنويس است و نبايد در آن چيزي نوشته شود

 های گاویانتقال مهره
نقطه از این نقاط را  ݊را در نظر بگیرید. ببعی  ها عددی صحیح است() نقاطی که طول و عرض آن نقاط صحیح صفحه مختصات

نقاط آبی و  دانیم در هر نقطه یک مهره(. میی دیگر از صفحه قرار داده است )نقطه  ݊مهره نیز در ݊  است و  آوردهبه رنگ آبی در
 :های زیر را دارندویژگی ها مهره

 
 ی قرار ندارد.ای آبی، مهرهدر هیچ نقطه 

 ی آبی در یک سطر نیستند.هیچ دو نقطه 

 
 . هر دو  برای این کاری آبی قرار دهند(هره را در یک نقطه)هر م ها را به نقاط آبی برسانندرند تا مهرهیگببعی و گاوی تصمیم می

دارد و  را  ثابت نگه ای()و یا هیچ مهره هاتعدادی از مهره تواندیک ماشین مخصوص به خود دارند. ماشین گاوی در هر مرحله می
های مختلف در یک توجه کنید که جهت حرکت مهره. به طور همزمان یک واحد به باÓ، چپ، راست یا پایین حرکت دهد بقیه را 

 قرار گیرد.  در یک خانه بیش از یک مهرهممکن است چنین پس از انجام یک مرحله تواند با هم یکسان نباشد و هممرحله می
هره را در م بیش از یکتواند ماشین ببعی در یک مرحله نمیکند با این تفاوت که ماشین ببعی نیز مانند ماشین گاوی عمل می

  .یک نقطه قرار دهد
 

با  ی آبی یک مهره قرار گیرد،به طوری که در هر نقطه  ها به نقاط آبیفرض کنید کمترین تعداد مراحل Óزم برای رساندن مهره
1ݐثابت کنید  باشد.  2ݐو با استفاده از ماشین ببعی  1ݐاستفاده از ماشین گاوی  =  نمره( 02. )2ݐ

 
2ݐتوجه: شما با اثبات    ≤  توانید بگیرید.نیمی از نمره را می 1ݐ2
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
دارد. منفͬ نمره�ی ͷی نادرست جواب و مثبت نمره�ی چهار سؤال هر به درست جواب •

است. یͺسان سؤال�ها همه�ی امتیاز •

است. تصادفͬ شͺل به سؤال هر در گزینه�ها ترتیب •

افشین گام هر در کند. دستͽیر را او مͬ�خواهد پیمان و دارد قرار (n > ١) n× n جدول از خانه ͷی در افشین ١
گام هر در نیز پیمان برود. باشد، نشده مسدود که کنونͬ�اش محل� ضلعͬ) (مجاور مجاور خانه�های از ͬͺی به باید
صورت دو در افشین کند. مسدود را آن هم�ستون و هم�سطر خانه�های همه�ی و کند انتخاب را خانه ͷی مͬ�تواند

مͬ�شود: دستͽیر زیر
باشند). شده مسدود مجاورش خانه�های (تمام کند حرکت نتواند خود نوبت در •

کند. مسدود را دارد قرار آن در افشین که محلͬ پیمان •

را افشین باشد مطمئن تا کند انتخاب باید خانه چند حداقل ببیند، را جدول در افشین محل نتواند پیمان اگر
است؟ کرده دستͽیر

⌈

n
۴
⌉ (۵ ⌊

n
٢
⌋ (۴ n (٣ n− ١ (٢ ⌈

n
٢
⌉ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:
انتخاب را جدول از (٢i, ٢i) خانه�ی ،١ ⩽ i ⩽ ⌊n

٢ ⌋ هر برای تا کافیست پیمان افشین، کردن دستͽیر برای
دستͽیر پس مسدود، خانه�ی ͷی مجاور خانه�ای در یا است مسدود خانه�ی ͷی در یا افشین صورت این در کند.
هیچ که هستند مجاور خانه�ی دو این�صورت غیر در زیرا مͬ�باشد نیز لازم خانه تعداد این این بر علاوه مͬ�شود.
□ کند. حرکت متناوب صورت به دو آن بین مͬ�تواند افشین و نشده�اند مسدود کدام

١ ⩽ i ⩽ n عدد خود نوبت در کس هر مͬ�دهند: انجام را زیر بازی نفر دو بͽیرید. نظر در را ١, ٢, . . . , n اعداد ٢
باید عدد هر مͬ�نویسد. تخته روی را نیستند) بیشتر n از (که آن مضارب تمام و i سپس و مͬ�کند انتخاب را
حداقل یا i خود i عدد هر (برای کند انتخاب عددی نتواند خود نوبت در که کسͬ شود. نوشته بار k حداکثر
بین از k مقدار چند ازای به است. n = ٢٠١۴ کنید فرض مͬ�بازد. �باشند)، شده نوشته بار k مضاربش از ͬͺی

باشد؟ بازی برنده�ی مͬ�تواند اول نفر {١٣, ٢١, ٣۴, ۵۵} اعداد مجموعه�ی
٠ (۵ ٣ (۴ ٢ (٣ ١ (٢ ۴ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:
عددی هر دوم نفر زوج: اعداد ازای به دارد. برد استراتژی دوم نفر زوج اعداد ازای به و اول نفر فرد اعداد ازای به
اول نفر و کند انتخاب عدد مͬ�تواند دوم نفر همواره نتیجه در مͬ�کند. انتخاب دوباره را کرد انتخاب اول نفر که
دوم نفر همانند جدید بازی در و مͬ�کند انتخاب را ١ عدد ابتدا اول نفر فرد: اعداد ازای به باخت. خواهد بالاخره
□ کرد. خواهد عمل قبل بازی در
چشم ͷی در است قادر جادوگر ͷی است. شده داده متمایز عدد ١٣٩٢ شامل ⟨a١, a٢, . . . , a١٣٩٢⟩ دنباله�ی ٣
از عدد ۶٩۶ همان مͺان�های روی بر و کرده مرتب صعودی به�طور را دنباله این از متوالͬ عدد ۶٩۶ زدن هم بر
مرتب بزرگ به ͷکوچ از را اعداد جادوگر از درخواست تعدادی با مͬ�خواهیم بͽذارد. (صعودی) بزرگ به ͷکوچ
مجموع در که iام + ۶٩۵ عدد تا iام عدد از مͬ�خواهیم جادوگر از که است شͺل بدین درخواست هر کنیم.
درخواست چندبار حداقل با باشد). ۶٩٧ حداکثر و ١ حداقل مͬ�تواند i (عدد کند مرتب را مͬ�شوند عدد ۶٩۶

کرد؟ مرتب را دنباله اعضای مͬ�توان جادوگر از
۴ (۵ ⌈log٢ ١٣٩٢⌉ (۴ ۶ (٣ ١٣٩٢ (٢ ٣ (١

١ سؤال: دفترچه�ی کد ١ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

برای عدد دو این از کدام هر باشد. ام ١٣٩٢ خانه در عدد کوچͺترین و اول خانه در عدد بزرگترین کنید فرض
را فوق عدد دو هر که است درخواست ͷی فقط دارند. درخواست سه به نیاز برسند خود مطلوب مͺان به انͺه
برسند خود مطلوب مͺان به عدد بزرگترین و کوچͺترین انͺه برای درخواست ۵ حداقل بنابراین مͬ�شود. شامل
مرتب درخواست دو با را دوم نیمه و اول نیمه ابتدا کرد. مرتب را اعداد شͺل بدین مͬ�توان بار ۶ با داریم. نیاز
اول نیمه دیͽر درخواست دو با مجدد مͬ�کنیم. مرتب را ١٠۴۴ام) تا ٣۴٩ام عدد (از وسط نیمه سپس مͬ�کنیم.
ابتدا در کنید فرض فوق الͽوریتم درستͬ اثبات برای مͬ�کنیم. مرتب را وسط نیمه نهایتا و کرده مرتب را دوم و
عدد دو این حتما درخواست�ها از ͬͺی در داد نشان گیری حالت با مͬ�توان .ai > aj باشیم داشته i < j برای
□ مͬ�شوند. جابه�جا
مͬ�تواند او باشد، شده نوشته تخته روی x عدد اگر مرحله هر در است. نوشته تخته روی را ٠ عدد ابتدا در سلطان ۴
مͬ�تواند سلطان ،۵٠٠ تا ٠ اعداد از تا چند ازای به کند. جای�گزین ٩x + ۵ و ٣x ،⌊x

٣⌋ اعداد از ͬͺی با را آن
برسد؟ عدد آن به گام، متناهͬ تعداد از پس

۴٠٨ (۵ ٢٣٩ (۴ ١۶٩ (٣ ٢۵٠ (٢ ۶۴ (١
است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

ͷی راست سمت ٢ ارقام تمام ،٣ مبنای در عدد آن نمایش در که است این عدد ͷی به رسیدن برای لازم شرط
نیز دیͽر عمل دو دارد. را خاصیت این که است ٩x+ ۵ عمل از استفاده ٢ رقم تولید راه تنها زیرا باشند. ١ رقم
کنید فرض حال مͬ�کنند. حذف را آن رقم راست�ترین سمت یا و مͬ�دهند قرار عدد راست سمت در صفر ͷی یا
مͬ�کنیم. تقسیم دسته دو به را رشته�ها این دارند. را خاصیت این که باشد ٣ مبنای در nبیتͬ رشته�های تعداد an
دسته�ی رشته�های تعداد که است بدیهͬ . ١ با که آن�هایͬ دوم دسته�ی و مͬ�شوند شروع ٠ با که آن�هایͬ اول دسته�ی
و است an−٢ برابر تعدادشان باشد ٢ دومشان رقم� اگر دوم دسته�ی رشته�های این بر علاوه است. an−١ برابر اول
داریم هم n = ٢ برای . an = ٢an−١ + an−٢ داریم کل در پس است. an−١ تعدادشان صورت این غیر در یا
۵٠٠ از کمتر مͬ�کنند، صدق خاصیت این در که رقمͬ ۶ اعداد تمام کرد مشاهده مͬ�توان راحتͬ به . a٢ = ۵ �:
□ .a۶ = ١۶٩ با است برابر اعداد این تعداد پس مͬ�باشند
به جدول خانه�های تمام بتوان اگر مͬ�گوییم ناسازگار جدول این از خانه ͷی به بͽیرید. نظر در n × n جدولͬ ۵
برای بزنند). بیرون جدول از و باشند داشته هم�پوشانͬ نباید (بلوک�ها پوشاند ١ × ٣ بلوک�های با را خانه این جز

است�؟ چند چپ)� به راست (از ترتیب به ناسازگار خانه�های تعداد n = ٧ و n = ۵
١٧ و ٩ (۵ ٩ و ٩ (۴ ۴٩ و ٩ (٣ ٩ و ١ (٢ ١٧ و ١ (١

است. درست ٢ گزینه�ی پاسخ:
جدول در که بلوک هر که طوری به کنید رن�͹آمیزی ٣ ٢و و ١ اعداد با میان در ͷی و متناوب صورت به را جدول
: است صورت این به رن�͹آمیزی این ۵×۵ جدول برای مثلا بپوشاند. را ͹رن هر از خانه ͷی دقیقا مͬ�شود، گذاشته�

٢ ١ ٣ ٢ ١
١ ٣ ٢ ١ ٣
٣ ٢ ١ ٣ ٢
٢ ١ ٣ ٢ ١
١ ٣ ٢ ١ ٣
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
است. بیشتر ٣ و ٢ از ͬͺی ١ ͹رن به خانه�های تعداد زیرا باشد، ١ آن ͹رن باید باشد ناسازگار خانه�ای اگر حال
باید نیز جدول درجه�ای ٢٧٠ ،١٨٠ ،٩٠ چرخش از پس خانه آن معادل باشد سازگار که ای خانه هر طرفͬ از
٧ × ٧ جدول برای است. وسطͬ خانه�ی دارد، را خاصیت این ۵ × ۵ جدول در که خانه�ای تنها باشد. ناسازگار

دارند. را خاصیت این خانه ٩ نیز
□

نداشته وجود ١ ⩽ i ⩽ n هرگاه مͬ�گوییم تایͬ» n «سه�گریز را ١, ٢, . . . , n اعداد از a١, a٢, . . . , an جایͽشت ۶
به راست (از ترتیب به تایͬ ٨ و تایͬ ٧ سه�گریز جایͽشت�های تعداد باشد. بخش�پذیر ٣ بر ∑i

j=١ aj که باشد
است؟ چند چپ)

۴٨٠ و ۴٨٠ (۵ ٠ و ۴٨٠ (۴ ١۵١٢ و ۴٨٠ (٣ ١۵١٢ و ٣۶٠ (٢ ٠ و ٣۶٠ (١
است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

حال است. بخشپذیر ٣ بر که است ٣۶ برابر ١, . . . , ٨ اعداد جمع زیرا است. صفر برابر مقدار این n = ٨ برای
جایͽشت�های که میرسیم نتیجه این به کنیم. نͽاه را ٣ بر اعداد باقیمانده�ی فقط اگر بͽیرید. نظر در را n = ٧
با نباید جایͽشت این�ها( بین در نیز ۶ و ٣ یعنͬ ، ٣ مضرب اعداد که باشند ١, ١, ٢, ١, ٢ صورت به باید �٣گریز
داریم. ۶ و ٣ دادن قرار برای روش ١۵ × ٢ دیͽر،� عدد ۵ ترتیب تعیین با پس اند. گرفته قرار شود) شروع ۶ و ٣
داریم. n = ٧ برای حالت ٣۶٠ کل در یعنͬ دارد، وجود روش ٣!× ٢! نیز دیͽر عدد ۵ دادن قرار برای طرفͬ از
□

را زیر شرط دو هرگاه مͬ�گوییم تایͬ» n پیشرفته «سه�گریز را ١, ٢, . . . , n اعداد از a١, a٢, . . . , an جایͽشت ٧
باشد: داشته

باشد. ͷی برابر ٣ بر باقͬ�مانده�اش ∑i

j=١ aj که باشد نداشته وجود ١ ⩽ i ⩽ n •

باشد. بخش�پذیر ٣ بر متوالͬ عدد ۶ هر جمع •

است؟ چند تایͬ ٩ پیشرفته�ی سه�گریز جایͽشت�های تعداد
٢٧ × ٣!٣ (۵ ٠ (۴ ٨ × ٣!٣ (٣ ۴ × ٣!٣ (٢ ٩ × ٣!٣ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:
باقیمانده�ی که مͬ�شود مشاهده راحتͬ به است، بخش�پذیر ٣ بر متوالͬ عدد ۶ هر جمع که نͺته این از استفاده با
فقط اگر طرفͬ از است. برابر نهم و هشتم هفتم، عدد باقیمانده�ی با ترتیب به ٣ بر سوم و دوم اول، عدد عدد
کدام هر دوم اول، تایͬ ٣ که رسید مͬ�توان نتیجه این به قبل گزاره�ی از بͽیریم، نظر در را ٣ بر اعداد باقیمانده�ی
خاصیت از استفاده با این بر علاوه است. برابر اول تایͬ سه با سوم تایͬ ٣ و هستند ٢ تا ٠ اعداد از جایͽشت ͷی
٢, ١, ٠ ،٢, ٠, ١ شͺل سه از ͬͺی به باید کدام هر دوم و اول رقم ٣ که مͬ�رسیم نتیجه این به جایͽشت�ها این اول
ارقام از کدام هر برای طرفͬ از داریم. حالت ٩ باقیمانده�ها گرفتن نظر در با فقط کل در پس باشند. ٠, ٢, ١ و
است. ٩ × ٣!٣ برابر کلͬ جایͽشت�های تعداد پس داریم. باقیمانده آن با اعداد ترتیب برای حالت ٣! ،٠, ١, ٢
□

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٣ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
آن در طرفه دو آینه�ی ͷی خانه، هر قطر دو از ͷی هر کشیدن با مͬ�توانیم روبه�رو جدول در ٨

٧
٣

١ ٨
۴
٩

٢۵
یا و نیست آن درون آینه�ای یا است. متصور حالت سه خانه هر برای واقع در دهیم. قرار خانه
خط�چین با که آینه دو روبه�رو شͺل در مثال برای �است. شده کشیده آن قطرهای از ͬͺی این�که
این به وضعیت آن مقدار جدول، وضعیت هر ازای به دارند. وجود جدول در شده�اند مشخص
ضرب هم در آینه�ها) به توجه (با مͬ�بینند را همدیͽر که عددی دو هر که مͬ�شود تعیین صورت

است گونه�ای به اعداد (دید مͬ�کند مشخص را جدول وضعیت آن مقدار حاصل�ضرب�ها، این مجموع و مͬ�کنیم
وضعیت مقدار مثال برای مͬ�بیند). را خود مقابل عدد عددی، هر باشد نداشته وجود آینه�ای که صورتͬ در که

.١ × ٩ + ٣ × ٨ + ٢ × ۴ + ۵ × ٧ = ٧۶ مͬ�شود: محاسبه صورت این به روبرو
است؟ چند آورد �دست به جدول این برای آینه�ها ͷکم با مͬ�توان که مقداری کم�ترین

۶۶ (۵ ۶٨ (۴ ۶٧ (٣ ۶٩ (٢ ٧٠ (١
است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

که مͬ�شد حاصل زمانͬ مقدار، کم�ترین نبود کار در آینه�ای و جدول اگر
١ × ٩ + ٢ × ٨ + ٣ × ٧ + ۴ × ۵ = ۶۶

است بیش�تر واحد ͷی تنها که ساخت مͬ�توان را زیر مقدار اما ندارد. وجود جدول در مقدار این ساخت امͺان اما
است جواب طبیعتا خوب و

١ × ٨ + ٢ × ٩ + ٣ × ٧ + ۴ × ۵ = ۶٧
□

فاصله�ی بیش��ترین گراف ͷی قطر است. رأس دو آن بین مسیر کوتاهترین طول رأس دو بین فاصله�ی گراف ͷی در ٩
١, ٢, . . . , ٧ راس�های با راسͬ ٧ متمایز درخت�های تمام مجموعه�ی حال مͬ�باشد. گراف آن از راس دو هر بین
ͬͺی در ij یال که باشند داشته وجود i, j مانند راس دو اگر فقط و اگر متمایزند درخت (دو بͽیرید نظر در را
ͷی مجموعه این به یال تعدادی کردن اضافه با مͬ�خواهیم کنید فرض نباشد). دیͽری در و باشد داشته وجود

است؟ چند درخت این برای ممͺن قطر کم�ترین کنیم. ایجاد بزرگ درخت
٧ (۵ ١٢ (۴ ٩ (٣ ٨ (٢ ١٣ (١

است. درست ٢ گزینه�ی پاسخ:
: بسازید گونه این را T ′ درخت ،T روی از باشد. T درخت به مربوط مساله جواب کنید فرض

راس دو بین بود، یالͬ T در درخت دو از راس دو بین اگر و بͽیرید نظر در راس ͷی معادل را راسͬ ٧ درخت هر
دو معادل برگ دو این کنید فرض بͽیرید. نظر در را T ′ از برگ دو حال بͽذارید. یال ͷی T ′ در دو آن متناظر
t١ ترتیب به دارند، یال درخت دو این از بیرون به که T٢ و T١ از رئوسͬ کنید فرض باشند. T از T١, T٢ درخت
مانند رئوسͬ هستند راسͬ ٧ درختهای T٢ و T١ چون یͺتاست). راس این هستند برگ T٢ و T١ چون باشند(� t٢ و
dT (t

′١, t′٢) ⩾ ٨ که دید مͬ�توان وضوح به حال . dT٢(t٢, t′٢) ⩾ ٣ و dT (t١, t′١) ⩾ ٣ که دارند وجود t′٢ و t′١
در T١T٢ مانند یال هر ازای به و بͽیریم نظر در ستاره�ای گراف ͷی را T ′ اگر حال است. ٨ حداقل T قطر .پس
حداکثر راسͬ ٧ گراف هر شعاع اینͺه به توجه با کنیم. متصل T در T٢ درخت مرکز به را T١ درخت مرکز ،T ′

است. ٨ برابر مساله پاسخ پس مͬ�شود. ٨ حاصل گراف قطر است، ٣
.minv∈V (G){maxw∈V (G) d(v, w)} �: با است برابر G گراف شعاع

□

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۴ ١٣٩٣/٢/٠٩
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در را ١, ٢, . . . , ١٢ اعداد مͬ�خواهیم بͽیرید. نظر در را روبه�رو درخت ١٠
فرزندان اعداد از رأس هر عدد که طوری به دهیم قرار درخت این رأس�های

است؟ امͺان�پذیر کار این حالت چند به باشد. بیش�تر آن

٢٩۵۶٨ (۵ ٨٨٧٠۴٠ (۴ ٧٣٩٢٠٠ (٣ ۴۴٣۵٢٠ (٢ ١۴٧٨۴٠ (١
است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

هم عدد ۶ و بͽیریم نظر در چپ سمت درخت برای عدد ۵ کافیست حال است. ١٢ عدد حتما درخت ریشه
یͺتا صورت به ریشه روی عدد مرحله هر در کنیم. حل را مساله بازگشتͬ صورت به و راست سمت درخت برای

: با است برابر نهایͬ پاسخ شوند. افراز درخت�ها زیر در باید اعداد بقیه و مͬ�شود مشخص
(١١

۵
)(٣

۴
)(١

٢
)(٣

۵
)(١

٢
)(١

٢
)

= ١۴٧٨۴٠
□

ثانیه i در آنها iامین که است کرده جمع پوست�پسته ١۶ و است کرده پیدا ۴ × ۴ کاغذی دستمال ͷی خیͺوله ١١
را آن راست سمت بالا خانه�ی و بͽذارد کاغذی دستمال خانه�های روی را پوست�پسته�ها مͬ�خواهد او مͬ�سوزد.

است: نحو این به کاغذی دستمال سوختن نحوه�ی بسوزد. کاغذی دستمال کل تا بزند آتش
ثانیه t در که باشد پوست�پسته ͷی خانه آن روی اگر گرفت، آتش کاغذی دستمال خانه�ی ͷی وقت هر •

نͽرفته آتش قبلا که (درصورتͬ ضلعͬ�اش مجاور خانه�های و مͬ�سوزد خانه آن ثانیه t از بعد مͬ�سوزد،
مͬ�گیرند. آتش باشند)

و بͽیرد قرار پسته پوست ͷی خانه هر در که بچیند جدول روی را پوست�پسته�ها طوری مͬ�خواهد خیͺوله حال
است؟ چقدر زمان کم�ترین این بسوزد. ممͺن زمان کم�ترین در کاغذی دستمال کل

٢٧ (۵ ٢٨ (۴ ٢٩ (٣ ٢۵ (٢ ٢۶ (١
است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

است. لازم زمان ثانیه) ٢٨ (یعنͬ ٧ تا ١ اعداد جمع اندازه�ی به حداقل چپ سمت پایین خانه�ی سوختن برای
مͬ�دهد. نشان را چینش�ها این از نمونه�ای زیر جدول شود. حاصل زمان این که چید طوری را بقیه مͬ�توان

١۴ ١١ ٢ ١
١٢ ٩ ٣ ١۵
١٣ ۵ ۴ ٨
٧ ۶ ١۶ ١٠

□

مرحله هر در مͬ�دهند: انجام را زیر بازی مرلون و مولین شده�اند. نوشته تخته روی {٢i|٠ ⩽ i ⩽ ٩} اعداد ١٢
را ⌊x+y

٢ ⌋ یا ⌈x+y

٢ ⌉ عدد آن�ها کردن پاک از بعد و مͬ�کند انتخاب را y و x عدد دو اوست، نوبت که بازیͺنͬ

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۵ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
و عدد این کردن بیشینه مولین هدف بماند. باقͬ عدد ͷی فقط تا مͬ�یابد ادامه روند این و مͬ�نویسد تخته روی
بازی شروع�کننده�ی مولین و دهند انجام را خود بازی بهترین بازیͺن دو هر اگر است. آن کردن کمینه مرلون هدف

است؟ چند برابر ۵ بر p باقͬ�مانده�ی باشد، p برابر نهایͬ عدد و باشد
۴ (۵ ٣ (۴ ١ (٣ ٠ (٢ ٢ (١

است. درست ۵ گزینه�ی پاسخ:
سقف و کند انتخاب را دارند را مجموع کمترین که عددی دو که است این مرحله هر در مولین برای راه بهترین
روی را حاصل عدد کف و بنویسد دارند را مجموع بیشترین که عددی دو باید نیز مرلون بنویسد. را حاصل عدد
□ است. ۵۴ مͬ�ماند تخته روی که نهایͬ عدد کار این انجام با بنویسد. تخته

عمل باشند). هم خالͬ مͬ�توانند (جعبه�ها مͬ�دهیم قرار ١, ٢, ٣, ۴, ۵ شماره�های با جعبه ۵ در را توپ ۴٠
و مͬ�شوند خارج وجود) صورت (در ٢ ⩽ i ⩽ ۴ جعبه�ی از توپ دو آن طͬ در که است عملͬ «وسط�به�دو�طرف»�

مͬ�رود. i+ ١ جعبه�ی به ͬͺی و i− ١ جعبه�ی به آن�ها از ͬͺی
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

دوم جعبه�ی و پنجم جعبه�ی با اول جعبه�ی توپ�های تعداد که نحوی به جعبه�ها در توپ�ها دادن قرار راه�های تعداد ١٣
مͬ�گیرد؟ قرار زیر بازه�های از ͷی کدام در باشد، برابر چهارم جعبه�ی با

[٠, ٢٠٠] (۵ [٨٠٠,+∞) (۴ [۴٠٠, ۶٠٠] (٣ [۶٠٠, ٨٠٠] (٢ [٢٠٠, ۴٠٠] (١
است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:

: داریم است. زوج a٣ پس a٢ = a۴ و a١ = a۵ چون باشد. داشته قرار توپ ai iام جعبه�ی در کنید فرض
□ .(٢٢

٢
) با است برابر پاسخ�ها تعداد .پس a١ + a٢ + a٣٢ = ٢٠

آن از وسط�به�دوطرف عمل تعدادی انجام با اگر مͬ�گوییم «گوشه�گیر» حالت سبد در �توپ�ها قرارگیری از حالتͬ به ١۴
است؟ چند گوشه�گیر حالت�های تعداد بͽیرند. قرار آخر و اول جعبه�ی در توپ�ها تمام که برسیم حالتͬ به حالت
باشد. برابر چهارم جعبه�ی با دوم جعبه�ی و پنجم جعبه�ی با اول جعبه�ی توپ�های تعداد که حالت�هایͬ تعداد (١

صفر (٢
۴١ (٣
۴٠ (۴

باشد. زوج چهارم و سوم و دوم خانه�های توپ�های مجموع که حالت�هایͬ تعداد (۵
است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

ͷی پس مͬ�شود، منتقل ۴ و ٣ و ٢ جعبه�های از ͬͺی به توپ ͷی حداقل وسط�به�دوطرف عمل هر انجام از پس
□ داریم. گوشه�گیر حالت ۴١ یعنͬ باشد گوشه�گیر ابتدا از اگر فقط و اگر است گوشه�گیر حالت

١ سؤال: دفترچه�ی کد ۶ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
با داد. انجام آن روی وسط�به�دو�طرفͬ عمل هیچ نتوان اگر مͬ�گوییم «بͬ�حرکت» توپ�ها قرارگیری از حالتͬ به ١۵

برسیم. بͬ�حرکت وضعیت ͷی به تا مͬ�کشد طول مرحله چند حداکثر دلخواه حالت ͷی از شروع
٧٨ (۵ ٧۵ (۴ ٧٧ (٣ ٨٠ (٢ ٧٩ (١

است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:
باشد. داشته قرار توپ ͷی حداکثر و۴ ٣ و ٢ جعبه�های از هرکدام در که است وضعیتͬ حرکت بͬ وضعیت
مقدار حالت هر برای حال باشند. سوم جعبه�ی در همه ابتدا در توپ�ها که مͬ�دهد رخ حالتͬ در گام تعداد بیشترین
از مͬ�شود. اضافه s به واحد دو دقیقا وسط�به�دوطرف عمل هر از پس . s = ∑۵

i=١ a٢
i �: کنید تعریف اینͽونه را s

حالتͬ نهایͬ بͬ�حرکت حالت که مͬ�شود مشاهده راحتͬ به باشند، سوم جعبه�ی در توپ�ها تمام که هنͽامͬ طرفͬ
حالت این به رسیدن برای مراحل تعداد . a١ = ١٩, a٢ = ١, a٣− = ٠, a۴ = ١, a۵ = ١٩�: آن در که است
□ .١

٢(send − sstart) =
۵١۴−٣۶٠

٢ = ٧٧ با است برابر

دارد. متقاضیان امور انجام برای باجه سه که دارند قرار ͷبان ͷی صف در ١, ٢, . . . , ١٠ شماره�های با نفر ده
کار هرگاه و مͬ�رود خالͬ باجه اولین به کس هر ،١ شماره فرد از شروع با هستند. خالͬ باجه�ها همه�ی ابتدا در
ثانیه ͷی حداقل نفر هر کار این، بر علاوه مͬ�شود. او جایͽزین صف اول نفر بلافاصله شد، تمام باجه�ای در کسͬ
پایان فرآیند این دهم نفر کار اتمام از پس نمͬ�کنند. ترک را باجه�ها همزمان دقیقا نفری دو هیچ و مͬ�کشد طول
کار انجام حال در هردو آن در که باشد داشته وجود لحظه�ای اگر گوییم «همزمان» را نفر دو فرآیند این در مͬ�یابد.

مͬ�کنیم. فرض نفر دو این شماره�های تفاضل قدرمطلق با برابر را زوج ͷی «وزن» باشند. باجه�ها در
دهید پاسخ زیر سؤال ۴ به بالا توضیحات به توجه با

باشند؟ همزمان نمͬ�توانند زیر زوج�های از چندتا باشند، همزمان زوج دو {٣, ٧} و {٢, ۶} اگر ١۶
{٧, ١}, {٩, ۶}, {٧, ۴}, {۴, ٣}, {٨, ٢}, {۵, ١}

۵ (۵ ٢ (۴ ٣ (٣ ١ (٢ ۴ (١
است. درست ٣ گزینه�ی پاسخ:

این در دارند. قرار باجه�ها در ٢, ٣, ۶ که دارد وجود زمانͬ هستند، همزمان زوج دو {٣, ٧} و {٢, ۶} چون
مͬ�توان راحتͬ به نیز را دیͽر زوج�های باشند. همزمان نمͬ�توانند {١, ۵} و {۴, ٧} و {١, ٧} زوج�های صورت
□ باشند. همزمان مͬ�توانند که کرد مشاهده

است؟ چند ترتیب به همزمان های زوج تعداد برای ممͺن مقدار بیش�ترین و کم�ترین ١٧
١٩, ١٠ (۵ ٢۴, ١٧ (۴ ٢۴, ١٩ (٣ ٢۴, ١٠ (٢ ١٧, ١٧ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:
و مͬ�شوند ایجاد همزمان زوج دو مͬ�شود، باجه ͷی وارد که نفر هر شده، گفته مسئله در که شرایطͬ به توجه با
زوج�های تعداد افراد خروج و ورود ترتیب از مستقل پس مͬ�دهند. تشͺیل همزمان زوج سه ١, ٢, ٣ نیز ابتدا در

٣ + ٧ × ٢ = ١٧ : با است برابر همزمان
□

است؟ چند ترتیب به همزمان زوج�های وزن مجموع برای ممͺن مقدار بیش�ترین و کم�ترین ١٨
١ سؤال: دفترچه�ی کد ٧ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
٨١, ٢۴ (۵ ٨٠, ٢۴ (۴ ٨١, ٢٣ (٣ ٨٠, ٢۵ (٢ ٨١, ٢۵ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:
اضافه با صورت این در باشد، صعودی باجه�ها از افراد خروج ترتیب آن در که مͬ�دهد رخ زمانͬ مجموع کمترین
است. ۴ برابر مجموع هستند، باجه�ها در ١, ٢, ٣ که نیز ابتدا در و مͬ�شود اضافه مجموع به واحد سه نفر هر شدن

.۴ + ٧ × ٣ = ٢۵ : با است برابر مجموع کمترین کل در پس
دارد. را شماره ترین بزرگ که شود خارج باجه از فردی مرحله هر در که مͬ�دهد رخ حالتͬ در نیز مجموع بیشترین
صورت این در مͬ�شود، اضافه مجموع به i− ١ + i− ٢ مقدار مͬ�شود، وارد iام فرد که هنͽامͬ صورت این در

∑٩
i=١ i+

∑٨
j=١ j = ۴۵ + ٣۶ = ٨١�: با مͬ�شود برابر کلͬ مجموع

□

باجه�ها در مͬ�توانند مختلف ترتیب چند به افراد این باشند، همزمان زوج سه {۶, ٩} و {۴, ٨} و {٢, ۵} اگر ١٩
همزمان ͬͺی در که �باشد داشته وجود زوجͬ اگر فقط و اگر مͬ�شوند، محسوب مختلف ترتیب (دو گیرند؟ قرار

نباشند.) همزمان دیͽری در و باشند
صفر (۵ ٢۴ (۴ ٧٢ (٣ ١۴۴ (٢ ١۶ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:
حالت ٢ باجه از خروج ترتیب برای زوج�ها این از کدام هر بͽیرید. نظر در را {۴, ٨} و {٢, ۵} ،{١, ٣} زوج�های
مͬ�خواهد دهم نفر که هنͽامͬ طرفͬ از ندارند. افراد بقیه خروج و ورود ترتیب بر تاثیری حالات دو این که دارند
٢ × ٢ × ٢ × ٣ کل در پس گرفت. نظر در مͬ�توان مͬ�شود خارج باجه از که نفری برای حالت ٣ شود، وارد

داریم. باجه�ها در افراد گرفتن قرار ترتیب برای
□

زیرمجموعه�ای بار هر ما است. چوب�کبریت ͷی آن ضلع واحد هر که است) n ضلع (طول داریم n× n جدولͬ
گوشه�ی از ممͺن مسیرهای تعداد سپس و برمͬ�داریم را باشد) تهͬ مͬ�تواند زیرمجموعه� (این چوب�کبریت�ها از
حالت به را چوب�کبریت�ها این�کار از پس مͬ�شماریم. را بالا) یا و راست حرکات با (فقط راست بالا به چپ پایین

مͬ�کنیم. حذف را جدید زیرمجموعه�ای دوباره و برمͬ�گردانیم اولیه
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

عدد و داده انجام را بالا حرکت چوب�کبریت�ها از ممͺن زیرمجموعه�های تمام ازای به است. n = ٣ کنید فرض ٢٠
دارد؟ وجود مختلف عدد چند تخته روی نهایت در نوشته�ایم. تخته روی را نهایͬ

١۶ (۵ ٢١ (۴ ١٩ (٣ ٢٠ (٢ ١٨ (١
است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

□ نمود. تولید مͬ�توان را ٢٠ تا ٠ اعداد تمامͬ

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٨ ١٣٩٣/٢/٠٩
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معتبرشان مسیرهای تعداد که بͽیرید نظر در را کبریت�ها چوب از زیرمجموعه�هایͬ تنها است. n = ۴ کنید فرض ٢١
تخته روی را حذف�شده چوب�کبریت�های تعداد زیرمجموعه�ها این از کدام هر ازای به بار این است. ۶٠ برابر

است؟ چند شده نوشته تخته روی که عددی بیشینه و کمینه مͬ�نویسیم.
٨, ١ (۵ ١٠, ١ (۴ ندارد. معتبر مسیر ۶٠ حالتͬ هیچ (٣ ٨, ٢ (٢ ١٠, ٢ (١

است. درست ۵ گزینه�ی پاسخ:
رسید. معتبر مسیر ۶٠ به مͬ�توان و مͬ�شود حذف مسیر ١٠ چوب�کبریت�ها از ͬͺی حذف با است. درست ١ گزینه�ی
حداقل چوب�کبریت�ها بقیه و مͬ�کنند حذف را مسیر ١۶ هستند تا ١٢ مجموعا که کناری چوب�کبریت�های طرفͬ از
چوب�کبریت ٨ حذف با مͬ�توان کنیم). حذف را آنها نیست صرفه به مقرون (که کرد خواهند حذف را مسیر ١٠
اضافه مسیر ۶ حداکثر تا ١٢ این بین از چوب�کبریت ۴ کردن اضافه با طرفͬ از نمود. حذف را مسیر ١٠ آنها از
□ است. عدد ٨ نیز تعداد بیشترین پس مͬ�شود.
چوب�کبریت�ها مͬ�توان {٣٢, ۶۴, ١٢٨, ٢۴٣, مجموعه�ی{٢۴٩ اعداد از تا چند ازای به است. n = ۵ کنید فرض ٢٢

شود؟ عدد آن با برابر معتبر مسیرهای تعداد که کرد حذف به�شͺلͬ را
١ (۵ ۴ (۴ ۵ (٣ ٢ (٢ ٣ (١

است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:
دست به را آن که دارد وجود مثالͬ ͷی هر برای هستند. تولید قابل اعداد بقیه و ساخت نمͬ�توان را ٢۴٩ عدد تنها
□ مͬ�آورد.

دریافت برنامه ͷی ربات این دارد. قرار آن چپ پایین گوشه�ی در ربات ͷی که داریم (n > ١) n × n جدولͬ
و بازمͬ�گردد اول دستور به دوباره دستور آخرین انجام از پس بار هر و مͬ�کند اجرا دستور به دستور را آن و کرده
باشد راست) و چپ پایین، (بالا، حرکت چهار شامل مͬ�تواند برنامه این دستورات مͬ�کند. تͺرار را کار همین
یا و شود خارج جدول از که صورتͬ (در صورت این غیر در و مͬ�دهد انجام را آن�ها امͺان صورت در روبات که
آن دستورهای تعداد برنامه ͷی طول کنید فرض مͬ�رود. بعدی دستور سراغ به شود) هدایت غیرمجاز خانه�ی به

است.
دهید پاسخ زیر سؤال ٣ به بالا توضیحات به توجه با

اجرای با ربات که برنامه�ای کوتاه�ترین طول هستند. غیرمجاز خاکستری خانه�های بͽیرید. نظر در را زیر جدول ٢٣
است؟ چند مͬ�رسد، سفید) مسیر (انتهای هدف خانه��ی به بار ͷی حداقل آن

٢١ (۵ ٢٠ (۴ ٢٣ (٣ ٢۵ (٢ ١٨ (١
است. درست ۴ گزینه�ی پاسخ:

١ سؤال: دفترچه�ی کد ٩ ١٣٩٣/٢/٠٩
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کشور کامپیوتر المپیاد چهارمین و بیست دوم مرحله�ی
خانه�ی به رسیدن هنͽام در داریم. بالا و راست سمت به حرکتͬ مجموعا کمینه) حالت (در برنامه اجرای بار هر در
برنامه اجرای بار ͷی در وگرنه باشیم داشته پایین به حرکت ۵ همچنین و چپ به حرکت ۴ حداقل باید راست، بالا
هدف به را ربات خط ٢٠ طول با زیر برنامه�ی داریم. حرکت ٢٠ به نیاز حداقل پس ماند. خواهیم نقطه همان در
□ پایین. ۵ چپ، ۴ بالا، ۶ راست، ۵ مͬ�رساند:
را جدول خانه�های تمامͬ تا دهیم ربات به برنامه�ای مͬ�خواهیم هستند. مجاز جدول خانه�های تمام کنید فرض ٢۴
برای هدف این با برنامه کوتاه�ترین طول است). خانه کدام در انتها در ربات نیست (مهم بپیماید بار ͷی حداقل

است؟ چند n = ١٠
١۵ (۵ ١٠ (۴ ٩ (٣ ١١ (٢ ١٩ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:
در است. لازم حرکت تعداد کمترین حرکت ٢n− ١ ،n× n جدول برای کلͬ طور به است. درست ۵ گزینه�ی
جدول گوشه�ی دو هر برنامه بار ͷی اجرای از پس باشیم، نداشته حرکت n − ١ جهت�ها از ͬͺی در که صورتͬ
گوشه�ها از ͬͺی باشیم رفته سمت کدام به نهایت در اینͺه به توجه با ترتیب بدین شده�ایم. جابجا ما و هستند خالͬ
کمتر آن عͺس جهت در اگر و باشیم داشته حرکت n − ١ جهت�ها از ͬͺی در باید نتیجه در ماند. خواهد خالͬ
که داشت خواهیم حرکت ٢n− ٢ کل در پس ماند. خواهد خالͬ ستون یا سطر ͷی همچنان باشیم داشته حرکت
برابر که باشیم داشته حرکت ͷی حداقل دیͽر جهت ͷی در باید کنیم پیمایش را جدول تمامͬ بتوانیم اینͺه برای

رسید: جواب به حرکت تعداد این با مͬ�توان نیز زیر روش با مͬ�شود. ٢n− ١
□ بالا. ١ چپ، n− ١ راست، n− ١
داشته وجود ٣n حداکثر طول به برنامه�ای باشد، غیرمجاز خانه آن تنها اگر که مͬ�نامیم خوب جدول در را خانه�ای ٢۵
محل (خانه�ی دارد؟ وجود جدول در خوب خانه�ی چند n = ٧ برای بپیماید. را مجاز خانه�های تمام که باشد

نیست.) خوب پایین چپ گوشه�ی خانه�ی یعنͬ ربات استقرار
١١ (۵ ۴٣ (۴ ٢٣ (٣ ٢٢ (٢ ۴٨ (١

است. درست ١ گزینه�ی پاسخ:
خوب کنیم ثابت مͬ�خواهیم که خانه�ای کنید فرض هستند. خوب خانه�ها تمامͬ جدولͬ، هر برای کلͬ طور به
طͬ را خانه این جز به خانه�ها تمام زیر برنامه�ی صورت این در داشته�باشد. قرار جدول ام k ستون در است،

مͬ�کند.:
□ چپ. k بالا، ١ چپ، n− k پایین، ١ راست، n− k بالا، ١ راست، k

١ سؤال: دفترچه�ی کد ١٠ ١٣٩٣/٢/٠٩
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ͬͽرن بازی
دست که دارد وجود ͬͽرن کبوتری لانه اصل طبق ببعͬ، توسط ١ شماره دایره�ی رن�͹آمیزی از پس الف)
کافͬ ترتیب به باشد، بنفش یا زرد نارنجͬ، ،͹رن این اگر باشد. آمده در ͹رن آن به قطاع، n کم
کار این با بیاورد. در زرد یا بنفش نارنجͬ، ͹رن به را ٢ شماره دایره�ی قطاع�های تمام گاوی است

شد. خواهد تولید نارنجͬ قطاع n کم دست ٣ شماره دایره�ی در
در ͹رن آن به را آن�ها و مͬ�کند انتخاب ١ شماره دایره�ی از قطاع n ،͹رن هر برای ببعͬ ابتدا در ب)
و بنفش ͹رن به قطاع y زرد، ͹رن به قطاع x خود، رن�͹آمیزی در گاوی کنید فرض مͬ�آورد.
شماره دایره�ی چرخش برای ممͺن انتخاب ٣n باشد. آورده در نارنجͬ ͹رن به را قطاع n−x−y

شماره دایره�ی در حالت ٣n این مجموع در که نارنجͬ�ای قطاع�های تعداد دارد. وجود ببعͬ برای ٢
با: است برابر آمد خواهند پدید ٣

(x× n) + (y × n) + ((n− x− y)× n) = ٣ × n٢

کم دست حالت آن در که دارد وجود ببعͬ برای انتخابͬ کبوتری، لانه�ی اصل طبق پس

⌈
٣n٢
٣n ⌉ = n

بیاید. در نارنجͬ ͹رن به ٣ شماره دایره�ی از قطاع

جادویͬ ماشین و وزنه�ها
در و هستند هم�نوع سͺه دو یعنͬ بود، طبیعͬ سͺه دو وزن مجموع اگر ماشین از استفاده هنͽام وضوح به
در که نامید مقایسه عمل ͷی را ماشین از استفاده عمل مͬ�توان پس نیستند. هم�نوع یعنͬ صورت این غیر

خیر. یا هستند هم�نوع شده، گذاشته سͺه�ی دو فهمید مͬ�توان آن پایان
ͷی مͬ�تواند جادویͬ ماشین از استفاده بار ٢n−١ حداکثر با گاوی مͬ�کنیم ثابت n روی استقرا با الف)

کند. پیدا سͺه، ٣n بین از نیم-گرمͬ سͺه�ی
حرکت ۵ حداکثر با داد نشان مͬ�توان حالت�بندی کمͬ با مͬ�گیریم. نظر در را n = ٣ پایه، برای

کرد. مشخص را نیم-گرمͬ سͺه�ای مͬ�توان
برقرار نیز n = k+١ برای حͺم مͬ�کنیم ثابت باشد؛ برقرار n = k برای حͺم مͬ�کنیم فرض حال
دو مͬ�کنیم. مقایسه هم با را سͺه ٢ مͬ�گیریم. نظر در را سͺه ٣k + ٣ حͺم، اثبات برای است.

بود: متصور مͬ�توان حالت

کنیم. مقایسه دیͽر سͺه�ی ٣ با و برداشته را (x) آن�ها از ͬͺی است کافͬ بودند، متفاوت اگر –
است ١-گرمͬ سͺه�ای x یعنͬ کشید، تساوی به آن�ها از تا ٢ کم دست مقایسه، ٣ این در اگر
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سͺه�ای x صورت این غیر در است؛ نیم-گرمͬ نخست، مقایسه�ی در آن مقابل سͺه�ی و
است. نیم-گرمͬ

برابر هم باز اگر مͬ�کنیم. مقایسه دیͽر سͺه�ای با و برداشته را آن�ها از ͬͺی بودند، برابر اگر –
مͬ�توان استقرا فرض طبق سͺه�ها، بقیه�ی برای و هستند ١-گرمͬ سͺه، ٣ این یعنͬ بودند،
انتخاب دیͽر دل�خواه سͺه�ی ٣ هم باز است کافͬ نبودند، برابر ٢ این اگر اما داد؛ انجام را کار

دهیم. انجام را کار قبل، حالت مانند و کنیم
را یال�ها ابتدا دارد. یال n− k کم دست مولفه، k با رأسͬ n ساده�ی گراف هر مͬ�کنیم ثابت ابتدا ب)
ͬͺی حداکثر مͬ�گذاریم، که یالͬ هر مͬ�گذاریم. را یال�ها دیͽری، از پس ͬͺی و نمͬ�گیریم نظر در

دارد. یال n− k کم دست مولفه، k با رأسͬ n گراف پس مͬ�کند. کم مولفه�ها تعداد از
رأس ٣n با ساده گرافͬ باشد. کرده پیدا را نیم-گرمͬ سͺه�ای مقایسه، تعدادی با گاوی کنید فرض
بین گاوی اگر تنها و اگر مͬ�کشیم یال رأس، دو بین و باشد سͺه ͷی آن رأس هر که مͬ�سازیم

باشد. داده انجام مقایسه آن�ها، متناظر سͺه�های
١ مولفه�ی ٣ کم دست کنیم فرض دارد. رأسͬ ١ مولفه�ی ٢ حداکثر گراف این مͬ�کنیم ثابت ابتدا
با نمͬ�توان باشند، رأس ٣ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�ها�ی اگر صورت این در باشد. داشته رأسͬ

داد. تشخیص را نیم-گرمͬ سͺه�ی ͷی اطمینان
دست کنید فرض قبل قسمت مانند دارد. رأسͬ ٢ مولفه�ی ١ حداکثر گراف این مͬ�کنیم ثابت حال
با نمͬ�توان باشند، رأس ۴ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�های اگر باشیم. داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی ٢ کم

داد. تشخیص را نیم-گرمͬ سͺه�ی ͷی اطمینان
وجود رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ هم و باشیم داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی هم ندارد امͺان مͬ�کنیم ثابت حال
داشته وجود رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ هم و باشیم داشته رأسͬ ٢ مولفه�ی هم کنید فرض باشد. داشته
نمͬ�توان اطمینان با هم باز باشند، سͺه ۴ این بین در نیم-گرمͬ سͺه�های اگر صورت این در باشد.

کرد. پیدا را نیم-گرمͬ سͺه�ای
حداکثر ما گراف باشیم، داشته رأسͬ ͷت مولفه�ی ٢ نظر، مورد گراف در اگر حال

⌊
٣n− ٢

٣ ⌋+ ٢ = n+ ١

حداکثر ما گراف نیز صورت این غیر در دارد؛ مولفه

⌊
٣n− ٣

٣ ⌋+ ١ + ١ = n+ ١

حͺم که دارد لازم یال ٣n− (n+ ١) = ٢n− ١ کم دست ما گراف پس داشت. خواهد مولفه
مͬ�کند. ثابت را مسئله
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خسیس گاوی
بͽیرید. نظر در یال ͷی جاده هر جای به و راس ͷی شهر هر جای به کنید. مدل گراف به را نظر مورد کشور
راس درجات مجموع با است برابر نیز مسیر ͷی هزینه است. آن متناظر راس درجه با برابر شهر ͷی ارزش

مسیر. داخل های
را ببعͬ حال کنید. جدا گراف این از را b و a راس دو بین یال بͽیرید. نظر در را کامل گراف ͷی الف)

با: است برابر سفر هزینه اکنون دهید. قرار b راس در را گاوی و a راس در
n− ٢ + n− ٢ + n− ١ = ٣n− ۵

.
بͽیرید.به نظر در b به a از را مسیر کوتاه�ترین است. b راس در گاوی و a راس در ببعͬ کنید فرض ب)
مسیر باشد یال اگر چون داشت نخواهیم یال مسیر داخل راسͬ دو هیچ بین مسیر خود یال�های جز
چون دارد، مسیر داخل های راس به یال سه حداکثر نیز مسیر از خارج راس هر مͬ�شود. تر کوتاه
راس�های درجات مجموع حال کنیم. پیدا مͬ�توانستیم کوتاه�تری مسیر دوباره صورت این غیر در
مͬ�شود. اضافه واحد دو درجات مجموع به مسیر داخل یال هر ازای به مͬ�شماریم. را مسیر داخل
مجموع به واحد ͷی هم مسیر داخل راس ͷی به مسیر از خارج راس ͷی از یال هر ازای به
با: برابر حداکثر ما کل هزینه باشد، k مسیر درون راس�های تعداد اگر مͬ�شود. اضافه درجات

٢ ∗ (k − ١) + ٣ ∗ (n− k) = ٣n− k − ٢
بوده راس دو از متشͺل فقط ما مسیر صورت٬ این غیر در است. حل سوال که باشد k > ٢ اگر
آن در پس باشند. داشته n − ١ با برابر حداکثر درجه�ای مͬ�توانستند حداکثر کدام هر که است
٢n−٢ ≥ ٣n−۵ است، n > ٢ اینͺه به توجه با که مͬ�شد ٢n−٢ با برابر ما کل هزینه صورت

است.

گاوی مهره�های انتقال
از بیش خانه ͷی در مͬ�تواند لحظه ͷی در او ماشین در چون بͽیرید. نظر در را گاوی ماشین جواب
با ای نقطه به بخواهیم را (x١, y١) مختصات با مهره�ای اگر که کرد فرض مͬ�توان پس باشد، مهره ͷی
به را آن سپس و برده (x١, y٢) نقطه�ی به را مهره این ابتدا مͬ�توانیم دهیم، انتقال (x٢, y٢) مختصات
انتقال در موجود حرکات به و عمودی حرکت اول، انتقال در موجود حرکات به ببریم. (x٢, y٢) خانه�ی
انتقال نظر مورد سطر به عمودی حرکت تعدادی با را مهره ابتدا عبارتͬ به مͬ�گوییم. افقͬ حرکت دوم
(c, d) مرتب زوج مهره هر به همچنین مͬ�بریم. نظر مورد ستون به افقͬ حرکت تعدادی با سپس و مͬ�دهیم
حرکت تعداد با برابر d و نقطه این برای لازم عمودی حرکت�های تعداد معنای به c آن در که دهید نسبت را

است. نقطه این ازای به لازم افقͬ های

١ لم
باشند داشته برخورد هم با خود حرکت مسیر در مهره دو کنید فرض است. درست سوال بعد ͷی ازای به
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هم با را مهره دو این مقصد .(B خانه�ی به b و برود A خانه�ی به مͬ�خواهد a که b و a مهره�های (مثلا
مͬ�شود. کاسته برخورد�ها تعداد از واحد ͷی حداقل کار این با برود). A به b و برود B به a) کنید عوض
که کنید تͺرار آن�قدر را کار این نمͬ�شود. بیش�تر قبلͬ�اش حالت از ما جواب کار این با مͬ�دانیم ضمن در

است. برابر بعد ͷی ازای به گاوی و ببعͬ ماشین جواب پس باشیم. نداشته برخوردی دیͽر

نمره نصف حل
F = کنید فرض حال کنید. تعریف max(ci, di) برابر را ei (١ ≤ i ≤ n) iام مهره ازای به
لم طبق بͽیرید. نظر در را گاوی ماشین جواب حال است. t١ ≥ F که است واضح .maxn

i=١(ei)
حرکات انجام حال در که مهره دو بین برخوردی هیچ که بدهد جوابͬ ما به مͬ�تواند گاوی ماشین ،١
تمامͬ تا کند صبر و دهد انجام را خود عمودی حرکت مهره�ای، هر حال ندهد. رخ هستند خود عمودی
اکنون دهد. انجام را خود افقͬ حرکت مهره�ای هر سپس دهند. انجام را خود عمودی حرکت�های مهره�ها

داشت خواهیم حال است. رسیده خود نظر مورد خانه�ی به هرکس
t٢ ≤ max(ci) +max(di) ≤ F + F ≤ ٢t١

کامل حل
شود. کمینه آن در ∑

n

i=١ c٢
i

که بͽیرید نظر در را جوابͬ گاوی ماشین برای موجود جواب�های بین از
خانه ͷی در مهره دو لحظه�ای هیچ در بͽیریم، نظر در را جوابͬ همچین اگر که کنیم ثابت مͬ�خواهیم
ͷی به مͬ�دهند انجام عمودی حرکت که هنͽامͬ و باشند ستون ͷی در مهره دو کنید فرض بود. نخواهند
یابد. انتقال B خانه�ی به نیز b مهره�ی و یابد انتقال A نقطه�ی به بخواهد a مهره�ی کنید فرض برسند. نقطه
است شده کم�تر دو هر cb و ca .A خانه�ی به را b مهره�ی و دهید انتقال B نقطه�ی به را a مهره�ی حال
فرض حال است. شده کم�تر ما نظر مورد مجموع پس نیستند. سطر ͷی در آبͬ�ای نقطه�ی دو هیچ چون
حرکت انجام حال در آن�ها از ͬͺی صورت این در کنند. برخورد هم به مختلف ستون دو از مهره دو کنید
سطر در آبͬ�ای نقطه دو هیچ اولا زیرا خود، افقͬ حرکت انجام حال در دیͽری و است بوده خود عمودی
خود مقصد به مͬ�خواهد که مهره�ای هر بود قرار و نبودند ستون ͷی در مهره دو این ثانیا نیستند، یͺسانͬ
با را مهره دو این مقصد اکنون را. افقͬ�اش حرکات سپس دهد، انجام را عمودی�اش حرکات اول برود،
در آن�ها از ͬͺی همچنین و بوده�اند نقطه ͷی در زمان ͷی در مهره دو این که جایͬ آن از کنید. عوض هم
اثبات همچنین است. نشده بیشتر ما جواب پس عمودی، حرکت حال در دیͽری و بوده افقͬ حرکت حال
باشد متفاوت هم با مهره دو این حرکت�های جهت اگر است. شده کمتر ما نظر مورد مجموع که مͬ�کنیم
در نهایͬ نقطه�های کنید (دقت است شده کم�تر نیز مجموع پس است شده کاسته آن�ها دوی هر c از که
کاسته سوال کلیت از که این بدون باشد، یͺسان مهره دو این حرکت جهت اگر حال نیستند). سطر ͷی
دهید. نشان ٢ و ١ با را مهره�ها این حال باشد. بوده بالا به آن�ها دوی هر حرکت جهت که کنید فرض شود

کنید: فرض همچنین

c١ < c٢ ⇒ y١ > y٢
p = c٢ + y٢ − (c١ + y١)
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١٣٩٣ دوم مرحله�ی تشریحͬ آزمون پاسخ

دهد. انجام عمودی حرکت c٢ − p ،٢ مهره و دهد انجام عمودی حرکت c١ + p ،١ مهره است قرار حال
داریم: مͬ�شود. اضافه ٢p(c١ + p− c٢) اندازه�ی به ما مجموع

٢p > ٠
c١ + p− c٢ = y٢ − y١ < ٠

ماشین شود، کمینه ما مجموع اگر پس است. شده کمتر ما مجموع و است ٢p(c١ + p− c٢) < ٠ پس
ببعͬ ماشین خواسته�ی همان این که نباشند نقطه ͷی در مهره دو لحظه�ای هیچ در که مͬ�دهد را جوابͬ ما به

است.
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تستͬ آزمون اول، روز کشور، کامپیوتر المپیاد سومین و بیست دوم مرحله�ی
است. آمده آن�ها به مربوط توضیح دسته هر از پیش و آمده�اند سؤالͬ دسته�ی چند در ٢٠ تا ١٣ سؤال�های •

١ نادرست جواب و مثبت نمره�ی ۴ سؤال هر به درست جواب مͬ�باشد. یͺسان سؤال�ها همه�ی به نمره�دهͬ •
دارد. منفͬ نمره�ی

است. تصادفͬ شͺل به سوال هر در گزینه�ها ترتیب •
خطوط که مͬ�بینید را اتوپیا شهر ساختمان ۵ از هوایͬ تصویری روبرو شͺل در
ناحیه�ی هر واقع در است. ساختمان�ها ارتفاع اختلاف دهنده�ی نشان آن در
تا ١ بین طبیعͬ عددی ارتفاعش که مͬ�دهد نشان را ساختمان ͷی بسته
ارتفاع نیست. هم�ارتفاع مجاورش ساختمان�های از ͷی هیچ با و است ۴

باشد؟ داشته مͬ�تواند مختلف حالت چند شهر این ساختمان�های

(١

٢۴ (۵ ٩۶ (۴ ١۴۴ (٣ ۴٨ (٢ ٣۶ (١
که باشیم داشته ⟨a١, a٢, ..., an⟩ مانند n تا ١ اعداد از جایͽشتͬ اگر است n طبیعͬ عدد مرید ،k صحیح عدد (٢
آن مرید بزرگترین با مساوی عدد ͷی قدرت اگر شود. k با مساوی |ai − i| ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به آن در

است؟ چند ٢٠ تا ١ اعداد قدرت� جمع باشد،
۵۵ (۵ ۶۴ (۴ ١٠٠ (٣ ۶٠ (٢ ٨٠ (١
دو هر بین که طوری به دهیم قرار یال آن رئوس از بعضͬ بین مͬ�خواهیم بͽیرید. نظر در را راسͬ ١٠٠ گرافͬ (٣
دور بخش�ها از ͬͺی حداقل در کنیم، افراز بخش دو به روشͬ هر به را راس�ها اگر و باشد یال ͷی حداکثر راس

داریم؟ لازم یال چند حداقل باشد. داشته وجود
۶ (۵ ٢٢ (۴ ١۶ (٣ ١٠ (٢ ٢٠ (١

در هرکس است. خالͬ جدول خانه�های ابتدا در مͬ�کنند. بازی نوبت به ٢×n جدول ͷی روی هرکول و خیͺول (۴
دهد انجام حرکتͬ نتواند که کسͬ و مͬ�زند خط نخورده�اند، خط هیچ�کدام قبلا که را مجاور دوخانه�ی خود نوبت
کننده�ی شروع خیͺول اینͺه فرض با باشند. داشته مشترک ضلع ͷی اگر هستند مجاور خانه دو است. بازنده
بازی طوری مͬ�تواند خیͺول ،{٣, ۵, ٨, ١٣, ٢١, ٣٢, ٣۴, ۶۴} مجموعه�ی از n تعداد چه ازای به است، بازی

شود؟ برنده که کند
٧ (۵ ۶ (۴ ۵ (٣ ۴ (٢ ٨ (١

a b
c d

d c
b a

-

«الف» شͺل

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶
٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢

«ب» شͺل

است. شده نوشته آن خانه�های در ١٢ تا ١ اعداد که داریم ٢ × ۶ جدول ͷی
انتخاب مͬ�دهند ٢×٢ مربع ͷی تشͺیل که را خانه ۴ مͬ�توانیم مرحله هر در
این هدف کنیم. جا�به�جا هم با را قطری خانه�های «الف» شͺل مثل و کنیم
به کنیم. مرتب «ب» شͺل مثل را جدول اعداد مرحله چند از بعد که است

است؟ امͺان�پذیر این�کار اولیه جدول در اعداد قرارگیری حالت چند ازای

(۵

۶! (۵ ٢۵ (۴ ١٢! (٣ ۶!٢ (٢ (١٢
۶
) (١

او است. کرده شماره�گذاری ۴ تا ١ اعداد با را آن راس�های و است کشیده راسͬ ۴ ساده�ی گراف ͷی خیͺوله (۶
به مͬ�پرسد نازخیͺول که پرسش�هایͬ بزند. حدس را گرافش پرسش تعدادی پرسیدن با مͬ�خواهد نازخیͺول از

دارد؟». وجود یال چند مجموع در z و �y و x راس�های «بین که است شͺل این
پرسش�ها این از دلخواهͬ تعداد پرسیدن با نازخیͺول بͺشد، مͬ�تواند خیͺوله که گراف�هایͬ از چندتا ازای به
مͬ�تواند مختلف گراف ۶۴ خیͺوله بنابراین و دارند شماره راس�ها که کنید دقت بزند؟ حدس را آن مͬ�تواند

بͺشد.
۴٢ (۵ ۴٠ (۴ ۴٨ (٣ ۴۶ (٢ ۴۴ (١
١ سوال: دفترچه�ی کد ١ ١٣٩٢/٢/١٠
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تستͬ آزمون اول، روز کشور، کامپیوتر المپیاد سومین و بیست دوم مرحله�ی
دو از ͬͺی خود نوبت در هرکس و مͬ�کنند بازی نوبت به آنها نوشته�اند. تخته روی را ۵ تا ١ اعداد سارا و دارا (٧

مͬ�دهد: انجام را زیر عمل
مͬ�نویسد. تخته روی را آنها جمع حاصل و مͬ�کند پاک تخته روی از را عدد دو •

مͬ�نویسد. تخته روی را آنها تفاضل مطلق قدر و مͬ�کند پاک تخته روی از را عدد دو •
با شود. کمینه عدد این مͬ�خواهد دارا و شود بیشینه مͬ�ماند باقͬ تخته روی انتها در که عددی مͬ�خواهد سارا
انتها در که عددی مͬ�کنند، بازی ممͺن شͺل بهترین به آنها هردوی و مͬ�کند شروع را بازی سارا اینͺه فرض

است؟ چند مͬ�ماند باقͬ تخته روی
٣ (۵ ۵ (۴ ٧ (٣ ٩ (٢ ١١ (١

مشخص نقطه�ی ٧ از ͬͺی به مقابل شͺل در A نقطه�ی از مͬ�خواهد قورباغه�ای
(١ ≤ k ≤ ۶) واحد k مͬ�تواند مرحله هر در او اینͺه فرض با برود. شده
مشخص نقاط به مͬ�تواند طریق چند به بپرد، راست سمت به یا بالا سمت به
به واحد ۶ پرش ͷی در که است این ممͺن مسیر ͷی مثال برای برسد؟ شده
راست سمت به واحد ٣ ابتدا که است این دیͽر مسیر ͷی بپرد. راست سمت

بپرد. راست سمت به دیͽر واحد ٣ سپس بپرد،

(٨

١٢!
٢×۶!×۶! (۵ ١۴!

۶!×۶! (۴ ٢١۴ (٣ ٢ × ٣۵ (٢ ١۴!
٧×!٧! (١

بچینیم روبرو شͺل به جدولͬ خانه�های درون را ٨ تا ١ اعداد مͬ�خواهیم
مجاور خانه دو باشد. ͷی از بیش مجاور عدد دو هر اختلاف به�طوری�که
جدول وسط خانه�های مثال برای باشند. داشته مشترک نقطه�ی ͷی اگر هستند

دهیم؟ انجام را کار این مͬ�توانیم طریق چند به هستند. مجاور خانه ۶ با

(٩

١۶ (۵ ٨ (۴ ۴ (٣ ١٢ (٢ ٢ (١
باشد: داشته را زیر شرایط اگر زیباست ۵ × ۵ جدول ͷی (١٠

باشد). مͬ�تواند هم ۵ و ١ (خود باشد شده نوشته ۵ تا ١ بین صحیح عددی آن خانه�ی هر در .١
باشد. ۵ برابر خانه�ها از ͬͺی حداقل در شده نوشته عدد .٢

نباشد. کمتر وجود) صورت (در راستͬ�اش و بالایͬ خانه�ی عدد از خانه هر عدد .٣
باشد: درست زیر عبارت دو از ͬͺی حداقل x مثل خانه هر ازای به .۴

دارد. قرار آن در x که است سطری عدد بزرگترین x خانه�ی عدد •
دارد. قرار آن در x که است ستونͬ عدد بزرگترین x خانه�ی عدد •

داریم؟ ۵ × ۵ زیبای جدول چند
(٩

۴
)٢ (۵ ۵٨ (۴ (٨

۴
)٢ (٣ ۵!٢ (٢ ١ (١

ضلعͬ ٧ ͷی صورت به آن پایه�های و دارد پایه ٧ که است میز نوع ͷی خیز
مستقل خیز پایه�ی هر زلزله اثر بر بدانیم اگر گرفته�اند. قرار محیط�اش در منتظم
چقدر زلزله اثر بر خیز افتادن احتمال مͬ�شͺند، ٠.۵ احتمال به پایه�ها بقیه از
باشد، داشته وجود آن مرکز از گذرنده خطͬ که مͬ�افتد صورتͬ در خیز است؟
اگر مثال عنوان به باشند. خط آن طرف ͷی سالم پایه�های همه�ی که طوری به

نمͬ�افتد. بشͺند، خیز پایه�ی ͷی فقط

(١١

٧٨
١٢٨ (۵ ۵٧

١٢٨ (۴ ۵٠
١٢٨ (٣ ٧١

١٢٨ (٢ ١
٢ (١

١ سوال: دفترچه�ی کد ٢ ١٣٩٢/٢/١٠
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تستͬ آزمون اول، روز کشور، کامپیوتر المپیاد سومین و بیست دوم مرحله�ی
شده�اند، شماره�گذاری ٨ تا ١ اعداد با که ماشین ٨ خیͺول�آباد ͹پارکین در
راهروی ماشین بالاترین یا مرحله هر در دارند. قرار A راهروی در شͺل مطابق
وارد B راهروی ماشین بالاترین یا مͬ�شود، C یا B راهروهای از ͬͺی وارد A

مͬ�شود. C راهروی
تعداد صورت این در باشند. C ستون در ماشین�ها تمام انتها در کنید فرض
حداکثر است ٣ مضرب حاصل�جمع�شان که C ستون در متوالͬ اعداد جفت

است؟ چند

(١٢

۴ (۵ ۶ (۴ ٧ (٣ ۵ (٢ ٣ (١
است. آمده آن�ها به مربوط توضیح دسته هر از پیش و آمده�اند سؤالͬ دسته�ی چند در ٢٠ تا ١٣ سؤال�های

اضافه�ی به است شده نوشته iام جای در که عددی ،i هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، «دانا» را nتایͬ جایͽشت ͷی
⟨٣, ١, ۴, ٢⟩ جایͽشت مثال برای باشد. n + ١ با برابر است، شده نوشته آن در i عدد که جایͽاهͬ شماره�ی

نیست. دانا ⟨۴, ٣, ٢, ١⟩ جایͽشت اما داناست، ۴تایͬ جایͽشت ͷی
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

دارد؟ وجود دانا nتایͬ جایͽشت ،{٢٠١٠, ٢٠١١, ٢٠١٢, ٢٠١٣, ٢٠١۴} مجموعه�ی از n تعداد چه ازای به (١٣
٣ (۵ ۵ (۴ ١ (٣ ۴ (٢ ٢ (١

دارد؟ وجود ٢١تایͬ دانای جایͽشت چند (١۴
١٠!
۵! (۵ ١٠! (۴ ١٠!

۵!×٢۵ (٣ ٠ (٢ ١٠!
۵!×٢١٠ (١

بͽیرید: نظر در را زیر الͽوریتم
بͽیر. ورودی از را x عدد .١

بده. قرار ͷی برابر را s بده. قرار صفر برابر را y .٢
بده. قرار ٢ بر x تقسیم باقیمانده�ی با برابر را b .٣

کن. اضافه y به را s× b مقدار .۴
بده. قرار ⌊x

٢⌋ برابر را x .۵
برو. سه سطر به و بده قرار −s برابر را s بود، صفر از بزرگتر x اگر .۶

پایان .٧
دهید پاسخ زیر سؤال ٢ به بالا توضیحات به توجه با

بود؟ خواهد صفر برابر y پایان در ،١٠٢٣ تا ٠ اعداد از ورودی عدد تعداد چه ازای به (١۵
٢٨ (۵ ٣٠٠ (۴ ٣۵ (٣ (١٠

۵
) (٢ (۶

٣
) (١

١ سوال: دفترچه�ی کد ٣ ١٣٩٢/٢/١٠
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تستͬ آزمون اول، روز کشور، کامپیوتر المپیاد سومین و بیست دوم مرحله�ی
بود؟ خواهد سه مضرب y پایان در ،١٠٢٣ تا ٠ اعداد از ورودی عدد تعداد چه ازای به (١۶

٢٧ × ٣ (۵ ٢۴٣ (۴ ٣۴٢ (٣ (٨
۴
) (٢ ٣۵ × ٢ (١

این خانه�های بعضͬ در مͬ�کنند. زندگͬ n×n جدول�های در که هستند برنامه�ریزی قابل موجوداتͬ خالپشت�ها،
نیست. ممͺن آنها از عبور و دارد وجود دیوار جدول�ها

چهار از مͬ�توانند دستورها مͬ�کنند. اجرا ترتیب به را آنها و مͬ�کنند دریافت را دستورها از دنباله�ای خالپشت�ها
باشند: زیر نوع

مͬ�رود. خود بالایͬ خانه�ی به خالپشت بالا: •
مͬ�رود. خود پایینͬ خانه�ی به خالپشت پایین: •

مͬ�رود. خود چپͬ خانه�ی به خالپشت چپ: •
مͬ�رود. خود راستͬ خانه�ی به خالپشت راست: •

خالپشت ببرد، است دیوار آن در که خانه�ای به یا جدول از خارج به را خالپشت دستور، ͷی اجرای که صورتͬ در
مͬ�رود. بعدی دستور سراغ به و نمͬ�کند اجرا را دستور

دهید پاسخ زیر سؤال ۴ به بالا توضیحات به توجه با
روبرو شͺل به ۴ × ۴ جدول ͷی در که است کرده پیدا خالپشتͬ خیͺوله
خورده، هاشور خانه�های و دارد قرار A خانه�ی در خالپشت مͬ�کند. زندگͬ
کمترین با دنباله�ای مͬ�خواهد خیͺوله است. دیوار آنها در که هستند خانه�هایͬ
خانه�های همه�ی از خالپشت آن اجرای از بعد که بدهد خالپشت به دستور تعداد
است؟ چند دنباله این دستورات تعداد باشد. کرده عبور یͺبار حداقل جدول

(١٧

١۴ (۵ ١٠ (۴ ١۶ (٣ ١٨ (٢ ١٢ (١
ͷی هرکدام در که مͬ�دهد روبرو شͺل به ٣×٣ جدول دو خیͺوله به نازخیͺول
دنباله�ای مͬ�خواهد، خیͺوله از نازخیͺول دارد. وجود A خانه�ی در خالپشت
را آن خالپشت دو هر وقتͬ که کند پیدا دستور تعداد کمترین با دستورات از
تعداد کنند. عبور یͺبار حداقل خود جدول خانه�های همه�ی از کردند، اجرا

است؟ چند دنباله این دستورات

(١٨

١٣ (۵ ٩ (۴ ١٢ (٣ ٧ (٢ ١١ (١
او به و مͬ�دهد روبرو شͺل به ۴ × ۴ جدول ͷی نازخیͺول به خیͺوله حالا
به را خالپشت�ها جای اما دارد وجود خالپشت دو جدول این در که مͬ�گوید
دستورات از دنباله�ای مͬ�خواهد، نازخیͺول از خیͺوله نمͬ�گوید. نازخیͺول
کردند، اجرا را آن خالپشت دو هر وقتͬ که کند پیدا دستور تعداد کمترین با
خانه ͷی در هردو انتها در بوده�اند، نقشه کجای در ابتدا در اینͺه از مستقل

است؟ چند دنباله این دستورات تعداد باشند. داشته قرار

(١٩

٧ (۵ ۶ (۴ ٩ (٣ ٨ (٢ ۵ (١
کند. پیدا آن�را جای مͬ�خواهد خیͺوله از و است کرده مخفͬ ۴ × ۴ جدول ͷی در را خالپشت ͷی نازخیͺول (٢٠
«آیا که بپرسد نازخیͺول از و کند مشخص را ٢ × ٢ مربع ͷی مرحله هر در مͬ�تواند خیͺوله کار این برای
در نمͬ�کند، عوض جدول در را خود جای خالپشت اینͺه فرض با دارد؟». قرار ٢ × ٢ مربع این در خالپشت

دهد؟ تشخیص را خالپشت جای بتواند تا بپرسد باید سوال چند حداقل خیͺوله حالت بدترین
۶ (۵ ۴ (۴ ٧ (٣ ۵ (٢ ٨ (١

١ سوال: دفترچه�ی کد ۴ ١٣٩٢/٢/١٠
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,�۱های  نام انگليسی با کوچک حروف از ۱۳۹۲ طول به رشته ۱۳۹۲ �۲, … ,  . داريم اختيار در �۱۳۹۲

� رشته دو فاصله = �۱, �۲, … , � و �� = 	۱, 	۲, … , 
با  را �	(�,  دهيم و اين مقدار برابر است نمايش می (�

�� که 
 های انديس تعداد با ≠ است زيرا تنها در  ۲برابر با  palasو  salam. به عنوان مثال فاصله دو رشته �	

  های اول و آخر با هم تفاوت دارند.  مکان

به طول  �ای مانند  رشته به. منامي می �� را رشته ۱۳۹۲ اين از هايش فاصله مجموع ۱۳۹۲به طول  � رشته برای

  :۱۳۹۲به طول  �اگر به ازای هر رشته  گوييم می نزديکنزديکنزديکنزديک، ۱۳۹۲

�� ≤ �� 
  

,�الف) به ازای هر سه رشته هم طول دلخواه  �, 
نشان دهيد  �(�, �) ≤ 
(�, �) + 
(�,   نمره) ۵. ((�

�� که طوری به دارد وجود رشته ۱۳۹۲ اين از �� مانند ای رشته دهيد ب) نشان ≤ ��� ≤   نمره) ۱۰( .��2
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با   تا  ۱ناميم اعداد  می  �ساز با دو پشته است. در ابتدا در پشته اول که آن را پشته  ای يک مرتب ساز پشته مرتب

  ساز قادر است عمليات زير را انجام دهد: خالی است. اين مرتب �ترتيبی دلخواه قرار دارند و پشته دوم با نام 

دهد و اين کار را  انتقال می �گيرد و عدد کوچکتر را به پشته  را در نظر می �در هر مرحله دو عدد بالای پشته  -

سپس اعداد  کند. منتقل می �تنها يک عنصر باقی بماند و آن را نيز به پشته  �کند که در پشته  آنقدر تکرار می

 شود). پشته هستند ترتيب عناصر برعکس می �و  �دهد(توجه کنيد که چون  انتقال می �را به پشته  �پشته 

۱ای عمليات فوق را  ساز پشته اگر مرتب ≤ ! ≤ ، �درون   تا  ۱بار انجام دهد به ازای چند جايگشت اوليه از اعداد   
در پايين پشته).   در بالای پشته و عدد  ۱قرار خواهند گرفت (عدد  �در نهايت اعداد بصورت مرتب شده در پشته 

  محاسبه و اثبات کنيد. !و   جواب را بر حسب 

بعد از يک بار انجام عمليات نمايش داده شده است. در اين شکل سه گام  � بعنوان مثال در شکل زير وضعيت پشته 

، وضعيت اعداد در �، نحوه قرار گرفتن اعداد در پشته �اوليه پشته  وضعيت  مشخص شده است که به ترتيب عبارتند از:

  بعد از عمليات. �پشته 
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" يک شکلات تخت به صورت جدولی  حامد و اميرمهدی خواهند در حين خوردن شکلات  در اختيار دارند. آنها می  

  صورت است: يک بازی نيز باهم انجام دهند. بازی به اين

کنند. اولين حرکت را  و به نوبت بازی می دکن شروع می را پايين راست بازی گوشه از اميرمهدیاز گوشه بالا چپ و  حامد

و حتما  دگاز بزن ار  )دای مستطيلی (که شامل گوشه خودش باش نوبت خودش بايد تکه درهر کس  دهد. حامد انجام می

های قبلی  هايش در نوبت را انتخاب کند که همه خانه یتواند مستطيل (در واقع نمید بخور ار شکلاتاز  يک خانهبايد 

تواند طوری  نشان دهيد اميرمهدی هميشه میبازنده است.  ا بخوردراز شکلات . کسی که آخرين تکه خورده شده باشند)

  بازی کند که برنده شود. 

هايشان  کنند و در نوبت می  هر کدام دو نوبت بازی در شکل زير حالتی نشان داده شده است که حامد و اميرمهدی

  دهد. مانده پس از اين حرکات را نشان می خورند. شکل سمت راست شکلات باقی های پررنگ را می مستطيل
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دهد. در اين بازی سعيد خواهد با نويد يک بازی انجام  دارد و می ۱۳۹۲تا  ۱های متمايز  کارت با رنگ ۱۳۹۲سعيد 

کند به طوری که در هر  دسته تقسيم می ۹۹ها را به  بندی کارت کند. او در هر بار دسته بندی می ها را دوبار دسته کارت

 ۹۹تا  ۱ها را از  دهد، دسته بندی اول را انجام می دسته حداقل يک کارت قرار گيرد. سعيد بعد از اينکه دسته

کند.  بندی می ها را دسته نويسد و سپس برای بار دوم کارت اش را می ت هر کارت شماره دستهکند و پش گذاری می شماره

اند دوباره در  بندی اول در يک دسته بوده بندی دوم هيچ دو کارتی که در دسته دهد که در دسته سعيد به نويد قول می

ها را از  دهد و نويد بايد دسته ها را به نويد می دسته بندی دوم را انجام داد يک دسته قرار نگيرند. بعد از اينکه سعيد دسته

هايی  گذاری کند و شماره دسته را در طرف ديگر کارت بنويسد. نويد به دنبال بيشينه کردن تعداد کارت شماره ۹۹تا  ۱

  نامد. های همانی می ها را کارت است که اعداد دو طرفشان با هم برابر باشد و اين کارت

  نمره) ۱۵( کارت همانی درست کند. ۱۵تواند حداقل  بندی کند نويد می ها را دسته سعيد هر طور کارتالف) نشان دهيد 

 کارت همانی درست کند. ۱۵بندی کند که نويد نتواند بيشتر از  ها را دسته تواند طوری کارت ب) نشان دهيد سعيد می

 نمره) ۱۰(
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آموزان برقرار  باشد. در اين کلاس تعدادی رابطه دوستی بين دانش آموز می دانش ! آقای امينی معلم کلاسی شامل 

دوست  aهم با  bآموز  دوست باشد، دانش  bآموز  با دانش  aآموز  (رابطه دوستی دوطرفه است، يعنی اگر دانش است

نفری تقسيم  !گروه   آموزان را به  خواهد دانش هست. او میمند  هست). آقای امينی به کارهای گروهی خيلی علاقه

بندی  دانيم حداقل يک راه برای دسته کند. اما برای او مهم است که افراد يک گروه همه با هم دوست باشند. ما می

بندی  تند که دستهاند به دنبال اين هس آموزان که از اين امر مطلع شده آموزان با شرايط گفته شده وجود دارد. دانش دانش

  بينی کنند. معلم را از قبل پيش

%$های دوستی برابر با  الف) نشان دهيد که اگر تعداد رابطه
۲
& بندی  باشد، حالتی از روابط دوستی وجود دارد که دسته ۲ 

  نمره) ۱۵معلم به صورت يکتا مشخص شود. (

%$های دوستی بيشتر از  ب) نشان دهيد که اگر تعداد رابطه
۲
& بندی بصورت يکتا  د، هيچ حالتی نيست که دستهباش ۲ 

 نمره) ۱۵انجام پذيرد. (
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ام با هم اختلاف داشته باشند حداقل يکی از دو جفت   iدر جايگاه   Cو  Aالف) کافی است توجه کنيم که اگر دو رشته 

(A,B)  يا(B,C)  در جايگاهi  هر اختلافی که در  ام با هم اختلاف دارند. در نتيجه�(�, شود حداقل در  شمرده می (�

,�)�يکی از  ,�)�يا   (�   دهد. شود که حکم مسئله را نتيجه می نيز شمرده می (�

  کنيم: را محاسبه می �
�گيريم و  رشته در نظر می ۱۳۹۲در بين  �را نزديکترين رشته به رشته  
	ب) 

�
� =���	� , 	
�۱۳۹۲

��۱

≤��(	� ,�) + ���, 	
�۱۳۹۲

��۱

= �� +����, 	
�۱۳۹۲

��۱

		(1) 
,���دانيم  می �به ازای هر 
	 اما با توجه به نحوه انتخاب  	
� ≤ �(�,   گيريم و از اين موضوع نتيجه می (�	

����,	
�۱۳۹۲

��۱

≤ ��(�, 	�)۱۳۹۲

��۱

= ��			(2) 

�خواهيم داشت   (2)و   (1)از � ≤ 2��.  
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 ی آرايه ی پشته به مساله تبديل مساله ....۱۱۱۱مشاهدهمشاهدهمشاهدهمشاهده

 a1رايه يعنی داشته باشيم. سپس از دو عنصر اول آ a1, a2, …, an عمليات گفته شده مانند اين است که يک آرايه از اعداد

بزرگتر بود جای آن دو را با هم عوض کنيم. سپس به سراغ دو  a1شروع کنيم و آن دو را با هم مقايسه کنيم. اگر  a2و 

طور تا آخرين دو عنصر آرايه، اين کار را انجام دهيم. هدف اين است که در اتنها آرايه مرتب  عنصر بعدی برويم و همين

  a1 <= a2 <= … <= anشود. يعنی: 

بار انجام اين  nسازی حبابی با  سازی حبابی است. در مرتب : درواقع اين عمليات، بخشی از مرتبحلحلحلحل    نکته خارج از راهنکته خارج از راهنکته خارج از راهنکته خارج از راه

  شويم که آرايه مرتب شده است. عمليات مطمئن می

ات بالا، در انتها بار انجام دادن عملي k، با nتا  ۱هايی از اعداد  کافی است ببينيم که به ازای چه آرايه ۱مشاهدهبا توجه به 

  رسيم. ی مرتب شده می به يک آرايه

  

بار انجام  kهستند، شرط زير برقرار باشد، با  nتا  ۱که جايشگتی از اعداد  a1, a2, …, anبا عناصر  Aی  اگر در آرايه ....۱۱۱۱لملململم

  خواهد بود:شود و در غير اين صورت دنباله در انتها نامرتب  ، دنباله مرتب می۱مشاهدهدادن عمليات مذکور در 

۱به ازای هر  • ≤ � ≤ �  باشد. kهستند و در آرايه قبل از آن قرار دارند، حداکثر  ��که بيشتر از  ، تعداد اعدادی

شده نخواهد بود. فرض  دهيم درصورتی که شرط گفته شده برقرار نباشد، در انتها جايگشت مرتب در ابتدا نشان میاثبات. اثبات. اثبات. اثبات. 

د که از آن بيشتر هستند. در هر بار اجرای عمليات بالا، حداکثر يکی از اين اعداد از عدد باشن kبيشتر از   aiکنيد قبل از 

ai گيرد. بنابراين در انتها حداقل يکی از آنها قبل از  شود و بعد از آن قرار می رد میai ماند و بنابراين جايشگت  باقی می

  شود. مرتب نمی

شود. اين فرض را با استقرا روی  ر باشد، در انتها دنباله مرتب میدهيم درصورتی که شرط گفته شده برقرا حال نشان می

n دهيم. نشان می  

  که مرتب است. n=1حالت پايه: وقتی است که 

  گام استقرا:

عدد ديگر قبل از عدد يک قرار دارند. از طرفی چون  kرا در دنباله در نظر بگيريد. با توجه به شرط لم، حداکثر  ۱عدد 

کند تا وقتی که به  اش يک واحد به سمت چپ انتقال پيدا می عدد دنباله است، در هر مرحله جايگاهعدد يک، کوچکترين 

  گيرد.  مرحله، عدد يک در جايگاه درست قرار می kترين نقطه برسد. بنابراين بعداز  سمت چپ
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ن عدد يک کوچکترين عدد ی اعداد مستقلا بايد شرط لم را داشته باشند (چو حال اگر عدد يک را در نظر نگيريم، بقيه

 kی اين اعداد تاثيری ندارد. بنابراين طبق فرض استقرا اگر روی آنها  است). از طرفی جايگاه عدد يک در ترتيب مقايسه

  مرحله کل دنباله مرتب خواهد شد. kشوند. بنابراين بعداز  مرحله عمليات گفته شده را انجام دهيم مرتب می

k( بار انجام عمليات گفته شده kبا هايی که  تتعداد جايگش ....قضيهقضيهقضيهقضيه ≤ nل مرتب شدن هستند، برابر است با ) قاب  ! ∗ # + ۱$%&' .  

        ....اثباتاثباتاثباتاثبات

  دهيم: انجام می nاثبات را با استقرا روی 

  ها قابل مرتب شدن هستند. ی جايشگت همه ۱. در اين صورت با توجه به لمn=kپايه: 

ای که  را داشته باشد. از طرفی با حذف عدد يک از دنباله، دنباله ۱د شرط لمگام استقرا: برای اينکه دنباله مرتب شود باي

nرا داشته باشد. بنابراين بدون در نظر گرفتن عدد يک،  ۱ماند، مستقل از عدد يک بايد همچنان شرط لم باقی می − ۱ 

! عدد داريم که طبق فرض استقرا  ∗ ( + ی هر ند. حال به ازاجايگشت از آنها قابل مرتب شدن هست '&(&%(1

+ برقرار بماند، دقيقا  ۱جايگشت، برای اينکه شرط لم حالت برای اضافه کردن عدد يک وجود دارد. پس در کل  1  ! ∗ ( +   جايگشت قابل مرتب شدن هستند. '&%(1
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  شکل زير را در نظر بگيريد:

  
تواند  خواهيم نشان دهيم نفر دوم هميشه می اند. می بالايی آن هاشور خوردهدر واقع قطر فرعی به همراه دو قطر پايينی و 

خورده نشده  ،های قسمت هاشور خورده طوری عمل کند که شکل نسبت به قطر فرعی قرينه باشد و هيچ يک از مربع

توان نشان داد که  میبا خاصيت فوق برسد براحتی  ۲يا  ۱توجه کنيد که در صورتی که بازی به جدولی به اندازه باشند. 

  .(چرا؟)تواند برنده شود نفر دوم می

(در اول رسد های هاشور خورده آن سالم است به نفر اول می فرض کنيد يک جدول قرينه نسبت به قطر فرعی که خانه

  صورت برای حرکت نفر اول دو حالت وجود دارد: در اين. کار اين شرط برقرار است)

  شوند. خورده نمی  های هاشور خورده، هيچ يک از خانه - ۱

  باشد. ی هاشور خورده می طيل خورده شده توسط نفر اول شامل حداقل يک خانهمست - ۲

  تواند قرينه حرکت نفر اول را نسبت به قطر فرعی انجام دهد(چرا؟) در حالت اول نفر دوم می

تواند يک جدول کوچکتر با شرايط گفته شده ايجاد  در حالت دوم يا کل جدول خورده شده است يا نفر دوم می

  ؟).کند(چرا

مانده در حال کم  های باقی شود در نتيجه تعداد خانه دانيم در هر حرکت حداقل يک خانه خورده می همانطور که می

  .رسد می ۱*۱يا  ۲*۲به يک شکلات  خورد يا کل شکلات را می يا نفر اولشدن است و حتما در جايی 
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        قسمت الف)قسمت الف)قسمت الف)قسمت الف)

        - - - - راه حل اولراه حل اولراه حل اولراه حل اول

 حالت !۹۹ اين از يکی در حتما دهيم می نشان. بندی سعيد را شماره گذاری کند.  حالت دسته  !۹۹ند به توا نويد می

,(�بندی دوم به ترتيب  ها را در دسته دسته .دارد وجود همانی  کارت ۱۵ شماره گذاری، �*, … ,  نام گذاری ,,�

  کنيم. می

ام اين جدول را  -و سطر  ��ام اين جدول را نماينده دسته  �بگيريد. ستون ستون در نظر   ۹۹سطر و   !۹۹جدولی با 

، ام اين جدول� ام و ستون -در خانه تقاطع سطر . ها توسط نويد در نظر بگيريد ام شماره گذاری دسته -نماينده حالت 

  کنيم. می ام وجود دارد را يادداشت -در ترتيب  ��که در دسته  های همانی کارتتعداد 

است.  
�ام معرف دسته  -حال مجموع اعداد جدول را به صورت ستون به ستون محاسبه می کنيم. می دانيم ستون 


�| ام برابر است با -ادعا می کنيم مجموع اعداد ستون | ∗ را در نظر بگيريد  
�خاص موجود در دسته  کارت. يک !۹۸

باشد. پس آن   -اش در شماره گذاری نويد نيز برابر با  که شماره دستههمانی است ورتی در ص /بناميد .  /و آن را 

توانند هر شماره دلخواهی  دسته می ۹۸شود و بقيه  -اش  است (در ترتيب نويد) بايد شماره /ای که حاوی تيله  دسته

استدلال واضح است که مجموع اعداد ستون است. با توجه به اين  همانیشماره گذاری مختلف  !۹۸در  /پيدا کنند. پس  
�|ام برابر است با  -| ∗   پس مجموع اعداد جدول برابر است با :  .!۹۸

�|A1| × 	۹۸!۹۹

��۱

	= 	۹۸! × 	�|A1|۹۹

��۱

	= 	۹۸! × 	۱۳۹۲	
  

۱۳۹۲×!3۹۸ سطری با مجموع، طبق اصل لانه کبوتر ،سطر دارد !۹۹ از طرفی چون اين جدول

۹۹! 	4 = وجود خواهد  ۱۵

گذاری توسط نويد بود. اين يعنی نويد  ش شمارهيک رو ی دهنده هر سطر نشان ،داشت. اما همانطور که در ابتدا گفتيم

  وجود داشته باشد و حکم ثابت شد. کارت همانی ۱۵هايش را شماره گذاری کند که حداقل  تواند طوری دسته می

دسته نيستند استفاده نشده  بندی اول هم دسته در دسته بندی دوم هيچ دو کارت هم در دستهدر اين راه از اينکه توجه: توجه: توجه: توجه: 

  است.
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        - - - - حل دومحل دومحل دومحل دوم    راهراهراهراه

توان يک گراف دوبخشی  های سعيد می بندی ف و مسئله تطابق مدل کرد. از روی دستهتوان با گرا اين مسئله را می

   ۹۹راس متناظر با  ۹۹ها خواهد بود و در هر بخش  بندی ساخت. در اين گراف دوبخشی هر بخش متناظر با يکی از دسته

کارت مشترک است يک يال  های متناظر آنها شامل يک هر دو راسی که دستهحال بين بندی وجود دارد.  ی دسته دسته

  گذاريم. می

  .)؟(چرا اين گراف يال چندگانه ندارد ....۱۱۱۱مشاهدهمشاهدهمشاهدهمشاهده

  .(چرا؟)های همانی معادل يک تطابق در گراف دو بخشی هستند گذاری کارت در هر شيوه شماره ....۲۲۲۲مشاهدهمشاهدهمشاهدهمشاهده

  يال دارد. ۱۵در گراف فوق تطابق بيشنه حداقل قضيه. قضيه. قضيه. قضيه. 

  باشد. يک راه برای اثبات اين قضيه اثبات از طريق برهان خلف میاثبات. اثبات. اثبات. اثبات. 

  

        - - - - راه حل سومراه حل سومراه حل سومراه حل سوم

مسئله را حل کنند،  روشآموزان از اين  رود دانش ده است، که انتظار نمیاستفاده ش 1در اين روش از شيوه احتمالاتی

  گردد. نيز بيان می روشمندان اين  ليکن برای آشنايی علاقه

همانی باشد برابر با   کارت ،گذاری تصادفی را در نظر بگيريم احتمال اينکه يک کارت اگر يک شماره
۱

۹۹
خواهد بود. حال  

5  دانيم: ری بناميم. میهای همانی در يک شماره گذا ی تعداد کارترا متغير تصادف 5اگر  = 5۱ + 5۲ +⋯+ 5۱۳۹۲ 

  برابر است با: �5دانيم اميد رياضی  ام خواهد بود و می �همانی بودن کارت متغيرتصادفی شاخص   �5که 

785�9 = Pr <5� = ۱= = ۱

۹۹
 

  يم داشت:خواه 5ميدرياضی اواما برای 

7859 = 7 >�5�۱۳۹۲

��۱

? = �785�9۱۳۹۲

��۱

=	۱۳۹۲

۹۹
> ۱۴ 

5اما با توجه به اينکه هميشه حالتی وجود دارد که  ≥  گذاری شمارهباشد پس  عدد صحيح می 5و اينکه مقدار  7859

  باشد. ۱۴های همانی بيشتر از  يعنی تعداد کارت 5 که در آن وجود دارد

        

                                                           
1
 Probabilistic Method 
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        ))))قسمت بقسمت بقسمت بقسمت ب

  سازيم. به شکل زير میکنيم و يک گراف دوبخشی  ل دوم قسمت الف استفاده میح از راه

  

 
تايی ۱۴ها بين دسته  راس از بخش پايين به يک راس از بخش بالا وصل شده اند و بقيه يال ۹۵در گراف نشان داده شده 

۹۹توانيم  دانيم که می گيرد. می تايی قرار می ۹۸و  ∗ ۱۴ � اشيم که بيشتر از نياز ما نيز ب يال از نوع دوم داشته ۱۳۸۶

دانيم اين مقدار دقيقا  خواهد بود و با توجه به قسمت الف می ۱۵باشد. اما در اين گراف تطابق بيشينه حداکثر برابر با  می

  باشد. می ۱۵برابر 
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        قسمت اولقسمت اولقسمت اولقسمت اول

راسی   �ز ما خواسته است تا اثبات کنيم گرافی گيريم. در واقع مسئله ا آموزان را در نظر می گراف روابط دوستی دانش

'Bبا 
۲
C ��از استقرا روی راسی يکتا مشخص شود. برای اثبات اين حکم   های  يال وجود دارد که افراز آن به خوشه ۲ 

 استفاده می کنيم. 

�حکم برای پايه:  � 'Bبرقرار است چرا که  ۱
۲
C دهند. را تشکيل می يال دقيقا يک خوشه  

  چنين حالتی وجود داشته باشد.  آموز دانش  �برای کلاسی با  کنيم میفرض 

�)کلاسی با  + 'Bمانده تعداد  نفر باقی  �نفر از کلاس حذف و برای   ابتدا   نفر را در نظر بگيريد.  (۱
۲
C n۲

 

نيم. برای اين که شرايط مساله بر قرار باشد لازم گردا می نفر بر  �نفر را به   گيريم. حال  ی دوستی در نظر می رابطه

'Bاست 
۲
C ((� + 1)* − �*) 	� 	 B'

۲
C (۲� + ۱) � B'

۲
C + ( − ۱) ∗ (�ی دوستی به روابط  رابطه ( 

'Bبه  دوستی اضافه کنيم.
۲
C  پس .آموز نياز داريم دانش  رابطه دوستی که برای گروه کردن ( − ۱) ∗ (� ) 

از شکل همين با کمی دقت در ميابيم که کافی است . ماند که آنها را بايد به شکلی نسبت دهيم باقی میتی ی دوس رابطه

يم. ا نفر دوست کرده  �نفر، يک نفر را کنار گذاشته ايم و بقيه را با تمام   عبارت اين ايده به ذهن می رسد که از آن 

  ).؟تا است (چراگروه بندی يکاين ساختار  کنيم که با ادعا میحال 

  

  

        قسمت دومقسمت دومقسمت دومقسمت دوم

'Bاقل طبق آنچه در صورت سوال آمده، تعداد روابط دوستی حد
۲
C �۲ + بندی وجود دارد.  اقل يک گروهحد و باشد می ۱

برابر است حداقل ها  تعداد اين رابطهرا در نظر بگيريد. بندی  در اين گروهها  ی هم گروه روابط دوستی غير از رابطه

'Bبا
۲
C �* + ۱	– 	� B'

۲
C 	= 	 B'

۲
C �(� − ۱) + ۱  .  
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%Bها برابر با  گروه  اما تعداد زوج 
۲
C  است وB'

۲
C �(� − ۱) + %Bرابطه دوستی بين اين  ۱

۲
C  زوج گروه قرار دارد. پس

ساوی با آن بيشتر از يا مبين اعضای  د که تعداد روابط دوستیوجود دارگروه  کبوتر حداقل يک زوج طبق اصل لانه

EBF۲C%(%&))G)	BH
۲
C I 	� 	 ∗ ( − ۱) +    کل روابط دوستی بين اعضای اين دو گروه با يکديگراز سوی ديگر باشد.  	۱

  

  

∗  حداکثر − و حالا تنها  هتا بود   عضوی هست  هر گروه در پسها را نداريم.  ی دوستی از کل اين رابطه رابطه ۱

توان يک گروه بندی جديد  در نتيجه با عوض کردن جای اين دو نفر میست باشد و که با تمامی اعضای گروه ديگر دو

'Bها بيشتر از  با توجه به آنچه گفته شد در صورتيکه تعداد يال ايجاد کرد.
۲
C �بندی وجود  باشد و حداقل يک گروه *

  بندی را بصورت يکتا مشخص کرد. توان گروه داشته باشد، نمی
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امتیاز ٢٠ ................................... عجیب ماشین :١ مسئله�ی
گفته بیت Έی حافظه خانه هر به م�ͳباشد. حافظه خانه ١٠٠٠ دارای که است عجیبی ماشین دارای سعید
م�ͳکند. ذخیره خود در را ١ و ٠ مقدار دو از ͳ΋ی حافظه بیت هر م�ͳدهیم. نشان M [i] با را iام بیت و م�ͳشود
٨٠١ بیت�های در شده ذخیره اعداد م�ͳدانیم تنها نیست. رویت قابل ماشین حافظه در شده ذخیره مقادیر متاسفانه

هستند. ١ برابر ١٠٠٠ تا ٩٠١ بیت�های در شده ذخیره اعداد و ٠ برابر ٩٠٠ تا
دارد: را زیر دستورات اجرای توانایی تنها عجیب ماشین این

بیت�های در شده ذخیره اعداد که ͳصورت در دستور این اجرای با :M [i] = M [i١]∧M [i٢] · · ·∧M [ik] •
شد. خواهد صفر صورت این غیر در و Έی M [i] مقدار باشند ١ برابر ikام و · · · و i٢ام i١ام،

بیت�های در شده ذخیره اعداد که ͳصورت در دستور این اجرای با :M [i] = M [i١]∨M [i٢] · · ·∨M [ik] •
شد. خواهد Έی صورت این غیر در و صفر M [i] مقدار باشند ٠ برابر ikام و · · · و i٢ام i١ام،

شده ذخیره ی�Έهای تعداد که ͳصورت در دستور این اجرای با :M [i] = M [i١]⊕M [i٢] · · · ⊕M [ik] •
شد. خواهد صفر صورت این غیر در و Έی M [i] مقدار باشد فرد ikام و · · · و i٢ام i١ام، بیت�های در

به سعید که این از بعد بلافاصله که است ͳبدیه م�ͳباشند. ͳمنطق xor و or ،and ترتیب به دستور سه این واق΄ در
حداکثر و ١ حداقل i, i١, · · · , ik اندیس�های کنید توجه م�ͳکند. اجرا را دستور دستگاه م�ͳدهد، دستور دستگاه

م�ͳباشد. ١٠٠٠ حداکثر و ١ حداقل نیز k و م�ͳباشند ١٠٠٠
م�ͳدهد. ΁پاس هم زیر سوال به عجیب ماشین این فوق، دستورات کنار در

٩٠١ام بیت�های در شده ذخیره اعداد و ٠ با برابر ٩٠٠ام تا ٨٠١ام بیت�های در شده ذخیره اعداد هنوز آیا •
است؟ ١ با برابر ١٠٠٠ام تا

بود. خواهد خیر یا بله سوال این به ماشین جواب
کسب ͳاطلاعات x = ٨ ×M [١] + ۴ ×M [٢] + ٢ ×M [٣] +M [۴] عدد مورد در �خواهد ͳم سعید
به کند. کسب پرسیدن سوال بار Έی تنها و دستور تعداد کمترین اجرای با را اطلاعات این دارد دوست او کند.

اورد. بدست را زیر اطلاعات تا کنید Έکم او
از باید قسمت هر در دهید. توضیح سطر چند در را آن سپس و نوشته را خود دستورات ابتدا قسمت� هر در توجه:
در کنید دقت . نیست دستورات تعداد بودن کمینه اثبات به نیازی اما کنید، استفاده مم΋ن دستور تعداد کمترین

بپرسید. سوال م�ͳتوانید ی�Έبار فقط قسمت هر
است؟ ۵ از بزرگتر x آیا الف)

است). ٢ از ͳتوان ١ که کنید (دقت است؟ ٢ از ͳتوان x آیا ب)
است؟ بخش�پذیر ٣ بر x آیا پ)
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امتیاز ٢۵ ........................................... بازی :٢ مسئله�ی
١,٢, · · · , n اعداد از ͳ΋ی آن خانه�های از Έی درهر هرگاه م�ͳگوییم، لاتین مربع Έی n×n جدول Έی به
از بزرگتر و ͳطبیع عددی n کنید فرض باشیم. نداشته تکراری عدد ͳستون هیچ و سطر هیچ در و باشد شده نوشته
م�ͳتواند خود درنوبت کس هر م�ͳکنند. بازی به شروع دلخواه n× n لاتین مربع Έی روی نفر n! است. ١٠٠٠
لاتین مربع Έی که بدهد انجام ͳحرکت که ͳکس اولین کند. عوض هم با را جدول از ستون دو یا و سطر دو جای
هم با م�ͳتوانند اول نفر n! − ١ کنید ثابت م�ͳشوند. برنده افراد بقیه و است بازی بازنده�ی شود ایجاد تکراری�

شود. بازنده م�ͳدهد) انجام را اولش حرکت که نفری (آخرین !nام نفر تا کنند ͳتبان
امتیاز ٢۵ .................................... رشته�ها تکرار :٣ مسئله�ی
Q از آن�ها طول مجموع که باشند Έکوچ ͳانگلیس حروف با متمایز رشته�هایی w١, · · · , wn کنید فرض

بΎیرید. نظر در Q طول با دلخواه ͳانگلیس رشته Έی نیز را W نم�ͳکند. تجاوز
مثال، عنوان به م�ͳکنیم. تعریف W در wi رشته ظاهرشدن تعداد برابر را است) i = ١, · · · , n (که ai عدد
خواهد a٣ = ٢ و a٢ = ٠ ،a١ = ٢ آنگاه باشند، W = abcabbb و w٣ = bb ،w٢ = aca ،w١ = ab اگر

بود.
کنید: ثابت

min(a١, a٢, · · · , an) ≤
٢ ×Q×

√
Q

n

امتیاز ٣٠ ................................ بازه�ها رنگ�آمیزی :۴ مسئله�ی
بازه�ها این م�ͳخواهیم باشند. ͳحقیق اعداد محور روی بازه� n ،[x١, y١], [x٢, y٢], · · · , [xn, yn] کنید فرض

کنیم. رنگ�آمیزی م�ͳشود، شناخته ͳطبیع عدد Έی با رنگ هر که رنگ تعدادی با را
تعریف م�ͳشوند، x نقطه�ی شامل که بازه�هایی بین بازه�ها رنگ بزرگترین برابر را f(x) رنگ�آمیزی، Έی در
Έی به م�ͳشود. تعریف دارند قرار بازه Έی درون حداقل که ͳنقاط برای فقط f(x) که است ͳبدیه م�ͳکنیم.
دارد، قرار بازه Έی درون حداقل که ͳحقیق اعداد محور روی x مثل نقطه هر برای اگر م�ͳگوییم، زیبا رنگ�آمیزی

شود. x نقطه�ی شامل f(x) رنگ با بازه Έی دقیقا
Έی آنکه محض به م�ͳگیرند. قرار ما اختیار در ͳ΋ی ͳ΋ی بازه�ها و نداریم اختیار در را بازه�ها همه�ی ابتدا در ما
برای زیر روش از نیستیم. آینده در آن تغییر به مجاز و دهیم اختصاص آن به رنگ Έی باید کردیم دریافت را بازه

م�ͳکنیم: استفاده بازه�ها رنگ�آمیزی
امتحان بزرگ به Έکوچ از ترتیب به ,١,٢,٣را · · · رنگ�های باشیم. کرده دریافت را v بازه کنید فرض
توجه (با بماند. زیبا رنگ�آمیزی بدهیم، اختصاص v بازه�ی به را رنگ آن اگر که برسیم ͳرنگ اولین به تا کنیم ͳم
سراغ به و م�ͳکنیم رنگ رنگ، آن با را v بازه�ی دارد.) وجود حتما ͳرنگ چنین بازه�ها، تعداد بودن محدود به

م�ͳدهیم. انجام را روند همین بازه آخرین تا و م�ͳرویم بعد بازه�ی
و x١ < x٢ < · · · < xn بدانیم ضمن در و باشد [xi, yi] م�ͳکنیم دریافت که بازه�ای iامین کنید فرض الف)
log٢ n+١ از شده، استفاده رنگ�های تعداد بازه، n دریافت از بعد دهید نشان .y١ < y٢ < · · · < yn.کند�ͳنم تجاوز
دریافت از بعد دهید نشان کنیم، دریافت را بازه�ها دلخواه ترتیب Έی با و باشند دلخواه بازه�ها آنکه فرض با ب)

نم�ͳکند. تجاوز ٣√n از شده، استفاده رنگ�های تعداد بازه، n
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امتیاز ٢٠ ..................................... سازی مرتب :١ مسئله�ی
دنباله این در بار n دقیقا n تا ١ اعداد از Έی هر م�ͳدانیم شده�است. داده ،ͳطبیع عدد n٢ شامل A دنباله
انتخاب را دنباله این عضو n م�ͳتوان مرحله هر در کنیم. مرتب صعودی صورت به را دنباله این م�ͳخواهیم آمده�اند.
را دنباله مرحله، تعداد کمترین در م�ͳخواهیم نوشت. قبل�ͳشان م΋ان�های در دلخواه ترتیب Έی به را آن�ها و کرده

م�ͳشود: مرتب مرحله ٢ در زیر دنباله مثال، عنوان به کنیم. مرتب
< ١,١,٢,٣,٢,٣,٢,٣,١ >⇒< ١,١,١,٢,٢,٣,٢,٣,٣ >⇒< ١,١,١,٢,٢,٢,٣,٣,٣ >

کرد. مرتب مرحله n+ ١ حداکثر در م�ͳتوان را A دلخواه دنباله هر کنید ثابت

امتیاز ٢۵ .......................................... جاده�ها :٢ مسئله�ی
ی΋دیΎر به مستقیم آسفالت) یا ͳخاک) جاده Έی با شهر دو هر که است شهر ٢n دارای آتلانتیس کشور
دارد، غریب و عجیب تصمیم�های اتخاذ در ͳطولان سابقه که کشور این راه وزارت روز، Έی هستند. متصل
باید تصمیم این کند. تقسیم برابر) شهرهای تعداد با لزوماً (نه استان دو به را کشور شهرهای تا م�ͳگیرد تصمیم
در راه وزارت هدف، این انجام برای باشد. آسفالت استان، Έی در شهر دو میان جاده هر که شود اجرایی طوری
̥ͳخاک جاده�های همه�ی و کرده انتخاب را نیستند ͳمنته شهر Έی به جاده�ای دو هیچ که جاده n روز هر دارد نظر
در جاده�ها نوع که این فرض با کند. ͳخاک را شده انتخاب آسفالتِ جاده�های همه�ی و آسفالت را شده انتخاب

کند؟ تقسیم شده گفته شرایط با استان دو به را کشور م�ͳشود موفق راه وزارت آیا هستند، دلخواه آغازین روز

امتیاز ٢۵ .................................. ͳنامرئ خرگوش :٣ مسئله�ی
م�ͳخواهیم نشسته�است. س΋وها از ͳ΋ی روی ͳنامرئ خرگوش Έی و دارند قرار ردیف Έی در س΋و ١٣٩١
س΋ویی روی خرگوش اگر کنیم. Έشلی س΋وها این از ͳ΋ی به م�ͳتوانیم مرحله هر در کنیم. ش΋ار را خرگوش این
ͳ΋ی روی تیراندازی، صدای از ترس علت به صورت این غیر در م�ͳشود؛ ش΋ار باشد، نشسته شده Έشلی آن به که
از بعد باشیم مطمئن که ارائه�دهید تیراندازی�ها برای ͳروش م�ͳپرد. وجود) صورت (در مجاورش س΋وی دو از

م�ͳشود. ش΋ار حتما خرگوش ،Έشلی ١٠٠٠٠ حداکثر
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امتیاز ٣٠ .................................... ͳباستان رایانه :۴ مسئله�ی
دارای ͳسادگ عین در که برخوردند ͳباستان رایانه Έی به آتلانتیس ͳباستان شهر حفاری زمان در باستان�شناسان
را اعداد محاسبات، انجام برای رایانه این که شد مشخص اولیه بررس�ͳهای انجام از بعد بود. بسیاری توانایی�های
و ٠ ارقام از Έی هر به م�ͳکند. نگهداری ١ و ٠ ارقام از ٣٢ طول به رشته�های در و ٢ مبنای در نمایش صورت به
شماره�گذاری ٣١ تا ٠ اعداد با چپ به راست سمت از را بیت�ها و م�ͳشود گفته بیت Έی دودویی، نمایش در ١

م�ͳکند: نگهداری را زیر رشته ٢٧ عدد ذخیره برای رایانه این مثال عنوان به م�ͳکنیم.
00000000000000000000000000011011

را ͳبیت ٣٢ عدد Έی م�ͳتواند خانه هر در که دارد خانه�ای ٢۶ حافظه Έی رایانه این اعداد، نگهداری برای
انجام توانایی رایانه این شده�است مشخص همچنین م�ͳشوند. نام�گذاری z تا a حروف با خانه�ها این کند. ذخیره

دارد. را ضرب و جم΄ راست”، سمت به ͳبیت ”شیفت ،”ͳبیت ”نقیض ،”ͳبیت ”یا ،”ͳبیت ”و عملیات�های
مثال عنوان به م�ͳدهیم. نشان ١۶ مبنای در ͳرقم ٨ عدد Έی صورت به را عدد هر اعداد، راحت�تر نمایش برای
A,B, · · · , F با ١۶ مبنای در ١٠,١١, · · · ,١۵ ارقام کنید (دقت م�ͳدهیم: نمایش زیر صورت به را ٢٧ عدد

م�ͳشوند) داده نمایش
0000001B

و کرده اجرا حافظه�ها درون اعداد یا ثابت اعداد روی را بالا عملیات�های از ͳ΋ی رایانه، این در دستور هر
م�ͳشوند: استفاده زیر ش΋ل به رایانه این دستورهای م�ͳکند. ذخیره حافظه خانه�های از ͳ΋ی در را نتیجه

توضیح عمل΋رد دستور
جم΄ حاصل برابر را a حافظه مقدار

م�ͳدهد قرار c و b
ADD a, b, c

ضرب حاصل برابر را a حافظه مقدار
م�ͳدهد قرار c و b

MLT a, b, c

که م�ͳشود ١ برابر ͳصورت در a حافظه در iام بیت
باشد ١ برابر c در هم و b در هم iام بیت

”و حاصل برابر را a حافظه مقدار
م�ͳدهد قرار c و b ”ͳمنطق

AND a, b, c

که م�ͳشود ١ برابر ͳصورت در a حافظه در iام بیت
باشد ١ برابر c و b از ͳ΋ی حداقل در iام بیت

”یا حاصل برابر را a حافظه مقدار
م�ͳدهد قرار c و b ”ͳمنطق

OR a, b, c

ͳم قرار ٠٠٠ · · · b٣١b٣٠ · · · bc برابر را a مقدار
نم�ͳکند) تغییر b دهد(مقدار

شیفت راست سمت به واحد c را b
کند. ͳم ذخیره a در و داده

SHR a, b, c

که م�ͳشود ١ برابر ͳصورت در a حافظه در iام بیت
باشد ٠ برابر bدر iام بیت

ͳم ذخیره a در را b ”ͳمنطق ”نقیض
کند.

NOT a, b

عدد دو کنید فرض مثال عنوان به م�ͳشوند. اجرا ترتیب به که است دستورها از دنباله�ای کامپیوتر این در برنامه هر
نه یا است بخش�پذیر ٢ به آن�ها جم΄ حاصل که م�ͳکند مشخص زیر برنامه شده�اند. ذخیره b و a حافظه�های در
ذخیره z حافظه در را ٠ عدد صورت این غیر در و م�ͳکند ذخیره z حافظه در را ١ عدد باشد بخش�پذیر (اگر

م�ͳکند)
ADD c, a, b
AND d, c, 00000001
NOT e, d
AND z, e, 00000001
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تعداد که هست نیز عجیب دستور Έی دارای رایانه این که شد مشخص دوم مرحله تحقیقات انجام از بعد
برای م�ͳکند. ذخیره حافظه خانه Έی در را هستند ١ مقدار دارای که عدد Έی زوج اندیس�های در بیت�های

کرد: عمل زیر ش΋ل به باید دستور این از استفاده
CNT a, b

خانه در (b ثابت عدد b(یا حافظه در عدد زوج اندیس�های در ١ های بیت تعداد دستور، این اجرای از بعد
بیت�های م�ͳشود،زیرا ذخیره z متغیر در ٢ عدد زیر، برنامه اجرای از بعد مثال عنوان به م�ͳشود. ذخیره a حافظه

: بود خواهند ١ مقدار دارای a٢ و a٠
ADD a, 00000002, 00000005
CNT z, a

دهید. توضیح سطر چند در را آن سپس و نوشته را خود برنامه ابتدا قسمت� هر در توجه:
ذخیره a حافظه در که را عددی ١ مقدار با بیت�های تعداد دستور، ۴ از استفاده با که بنویسید برنامه�ای الف)

کند. ذخیره z حافظه در را است شده
نمایش در را ٠١ رشته تکرارهای تعداد که بود برنامه�ای شد، کشف کامپیوتر این برای که برنامه�ای اولین ب)
اندیس Έی در ١ و فرد اندیس Έی در ٠ که ͳشرط به است، شده ذخیره a حافظه در که عددی دودویی
برابر a حافظه درون عدد اگر مثال عنوان به م�ͳکرد. ذخیره z حافظه در و محاسبه را باشد آمده زوج

است. ٣ برابر مقدار این باشد، DDABCDEF

a = 11011101101010111100110111101111
چند در را آن کارکرد شیوه خود برنامه برای دهد. انجام را کار این تا بنویسید دستور ۴ حداکثر با برنامه�ای

دهید. توضیح سطر
شبیه�سازی را CNT دستور عمل΋رد که کردند پیدا را برنامه�ای محققان قبل، قسمت برنامه کشف از بعد پ)
است:(م�ͳتوانید زیر ش΋ل به برنامه این نبود. خواندن قابل برنامه آخر دستور در عدد Έی متاسفانه اما م�ͳکرد.

نیست) ۵۵۵۵۵۵۵۵ برابر a حافظه درون عدد کنید فرض
AND b, a, 55555555
SHR c, b, 00000002
ADD d, b, c
AND e, d, 33333333
MLT f, e, 11111111
SHR z, f, ...

دهید. توضیح را خود حل راه و کنید کامل را ͳخال م΋ان به مربوط عدد

باشید! موفق
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(ͳبخشتست) کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین بیستو دوم مرحله�ی
دارد. ͳمنف نمره ١ نادرست جواب و مثبت نمره�ی ۴ تادوازده Έی سؤال�های به درست جواب •

دارد. ͳمنف نمره ١٫ ۵ نادرست جواب و مثبت نمره�ی ۶ هجده تا سیزده سؤال�های به درست جواب •

A = {١,٢,۴,٨, · · · ,٢١٠٠} مجموعه�ی اعداد ͳدهده نمایش رقم چپ�ترین سمت عنوان به رقم، کدام (١
(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است؟ شده ظاهر بیشتر

۴ و ٢ ه�) ٢ و ١ د) ۴ ج) ٢ ب) ١ الف)
بیشینه مجاور عدد دو هر اختلاف قدرمطلق مجموع که داده�ایم قرار طوری دایره دور را ١٠ تا ١ اعداد (٢

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است؟ چند بیشینه مقدار این است. شده
۵٠ ه�) ۵١ د) ۵٢ ج) ۵٣ ب) ۵۴ الف)
بار Έی تنها و نوبت به ͳمرتض و آیدین دارند. قرار هم سر پشت ،ͳخط ریسه Έی روی روشن چراغ ٧ (٣
دارد روشن چراغ ۵ که ریسه این ارزش آن از پس م�ͳکنند. خاموش را ریسه این از چراغ Έی کدام هر
دسته�های تمام طول حاصل�ضرب با برابرست و م�ͳشود معلوم ی΋تا طور به ریسه ارزش م�ͳشود. سنجیده
دهیم، نشان صفر با را خاموش چراغ و ١ با را روشن چراغ اگر مثال برای روشن. چراغ�های از ͳمتوال
دوست آیدین م�ͳدانیم است. ۴ با برابر ١٠١١٠١١ ریسه�ی ارزش و ۶ با برابر ١١٠٠١١١ ریسه�ی ارزش
شروع آیدین اگر بشود. زیاد ارزش این دارد دوست ͳمرتض و شود کم ام΋ان حد تا نهایی ریسه ارزش دارد
شد؟ خواهد چند ریسه نهایی ارزش دهد، انجام مقصودش به رسیدن برای را حرکتش بهترین و باشد کننده�

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) چه�طور؟ باشد شروع�کننده ͳمرتض اگر
۵ ͳمرتض و ۵ آیدین ج) ۴ ͳمرتض و ۴ ب)آیدین ۶ ͳمرتض و ۴ آیدین الف)

۴ ͳمرتض و ۵ ه�)آیدین ۴ ͳمرتض و ۶ آیدین د)
برم�ͳگرداند. جدید رشته�ی Έی و گرفته ورودی به�عنوان را دو مبنای در ارقام رشته�ی Έی «بازپرور» ماشین (۴
ابتدا، در ͳته ͳخروج رشته Έی گرفتن نظر در با ماشین این باشد، S = s١s٢ · · · sn ورودی رشته�ی اگر
بیت هر ازای به و S خود باشد Έی که بیت هر ازای به سپس م�ͳخواند، را S بیت�های راست به چپ از
طول همان با رشته�ای رشته، Έی نقیض از منظور م�ͳچسباند. ͳخروج رشته به را S نقیض باشد صفر که
رشته�ی ماشین این به اگر مثال برای باشد. شده صفر آن Έی بیت هر و Έی به آن صفر بیت هر که است
رشته طول اگر که است �΀واض بود. خواهد ١٠١١٠١٠٠١٠١١١٠١١ ͳخروج رشته�ی بدهیم، را ١٠١١

بود. خواهد n٢ ͳخروج رشته طول باشد، n ورودی
{٠٠,٠١,١٠,١١} مجموعه اعضای از ͳ΋ی از شروع با اگر گوییم، طلایی Aرا = a١a٢a٣ ͳبیت سه رشته
زیررشته A رشته�ی که Bرسید = b١b٢ · · · bm مانند رشته�ای به بتوان بازپرور دستگاه از م΋رر استفاده و
،bi = a١ و i ≤ m− ٢ که باشد داشته وجود i مانند ͳاندیس اگر است، B زیررشته A رشته�ی باشد. آن
استفاده بار Έی و ١٠ از شروع با که چرا است طلایی ١٠٠ رشته مثال برای .bi+٢ = a٣ و bi+١ = a٢
مجموعه�ی رشته�های از تا چند است. آن زیررشته�ی ١٠٠ رشته که م�ͳرسیم ١٠٠١ رشته به دستگاه از

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) هستند؟ طلایی {١١١,٠٠٠,٠١٠,١٠١}
۴ ه�) ٣ د) ٢ ج) ١ ب) ٠ الف)

١٣٩٠ اردیبهشت ۶ اول: روز ١
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(ͳبخشتست) کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین بیستو دوم مرحله�ی
است: داده حسام به را آن و نوشته را زیر برنامه حسام پدر است. حسام تولد امروز (۵

بΎیر. ورودی از را ١٠ تا ١ اعداد از ⟨a١, a٢, · · · , a١٠⟩ جایΎشت .١
بده. قرار صفر برابر را S مقدار .٢

بده. انجام را زیر کارهای ٨ تا ١ از i برای .٣
بده. قرار ai برابر را C مقدار .١.٣

بده. قرار ai+١ برابر را C مقدار است، بیشتر C از ai+١ مقدار صورت�ͳکه در .٢.٣

بده. قرار ai+٢ برابر را C مقدار است، بیشتر C از ai+٢ مقدار صورت�ͳکه در .٣.٣
بریز. S همان در را حاصل و کن اضافه S ͳکنون مقدار به را C مقدار .۴.٣

برگردان. ͳخروج به�عنوان را S مقدار .۴
برنامه این به را ١٠ تا ١ اعداد از جایΎشت Έی م�ͳتواند بار Έی تنها که است گفته وی به حسام پدر
جایΎشت حسام اگر مثال برای م�ͳگیرد. جایزه پدرش از س΋ه مقدار آن حسام شد، چند هر ͳخروج و بدهد
به�عنوان س΋ه ۵٢ او به پدرش بدهد، برنامه این به ورودی به�عنوان را ⟨١٠,٩,٨,٧,۶,١,٢,٣,۴,۵⟩
بΎیرد پدرش از ورودی بهترین دادن با م�ͳتواند حسام که س΋ه�هایی تعداد حداکثر م�ͳدهد. تولد کادوی

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) تاست؟ چند
٨٨ ه�) ٨١ د) ٧٣ ج) ۶٨ ب) الف)۶۴
به است. شده داده ͳطبیع اعداد از ⟨١,۴,٨,۴٣,٢١,٣٣,١٧,۵٢,۴٢,۵٢,۴٢,٧,٨,٢٢,١۵⟩ دنباله (۶
م�ͳکنیم. یادداشت کاغذ Έی روی را ٣ بر اعداد آن مجموع باقیمانده�ی اعداد، این از ͳمتوال تعداد هر ازای

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) نوشته�ایم؟ کاغذ روی صفر عدد چند
۴٠ ه�) ٣٨ د) ٣۶ ج) ٣۴ ب) ٣٣ الف)

است: زیر شرایط با ⟨a١, a٢, · · · , an⟩ ش΋ل به m عدد نوشتن ،ͳطبیع عدد n به m عدد افراز (٧
a١ + a٢ + · · ·+ an = m •

١ ≤ a١ ≤ a٢ ≤ · · · ≤ an •

که i اندیس Έی ازای به اگر است، کوچ�Έتر ⟨b١, b٢, · · · , bn⟩ افراز از ⟨a١, a٢, · · · , an⟩ افراز
باشیم: داشته ١ ≤ i ≤ n

باشد. کوچ�Έتر bi از ai مقدار •

باشند. برابر bj و aj مقدارهای i از کمتر j اندیس�های تمام برای •

افراز اولین صورت این در م�ͳکنیم. مرتب بزرگ به Έکوچ از را قسمت ٧ به ٢٠ عدد افرازهای تمام
⟨١,٢,٢,٣,۴,۴,۴⟩ از بعد افراز اگر است. ⟨٢,٣,٣,٣,٣,٣,٣⟩ افراز آخرین و ⟨١,١,١,١,١,١,١۴⟩
(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است؟ کدام c١ − c٣ + c۵ − c٧ مقدار باشد، ⟨c١, c٢, · · · , c٧⟩ افراز

−۵ ه�) −۴ د) −٣ ج) −٢ ب) −١ الف)

١٣٩٠ اردیبهشت ۶ اول: روز ٢
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(ͳبخشتست) کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین بیستو دوم مرحله�ی
نوع از تنها فضایی موجود Έی حضور ١٣٩٠ سال ماه فروردین اول روز عصر هابل فضایی تلس΋وپ (٨
Έی ظهر روز هر موجود این که م�ͳدانند دانشمندان است. کرده گزارش ماه کره روی را ͳگولول به موسوم
یافت ماه کره در (که کربن سیلی΋ات جنس از طناب Έی با سپس م�ͳسازد. خودش با مشابه کاملا̈ نمونه
عصر در که دارند انتظار دانشمندان وصف این با م�ͳکند! وصل جدید موجود به را خودش م�ͳشود)،
کنند. مشاهده ماه کره روی گولول�ͳها از زیر شبیه ͳل΋ش ماه فروردین چهارم تا اول روزهای از Έی هر
است. شده رسم تیره او̷ل ͳگولول شده�اند. مشخص خط با کربن سیلی΋ات طناب�های و دایره با گولول�ͳها

................

گوگولیایی مسیر کوتاه�ترین بین کربن سیلی΋ات طناب�های تعداد با برابر او̷لیه ͳگولول از ͳگولول هر فاصله
ͳگولول از موجود گولول�ͳهای تمام فواصل مجموع فروردین سیزدهم روز پایان در است. دو آن بین موجود

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است؟ چند او̷لیه
٢۶۶٢۴ ه�) ٢۴۵٧۶ د) ج)٨١٩٢ ١۵۶ ب) ١٣٢ الف)
لحظه هر وضعیت دارند. قرار آن�ها در توپ ٣٠ مجموع در که داریم ١٠ تا ١ شماره�های با جعبه ١٠ (٩
Έی گام هر در است. i جعبه�ی توپ�های تعداد ai که م�ͳدهیم نشان ⟨a١, a٢, · · · , a١٠⟩ با را جعبه�ها
ai جعبه به را i جعبه توپ�های تمام ،ai جعبه وجود صورت در و م�ͳکنیم انتخاب ١٠ تا ١ بین i اندیس
از شروع با کند. تغییر جعبه�ها داخل توپ�های تعداد آن انجام با اگر است مجاز گام Έی کنیم. منتقل

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) داد؟ انجام مجاز گام� ۵٠ م�ͳتوان زیر اولیه آرایش�های از تا چند
⟨۶,۵,٢,٣,١,١,۴,٠,٠,٨⟩ ⟨٣,٧,٢,١,۵,۵,۶,٠,٠,١⟩
⟨٠,٢,٣,٢,٣,۴,۶,۵,٣,٢⟩ ⟨١,١,٢,٣,۴,١,۵,۴,۴,۵⟩

۴ ه�) ٣ د) ٢ ج) ١ ب) ٠ الف)

.............

Έی از که است این هدف است. شده داده ش΋ل در G گراف
حداقل را رأس�ها تمام و کنیم حرکت به شروع دلخواه رأس
ͳ΋ی به ͳفعل رأس از م�ͳتوان گام هر در کنیم. ملاقات بار Έی
به دستیابی برای گام چند حداقل رفت. آن مجاور رئوس از
(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است؟ لازم نظر مورد هدف

(١٠

١٨ ه�) ١٧ د) ١۶ ج) ١۵ ب) ١۴ الف)

١٣٩٠ اردیبهشت ۶ اول: روز ٣
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(ͳبخشتست) کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین بیستو دوم مرحله�ی
شماره�های با کننده پرداخت ماشین ۵ او کار این برای بسازد. خودپرداز دستگاه Έی م�ͳخواهد خی΋وله (١١
ارزش با س΋ه i تعداد به م�ͳتوان آن در که دارد س΋ه ذخیره�ی منبع Έی اُم i ماشین است. خریده ۵ تا ١
j شماره دکمه�ی زدن با دارد. وجود i تا ١ شماره�های با دکمه i تعداد اُم i ماشین روی گذاشت. ی΋سان

م�ͳدهد. منبعش از س΋ه j ماشین آن ماشین، Έی
این با بΎذارد س΋ه دلخواه تعداد به ماشین هر روی م�ͳتواند او بسازد. ͳارزش هر با س΋ه م�ͳتواند خی΋وله
از س΋ه�ها از ͳمشخص ارزش پرداخت برای باشند. ی΋سان ماشین Έی روی س΋ه�های تمام ارزش که شرط
س΋ه�هایی سوم تا اول ماشین در که کنید فرض مثال برای کرد. استفاده م�ͳتوان بار Έی حداکثر ماشین هر

صورت: این در داریم. تومان ١٠ ارزش با س΋ه�هایی پنجم و چهارم ماشین�های در و تومان ١ ارزش با
ندارد. وجود ͳروش تومان ٧ پرداخت برای •

داد. فشار را چهارم ماشین از ١ دکمه�ی و سوم ماشین از ٣ دکمه�ی م�ͳتوان تومان ١٣ پرداخت برای •

پرداخت برای ͳروش خی΋وله، خودپرداز دستگاه از استفاده با که باشد ͳطبیع عدد کوچ΋ترین S کنید فرض
تعیین طوری را کننده پرداخت ماشین�های از Έی هر س΋ه�های ارزش م�ͳخواهد خی΋وله ندارد. وجود آن

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است؟ چند S مقدار بیشینه شود. بیشینه S مقدار که کند
١٠٢۴ ه�) ٧٢٠ د) ١٢٨ ج) ١٢٠ ب) ۶۴ الف)

...C١.. C٢.. F١.. F٢.. I١.. I٢..
B١

..
B٢

..
E١

..
E٢

..
H١

..
H٢

..

A١

..

A٢

..

D١

..

D٢

..

G١

..

G٢ حروف با که م�ͳباشد خانه زوج ٩ شامل مقابل جدول
از شده�اند. مشخص (A٢ و A١ مثال (به�عنوان مشابه
٩ پایان در تا م�ͳکنیم سیاه را �ͳ΋ی دقیقاً خانه زوج هر

باشند. سیاه خانه ١٨ از خانه

(١٢

...................

سرازیر پایین سمت به آب جریان Έی جدول بالای از
در نم�ͳرود. بالا سر هیچ�گاه آب م�ͳدانیم م�ͳشود.
سفید بلوک�های تمام به سفید بلوک هر از آب حقیقت
بالای و دارند مجاور ضل΄ Έی حداقل (که مجاورش
طریق چند به م�ͳیابد. جریان نیستند) ͳفعل بلوک
پایین به آب که دهیم انجام را رنگ�آمیزی م�ͳتوانیم
΀سط هم�چنین و روش�ها این از ͳ΋ی نرسد؟ جدول
داده نمایش مقابل ش΋ل در آب توسط یافته ͳدسترس

(ͳمنف نمره�ی ١ مثبت، نمره�ی ۴) است. شده
٢٠۴ ه�) ٢٠٢ د) ٢١۶ ج) ١٨۴ ب) ١٩٢ الف)
کنیم رنگ طوری k تا ١ رنگ�های از ͳ΋ی با را نقطه هر م�ͳخواهیم دارند. قرار خط Έی روی نقطه ۵٠ (١٣
بین در بار Έی دقیقاً که باشد داشته وجود رنگ Έی حداقل دلخواه، ͳمتوال نقطه تعداد هر ازای به که

(ͳمنف نمره�ی ١٫ ۵ مثبت، نمره�ی ۶) است؟ چند k مقدار حداقل است. شده ظاهر نقاط این
٩ ه�) ٨ د) ٧ ج) ۶ ب) ۵ الف)
١٣٩٠ اردیبهشت ۶ اول: روز ۴
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(ͳبخشتست) کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین بیستو دوم مرحله�ی
علامت را جدول خانه�های ͳمرتض از شروع با و میان در ͳ΋ی ͳمصطف و ͳمرتض داریم. ۴×۴ جدول Έی (١۴
در خود نوبت در ͳمصطف و م�ͳدهد قرار X جدول از ͳخال خانه Έی در خود نوبت در ͳمرتض زنند. ͳم
م�ͳدهند. انجام مختلف بازی چهار هم با ͳمصطف و ͳمرتض م�ͳدهد. قرار O جدول از ͳخال خانه Έی

م�ͳشود. تعریف زیر صورت به ١ ≤ i ≤ ۴ برای i بازی
X با را ش΋ل این تقارن و دوران از حاصل مشابه، ش΋ل�های یا و i ش΋ل م�ͳخواهد ͳمرتض :i بازی •

بΎیرد. را او جلوی م�ͳخواهد ͳمصطف و بسازد
(ͳمنف نمره�ی ١٫ ۵ مثبت، نمره�ی ۶) م�ͳشود؟ برنده ͳمرتض بازی چند در

..
۴ ش΋ل

.
٣ ش΋ل

.
٢ ش΋ل

.
١ ش΋ل

۴ ه�) ٣ د) ٢ ج) ١ ب) ٠ الف)
بΎیرید: نظر در را زیر برنامه (١۵

بΎیر. ورودی از را X مقدار .١
بده. قرار صفر برابر را S مقدار .٢
بده. قرار صفر برابر را C مقدار .٣

بده. قرار X مقدار برابر را Y مقدار .۴
بریز. Y خود در را آن قسمت خارج و B در را دو بر Y تقسیم باق�ͳمانده�ی .۵

بده. قرار S + (C + ١)×B با برابر را S مقدار .۶
بده. قرار ١ − C با برابر را C مقدار .٧

برو. ۵ خط به بود صفر از بزرگتر Y اگر .٨
بده. خاتمه برنامه به و برگردان ͳخروج به�عنوان را S مقدار بود X با برابر S اگر .٩

بده. قرار S با برابر را X مقدار .١٠
برو. ٢ خط به .١١

به�عنوان را عدد آن اگر {١٣٩٠,١٣٩١,١٣٩٢, · · · ,١۴٨٨} مجموعه�ی اعضای از تا چند ازای به
بود؟ خواهد ١ با برابر ͳخروج و یافته خاتمه برنامه بدهیم، برنامه این به ورودی

(ͳمنف نمره�ی ١٫ ۵ مثبت، نمره�ی ۶)
٣٣ ه�) ۵٠ د) ج)٢۵ ٩٩ ب) ٠ الف)
١٣٩٠ اردیبهشت ۶ اول: روز ۵
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(ͳبخشتست) کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین بیستو دوم مرحله�ی
از Έهری وزن که م�ͳدانیم عوض در نم�ͳدانیم. را آن�ها از Έی هیچ وزن که داریم اختیار در وزنه هشت (١۶
دو هیچ وزن هم�چنین و است {١٠,١٢,١٣,١۴,١۵,١٨,٣٠,۴۵} مجموعه�ی اعضای از ͳ΋ی وزنه�ها
تعدادی م�ͳتوانیم آن از استفاده بار هر در داریم. اختیار در کفه�ای دو ترازوی Έی نیست. برابر وزنه�ای
هم با را آن�ها وزن و دهیم قرار ترازو راست سمت کفه�ی در را وزنه تعدادی و چپ سمت کفه�ی در را وزنه
هر در بل΋ه فهمید. نم�ͳتوان را کفه Έی بودن سنگین�تر میزان مقایسه هر در که کنید دقت کنیم. مقایسه
کفه دو در موجود وزنه�ها یا و است سنگین�تر کفه کدام در موجود وزنه�های که فهمید م�ͳتوان فقط مقایسه
آوریم؟ بدست را وزنه�ها از ͳ΋ی حداقل وزن تا کنیم، استفاده ترازو از بار چند حداقل دارند. ی΋سان وزن

(ͳمنف نمره�ی ١٫ ۵ مثبت، نمره�ی ۶)
٧ ه�) ۵ د) ۴ ج) ٣ ب) ٢ الف)
،⟨a, a+ b⟩ مرتب زوج شش از ͳ΋ی و م�ͳگیرد را ⟨a, , b⟩ مرتب زوج ورودی عنوان به «عجیب» دستگاه (١٧
تولید قابل را ⟨x, y⟩ مرتب زوج م�ͳکند. تولید را ⟨٢b, b⟩ یا ⟨٢a, b⟩ ،⟨a + b, b⟩ ،⟨a,٢b⟩ ،⟨a,٢a⟩
کرد. تولید را ⟨x, y⟩ مرتب زوج بتوان دستگاه، از استفاده دلخواه تعداد به و ⟨١,١⟩ از شروع با اگر گوییم

(ͳمنف نمره�ی ١٫ ۵ مثبت، نمره�ی ۶) هستند؟ تولید قابل ١ ≤ x ≤ ١٠٠ با ⟨x, x⟩ مرتب زوج چند
٧ ه�) ١۴ د) ۴٢ ج) ۵١ ب) ٩٩ الف)
م�ͳشود. ͳتلق باارزش بسیار سه عدد کشور این در است. سه�سوسا کشور ساکنین از ͳ΋ی آیدا، تولد امروز (١٨
میدانیم بیاورند. کادو کلوچه حاوی بسته�های او برای قرارست دوستانش ،ͳقدیم دوستانه رسم Έی طبق
متفاوت هم با مم΋ن�ست آن�ها وزن اما است هم شبیه کاملا̈ بسته Έی در موجود کلوچه�های ظاهری ش΋ل

است. ͳطبیع عدد Έی کلوچه�ها وزن هم�چنین باشند.
کلوچه عدد k حاوی بسته Έی B فرد برای تولد کادوی به�عنوان A فرد اگر که م�ͳگوید ͳقدیم آئین Έی
برای است! B «ͳواقع «دوست Έی A آنگاه باشد، گرم ٣ از مضربی کلوچه k این وزن مجموع و بیاورد
بازار در موجود ترازوهای که م�ͳشود متوجه او بخرد. ترازو تا م�ͳرود بازار به آیدا ،ͳواقع دوستان تشخیص
که ͳصورت در که دارند چراغ Έی فقط تنها دیجیتال، صفحه یا عقربه به�جای و هستند کفه�ای Έی ͳΎهم
ترازوهای این، بر علاوه شود! ͳم روشن چراغ باشد، گرم ٣ از مضربی ترازو کفه روی اشیاء وزن مجموع
مدل ،W١ مدل ترازوهای بازار در که ͳمعن این به هستند. کفه حجم در جالبی محدودیت دارای موجود
دقیقاً آن روی که م�ͳکند کار ͳصورت در تنها Wi مدل ترازوی که دارند وجود W۴ مدل و W٣ مدل ،Wیرد.٢Ύب قرار بیشتر) یا کمتر نه (و کلوچه تا i
باید همین برای و بیاورند. برایش کلوچه تا چند مم΋ن�ست دوستانش از Έی هر که نم�ͳداند آیدا متأسفانه
را کلوچه بسته هر مجموع بودن ٣ مضرب بتواند �آن�ها، از استفاده بار چندین و ترازو چند یا Έی خرید با
آن در موجود ترازوهای Έکم با بتوانیم اگر م�ͳگوییم کامل را ترازوها از مجموعه Έی دهد. تشخیص
و تحلیل قدرت از استفاده و ترازوها آن Έکم با کلوچه، ٣ از بیش حاوی کلوچه بسته هر برای مجموعه،
مجموعه�های بین از نه؟ یا است بخش�پذیر ٣ بر کلوچه بسته این وزن مجموع که بدهیم تشخیص استدلال

هستند؟ کامل تایشان چند {W١,W۴} و {W٢,W٣} ،{W١,W٣} ،{W١,W٢}
(ͳمنف نمره�ی ١٫ ۵ مثبت، نمره�ی ۶)

۴ ه�) ٣ د) ٢ ج) ١ ب) ٠ الف)

١٣٩٠ اردیبهشت ۶ اول: روز ۶
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(ͳتشریح (بخش کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین و بیست دوم مرحله�ی
امتیاز ١۵ ................................... دودویی تبدیل :١ مسئله�ی
آن، دکمه�ی دو از ͳ΋ی دادن فشار با و م�ͳگیرد ورودی از را رقم n با دودویی عدد Έی دودویی مبدل ماشین

م�ͳدهد. انجام ورودی عدد روی را زیر تبدیل دو از ͳ΋ی
م�ͳدهد. تغییر ٠ به ١ از و ١ به ٠ از را رقم راست�ترین سمت :Έی دکمه .١

تغییر ٠ به ١ از و ١ به ٠ از را آن چپ سمت رقم و م�ͳکند پیدا را ١ رقم راست�ترین سمت دو: دکمه .٢
باشد، ٠ تمام رشته یا باشد م΋ان چپ�ترین سمت در ١ راست�ترین سمت که ͳصورت در کنید دقت م�ͳدهد.

نم�ͳدهد. انجام تغییری
به تبدیل روش کرد. تبدیل ٠١١٠٠١ به را ٠٠١٠٠١ عدد م�ͳتوان دودویی مبدل ماشین از استفاده با مثال برای
استفاده با کنید ثابت م�ͳدهیم. فشار را Έی دکمه انتها در و دو دکمه سپس ،Έی دکمه ابتدا که است صورت این

کرد. تبدیل رقم n با دودویی عدد هر به را رقم n با دودویی عدد هر م�ͳتوان دودویی مبدل ماشین از

امتیاز ٢٠ ................................ درخت کردن پاک :٢ مسئله�ی
درخت که م�ͳکنیم ریشه�دار صورت این به r رأس از را T درخت گویند. درخت را دور بدون و همبند گراف
به را درخت یال�های دیΎر ͳبیان به م�ͳکنیم. جهت�دار پایین به بالا از را یال�ها تمام و م�ͳکنیم آویزان r رأس از را
را یال�ها بقیه و م�ͳدهیم، جهت بیرون سمت به r از را r به متصل یال�های تمام که م�ͳکنیم جهت�دار صورت این
این در که کنید دقت شود. ١ برابر r از غیر به رأس هر به شده وارد یال�های تعداد که م�ͳکنیم ͳجهت�ده طوری
که است یال�هایی تعداد برابر ،i دلخواه رأس تا ریشه فاصله است. صفر برابر r به شده وارد یال�های تعداد صورت
کرده�ایم. ریشه�دار رنگ سیاه رأس از را زیر ش΋ل درخت مثال برای م�ͳکنیم. ͳط i رأس به ریشه از رسیدن برای

است. شده داده نشان ش΋ل در ریشه تا رأس�ها از ͳبعض فاصله هم�چنین

..........................

٢

.

٢

.
٣

.
۴

١٣٩٠ اردیبهشت ٧ دوم: روز ١
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(ͳتشریح (بخش کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین و بیست دوم مرحله�ی
انجام به مجاز مرحله هر در است. مرحله تعداد کمترین در ریشه�دار درخت Έی یال�های کردن پاک هدف

هستیم: باق�ͳمانده ریشه�دار درخت هر برای زیر عملیات دو از ͳ΋ی
کن. پاک را ریشه به متصل یال�های تمام اول: عملیات •

روی از و ریشه از کن. انتخاب i مانند دارند ریشه تا را فاصله بیشترین که رأس�هایی از ͳ΋ی دوم: عملیات •

کن. پاک را کرده�ای عبور آن�ها از که یال�هایی و کن حرکت i سمت به یال�ها جهت در و یال�ها
انجام را دوم یا اول عملیات از Έی هر باق�ͳمانده، ریشه�دار درخت هر روی بر م�ͳتوان مرحله هر در حقیقت در
برای م�ͳشود. تبدیل ریشه�دار درخت چند یا Έی به ریشه�دار درخت هر یال�ها، شدن پاک با که کنید دقت داد.
سیاه رنگ با درخت�ها ریشه�ی ش΋ل این در شده�اند. پاک مرحله ٣ در اولیه درخت یال�های تمام ش΋ل در مثال
با ریشه�دار درخت ۴ به رأس، ١٢ با اولیه ریشه�دار درخت اول مرحله�ی از بعد که کنید دقت شده�اند. داده نشان

است. شده تبدیل رأس ٧ و ١ ،١ ،٣

......................................
اول مرحله
.

دوم مرحله
.

سوم مرحله

را آن یال�های تمام مرحله ١۴ در که دهید ارائه ͳروش است. شده داده رأس ١٠٠ با ریشه�دار درخت Έی الف)
کند. پاک

پاک را آن یال�های تمام نتوان مرحله ١٠ از کمتر در که بزنید مثال رأس ١٠٠ با ریشه�دار درخت Έی ب)
کرد.

١٣٩٠ اردیبهشت ٧ دوم: روز ٢
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(ͳتشریح (بخش کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین و بیست دوم مرحله�ی
امتیاز ٢۵ .................................. جادویی جدول :٣ مسئله�ی
آن (i, j) خانه�ی در ،١ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ n که j و i هر برای که است ͳجدول n× n جادویی جدول

داد. تغییر زیر صورت به را جدول این م�ͳتوان مرحله هر در است. شده نوشته i+ j عدد
k > ٠ عدد Έی و T مانند ستون�ها از مجموعه زیر Έی ،S مانند سطرها از زیرمجموعه Έی مرحله هر در •

م�ͳکنیم. کم واحد k را j ∈ T و i ∈ S که (i, j) خانه�های تمام عدد سپس م�ͳکنیم. انتخاب
توسط T و S مجموعه�های زیر شده�اند. صفر مرحله سه در ٢ × ٢ جادویی جدول Έی اعداد تمام زیر مثال در

شده�اند. داده نشان ش΋ل در پی΋ان
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کند. صفر را ١٠٠ × ١٠٠ جادویی جدول Έی اعداد تمام مرحله ١۵ در که دهید ارائه ͳروش الف)
کرد. صفر را ١٠٠ × ١٠٠ جادویی جدول Έی اعداد تمام نم�ͳتوان مرحله ١۴ از کمتر در کنید ثابت ب)

امتیاز ٢٠ ....................................... ساز مرتب :۴ مسئله�ی
که است j و i اندیس�های تعداد برابر n طول به π = ⟨π١, π٢, · · · , πn⟩ جایΎشت نابه�جایی�های تعداد
نابه�جایی�های تعداد و ٢ برابر ⟨١,٣,۴,٢⟩ جایΎشت نابه�جایی�های تعداد مثال برای .πi > πj و i < j

م�ͳدهیم. نشان f(π) با را π جایΎشت نابه�جایی�های تعداد است. ۴ برابر ⟨٣,٢,۴,١⟩ جایΎشت
نوشته اعداد دیΎر بیان به است. شده نوشته ١٠٠ تا ١ اعداد از ͳ΋ی کارت هر پشت که داریم کارت ١٠٠
با کارت� مخصوص جایΎاه ١٠٠ با ماشین Έی هم�چنین م�ͳدهند. جایΎشت Έی تش΋یل کارت�ها پشت شده
در که م�ͳدهیم قرار طوری جایΎاه ١٠٠ این در دلخواه ترتیب با را کارت�ها داریم. اختیار در ١٠٠ تا ١ شماره�های
نم�ͳبینیم. را آن�ها پشت شده نوشته عدد که شده�اند داده قرار طوری کارت�ها گیرد. قرار کارت Έی دقیقاً جایΎاه هر
جایΎشت است. π جایΎشت Έی کننده�ی مشخص ماشین در کارت�ها گرفتن قرار وضعیت هر که کنید دقت
πi نشان�دهنده�ی ماشین i جایΎاه در موجود کارت روی بر شده نوشته عدد که م�ͳشود مشخص صورت این به π
وضعیت به رسیدن هدف گیرد. قرار i شماره با جایΎاه در i عدد با کارت که است ͳوضعیت ایده�آل وضعیت است.

کرد: عمل زیر صورت به مرحله هر در م�ͳتوان هدف این به رسیدن برای است. ایده�آل
است. π جایΎشت کننده�ی مشخص ماشین ͳفعل وضعیت کنید فرض م�ͳدهیم. ماشین به را j و i عدد دو •

حالت در ماشین وضعیت کنید فرض م�ͳکند. جابجا هم با را j و i جایΎاه در موجود کارت�های ماشین
j و i جایΎاه در موجود کارت�های جابجایی بر علاوه ماشین است. π′ جایΎشت کننده�ی مشخص جدید

م�ͳدهد. نشان ͳخروج در نیز را f(π′)− f(π) مقدار
به مرحله ١٩٨ در را آن�ها ماشین، در کارت�ها گرفتن قرار اولیه وضعیت گونه هر برای که دهید ارائه ͳروش

کند. تبدیل ایده�آل وضعیت
١٣٩٠ اردیبهشت ٧ دوم: روز ٣
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(ͳتشریح (بخش کشور کامپیوتر المپیاد ی΋مین و بیست دوم مرحله�ی
امتیاز ٢٠ ................................. ساز درهم ماشین :۵ مسئله�ی
شده نوشته n تا ١ اعداد از π جایΎشت کارت�ها روی بر گرفته�اند. قرار ͳمتوال خانه�ی n روی کارت n

کارت�های مرحله هر در سپس م�ͳزنیم. علامت را خانه�ها از تا k و م�ͳکنیم انتخاب را k دلخواه عدد ابتدا است.
دیΎر کارت n− k م�ͳشوند. منتقل ابتدایی خانه�ی k به و شده برداشته ترتیب، حفظ با خورده، علامت خانه�های
زیر در مرحله دو در حرکت این انجام از ͳمثال شد. خواهند داده قرار انتهایی خانه�ی n− k در ترتیب حفظ با نیز

شده�اند. مشخص تیره رنگ با شده زده علامت خانه�های مثال این در است. آمده
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م�ͳدهد؟ رخ π جایΎشت هر برای زیر اتفاق علامت�دار، خانه�های اولیه�ی انتخاب هر ازای به آیا الف)
شود.» تبدیل جایΎشت آن خود به کارت�ها، اعداد برای π اولیه� جایΎشت هر حرکت این تکرار «با

دهد؟ رخ π جایΎشت هر برای زیر اتفاق که، دارد وجود علامت�دار خانه�های برای اولیه�ای انتخاب آیا ب)
شده�ی مرتب صعودی جایΎشت به کارت�ها، اعداد برای π اولیه جایΎشت� هر حرکت این تکرار «با

شود.» تبدیل n تا ١

باشید! موفق

١٣٩٠ اردیبهشت ٧ دوم: روز ۴
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ÝČ Ă îüõ Ýĺď üÖ êŘ ÍąùďŚ Ţ 1389 öŊ ÛąŘć ďć .À þÂ ČÚ Ş ÂÑ œ ďć Řď ïďÃ Ş â ŞÂ õ Œþ (1
.ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ âŞÂõ ýĆČłŚ§ ŚŞ Śþ ÂÚþÀØþ ŚŞ üĺŚÞŮ Śþ âÏŚÖŮ žČû ŚûÍąùďŚŢ ĆîýďĄÏĆŞ
ĎŚŞ ěŘ ĆîýďĄÏĆŞ ÝČûćüõ ćŘÀţõŘ ø ÝČĂîüõ Ýĺď ýćĄÞä Íą Œþ ÍąùďŚŢ Âû Âĺ øć ěŘ
ŘÃźõ ýŚûÛČÎţÆõ ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ .ÀĺÂŞ âŞÂõ üÖêŘ áĚőŘ Śþ ÂÚþć ÍąùďŚŢ øć ĆŞ ßČþŚŢ ø
.(ćďŘć ćĄŻø ŘÃźõ ÛČÎţÆõ 10 ÛŞŚÖõ ÛØł ďć Ěf ůõ) ?ťĺŚŮ ÀĂİ ÛňŚ§ ÛØł ďć Ýû ěŘ

5557 ( û 4168 ( ć 5558 (Ž 2780 (Š 5556 (ÓóŘ

øć ýŚĂśõ ďć Řď âÞŻÛňŚ§ ø ÝČœěüõ âÞŻ Řď 21389 ěŘ ÂŮŒİĄî (ÃþŚÞţõ ŚõøÃó Ćœ) ùŘĄąñć üãČśÏ ćÀä 2010 (2
?ÀłŚŞ ÀœŘĄŮüõ ŚŮÀĂİ 2 ýŚĂśõ ďć ćŘÀäŘ ßþŘ âÞŻÛňŚ§ ýŚûŒþ ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ

1397 ( û 1396 ( ć 1399 (Ž 2010 (Š 1389 (ÓóŘ

ćŘÀãŮ ßþÂŮÝî ÝČûŘĄąüõ .ťĺŘ Ùœď ÀČÔĺ (1× 1× 1) À§Řø ýĆœŚą 27 ÛõŚł Ćî ÝþďŘć 3× 3× 3 řãØõ Œþ (3
Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø (öŊ ýŚûöŘďøć ø) 2× 2 × 1 ÛČÎţÆõ řãØõ žČû Ćî ýďĄÏ ,ÝČĂî ùŚČĺ Řď À§Řø ýĆœŚą

?ťĺŘ ÀĂİ ôěĎ ùŚČĺ ýŚûĆœŚą ćŘÀãŮ ßþÂŮÝî .ÀłŚŞ ÀČÔĺ öŊ ýŚûĆœŚą ýĆÞû

9 ( û 7 ( ć 6 (Ž 8 (Š 12 (ÓóŘ

1 ñĄÏ ĆŞ Íą ùďŚ Ţ Œþ öŘĄŮüõ ďøŚźõ ýĆÎÖ œ øć Âû ßČ Ş ,ýŘĆÎÖ œ 3× 3 ýĆØśł Œþ ďć (4
:ÂðŘ ÝČõŚœüõ "ùÀłáŚśłŘ’ Řď ÍąùďŚŢ 12 ěŘ ĆäĄÞźõÂþě Œþ .(ÍąùďŚŢ 12 ÂůîŘÀ§) ćÂîÝĺď

ßČĂİÝû ø ,ćĄÈœ ćŚźþŘ (1× 1) ýÀ§Řø âŞÂõ žČû ĆäĄÞźõÂþě ßþŘ ýŚûÍąùďŚŢ Ýĺď ŚŞ (1

ĆŞ 1× 1 âŞÂõ Œþ ÛìŘÀ§ ,ÝČĂî ĆêŚőŘ Řď ťÆČœ ĆäĄÞźõÂþě ßþŘ ďć Ćî üÎąùďŚŢ Âû ÂðŘ (2
.ÀþŊ ćĄŻø

.ćĄłüõ ùÀþć ÛØł ďć ŚûöŊ ěŘ üØþ ?ťĺŚŮ ÀĂİ ùÀłáŚśłŘ ÓÜţ£õ ýŚûĆäĄÞźõÂþě ćŘÀãŮ

46 ( û 42 ( ć 34 (Ž 38 (Š 50 (ÓóŘ

ýÂûŚÒ àŚ¡ó ĆŞ üóø ÀĂţÆû üóÀŞ ĆČÖŞ ø ÛňŘ ŚûöŊ ěŘ ýćŘÀãŮ Ćî ùÀł ùćŘć 20 ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ĚÏ ýĆØĺ 20 (5
,Àûćüõ ďŘÂì ćĄą üŻøÂą øć ďć Řď ŚûöŊ ø ćÂČðüõ Řď ĆØĺ 3 Ćî ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć ùŚÚţĺć Œþ .ÀœŘĆŞŚÈõ ĚõŚî
üõøÃó Ćî ÀČĂî ťìć .ÀœÂČð ďŘÂì ÂÚþć üŻøÂą ďć üóÀŞ ýŚûĆØĺ ø üŻøÂą Œþ ďć ÛňŘ ýŚûĆØĺ ĆîýďĄÏĆŞ

.Àûć ďŘÂì É£Èõ üŻøÂą Œþ ďć Řď ÛňŘ ýŚûĆØĺ ĆÈČÞû ùŚÚţĺć ßþŘ ćďŘÀœ

?ćÂî ÝČÆÖŮ Ćţĺć øć ĆŞ öŚłáĄœ řÆ§ÂŞ Řď ŚûĆØĺ ýĆÞû ùďŘøÝû öŘĄŮüõ ùŚÚţĺć ěŘ ùćŚÔţĺŘ ďŚŞ ÀĂİ ŚŞ ÛìŘÀ§
.ÝČœŘÀŞ Řď Ćţĺć Âû áĄœ ťÆČœ ôěĎ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ

10 ( û 8 ( ć 11 (Ž 9 (Š 7 (ÓóŘ
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ďÀÖİ .(ťÈŢ øćÂû Śþ øď øćÂû) ÀþŚČŞ Ýû Ûůõ ,üóŘĄţõ ŠŚŮÂŢ øć ýĆźČţœ ŚŮ ÀĂîüõ ŠŚŮÂŢ ďÀìöŊ Řď ĆØĺ Œþ üÜä (6
?ÀĂî ŠŚŮÂŢ Řď ĆØĺ ďŚŞ 4 ěŘ ÇČŞ üÜä Ćî ćďŘć ñŚÞţ§Ř14 ( û 116 ( ć 12 (Ž 132 (Š 18 (ÓóŘ

Ýĺď ŰŚÊţ£õ ýĆ¡Ôň ďć öŘĄŮüõ ćďŘć ĳČ¡ň ŰŚÊţ£õ ŚûöŊ ýŚûĆłĄð ôŚÞŮ Ćî Řď 3× 3 âŞÂõ ÀĂİ ÂůîŘÀ§ (7
ÀĂœŘĄŮüÞœ üãŞÂõ øć žČû ÀČĂî ťìć ?ÀłŚŞ íÂţÈõ 1× 1 âŞÂõ Œþ ďć ÛìŘÀ§ ŚûöŊ ěŘ ťÔŻ Âû Ćî ýďĄÏĆŞ ćÂî

.ÀĂłŚŞ ÕśÎĂõ ÂÚþÀØþ ÂŞ

16 ( û 15 ( ć 9 (Ž 4 (Š 3 (ÓóŘ

Âû ýŘěŘĆ Ş .À Ă ţÆû øď Ć Ş Śú œŊ ýĆÞû ďŚî ýŘÀţ ŞŘ ďć ø À œŘ ùÀł ùÀČİ ýøŚÆõ ÛňŘĄê Ś Ş ùÂ þŘć Œþ ďøć ĆØĺ n (8
.ÝČœŘćÂðüõÂŞ Řď Śû öŊ ýĆÞû ø ÝČĂîüõ ŠŚ£ţœŘ Řď ùŘĄąñć üóŘĄţõ ýĆØĺ i ďŚŞŒþ ŚfÖČìć ,i ∈ {1,2,3, . . . , n}
ýĆÞû ,ďŚî öŚþŚŢ ěŘ ÀãŞ Ćî ćŘć ôŚźœŘ ýďĄÏ Řď ĆÜ§Âõ n ßþŘ öŘĄţŞ ŚŮ ÀłŚŞ Âþě ýŚûĆĂþÃð ěŘ Œþ ôŘÀî ÂŞŘÂŞ n ďŘÀÖõ

?ÀĂłŚŞ (øďĆŞ) ĆČóøŘ ťČãőø ďć ŚûĆØĺ

1390 ( û 1389 ( ć 2010 (Ž 1391 (Š 2009 (ÓóŘ

.ćďŘć ďŘÂì 2 Śþ 1 ťČãőø øć ěŘ üØþ ďć ĆÑ¡ó Âû ďć ÀČÜî Âû .ÀĂţÆû řÊœ ëŚŮŘ Œþ ďŘĄþć ýøď ĆţČãőø øć ÀČÜî 3 (9
.ÝČûć ťČãőø ÂČČçŮ Řď öŊ ,ÀČÜî Âû öćÂÈê ďŚŞ Œþ ŚŞ ÝČœŘĄŮüõ ŚõŘ ;ÝČœŘćüÞœ Řď öŊ Śõ ø ťĺŘ üÜąŘć ťČãőø ßþŘ

ßłøď üœŚõě ŚúĂŮ šõĎ ÝČœŘćüõ .ťĺŘ ľĄõŚą ŘÀţŞŘ ďć Ćî ťĺŘ ùÀł öŘÃþøŊ šõĎ Œþ ÃČœ ëŚŮŘ ßþŘ ÓÖĺ ěŘ
.(2 ťČãőø ďć ĆÞû Śþ 1 ťČãőø ďć ĆÞû) ÀłŚŞ öŚÆØþ ÀČÜî Ćĺ Âû üÜąŘć ťČãőø Ćî ćĄłüõ

Řď k) ?ÝČĂî ßłøď Řď šõĎ ÀČÜî öćÂÈê ďŚŞ k ÂůîŘÀ§ ŚŞ üţóŚ§ Âû ďć ÝČœŘĄţŞ ŚŮ ÀłŚŞ ÀþŚŞ ÀĂİ k ďŘÀÖõ ÛìŘÀ§
.(ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ÀČÜî øć öćÂÈê Ûî ćŘÀãŮ

ćÂî ßłøď Řď šõĎ öŘĄŮüÞœ ŚfõøÃó ( û 5 ( ć 4 (Ž 3 (Š 2 (ÓóŘ

öŚÈœ (ÃîÂõ ďć) ťÆŢ ýùďŘćŘ Œþ ø (ŚûùÂþŘć) ĆœŚą 24 ŚŞ Řď Âúł Œþ Âþě ÛØł (10
Śþ Ć œŚą) Û¡õ øć öŚ ŞŚ Čą Âû Ćî ćďŘć 1 ñĄÏ ĆŞ öŚ ŞŚ Čą 40 Âúł ßþŘ .Àûćüõ
ýŚûĆõŚœ ÀœďŘć ĆÔČÒø üİťÆŢ 3 .ÀĂîüõ ÛÊţõ ÂÚþÀØþ ĆŞ Řď (ťÆŢ ýùďŘćŘ

.ÀĂœŚĺÂŞ öŚłĆœŚą Šďć ĆŞ ťÆŢ ýùďŘćŘ ěŘ Řď ôćÂõ
Âû ýŘÂŞ ÀœĄłüõ ĆŻĄţõ Àœøďüõ ťÆŢ ýùďŘćŘ ĆŞ Ćî üİťÆŢ 3 ĳśň ěøď Œþ
ýÃþďĆõŚœÂŞ ýďĄÏ ÀĂûŘĄąüõ ŚûüİťÆŢ ßþŘ .ťĺŘ ùÀõŊ ĆõŚœ Œþ ŚÖČìć ĆœŚą
.ÀĺÂŞ öŚþŚŢ ĆŞ ßØÞõ öŚõě ßþÂŮâþÂĺ ďć ÀÊÖõ ĆŞ ŚûĆõŚœ ýĆÞû öÀœŚĺď Ćî ÀĂĂî
ÀĂîüõ üÏ ĆÖČìć Œþ ďć Řď (1 ñĄÏ ĆŞ) ÝČÖţÆõ öŚŞŚČą Âû üİťÆŢ Âû ÝČœŘćüõ

.ÀłŚŞ ĆţłŘć ťĺć ďć ĆõŚœ Œþ ÂůîŘÀ§ ÀœŘĄŮüõ ĆÑ¡ó ďć üİťÆŢ Âû ø
?Àĺďüõ ÀÊÖõ ĆŞ ŚûĆõŚœ ýĆÞû ,ďŚî áøÂł ěŘ ÅŢ ĆÖČìć ÀĂİ ÛìŘÀ§

36 ( û 28 ( ć 40 (Ž 20 (Š 39 (ÓóŘ
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öŊ ýøď ÂŞ Ćî ćďŘć ŰďŚî Œþ ĄźÈœŘć Âû .ÀœŘùćŚţÆþŘ Óň Œþ ďć řČŮÂŮĆŞ Ýû ěŘ Âţõ 1 ýĆÜňŚêĆŞ ĄźÈœŘć 20 (11
Ýû ěŘ Âţõ Œþ ýŚûĆÜňŚê ŚŞ ø 8 ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ÃČõ 8 Óň ßþŘ ćŘÀţõŘ ďć .ťĺŘ ùÀł ĆţłĄœ ĳČ¡ň ćÀä Œþ
.ťĺŘ ùÀł ĆţłĄœ 1389 ćÀä öŊ ýøď ÂŞ Ćî ćďŘć üŮďŚî ø ťĺŘ ĆţÆÈœ ćŚţĺŘ Œþ ÃČõ Âû ťÈŢ .ťĺŘ ĆţêÂð ďŘÂì

(.ťĺŘ öŘćŚţĺŘ ÃČõ Śû bj ø öŚþĄźÈœŘć ÂÒŚĂţõ Śû ai Âþě ÛØł ďć)

Âû ďć ø ćĄłüõ ôŚźœŘ ĆÜ§Âõ 15 ďć ďŚî .ćďŘć ďŘÂì 1 ýùďŚÞł ÃČõ ÛŞŚÖõ ďć ťĺďć Óň ñøŘ ýĄźÈœŘć ,ŘÀţŞŘ ďć
ĆŞ Řď ÇŮďŚî ćďŘć ďŘÂì ćŚţĺŘ Œþ ÃČõ ÛŞŚÖõ Ćî ĄźÈœŘć Âû ,ĆÜ§Âõ Âû ñøŘ ŰĄĺ ŚŞ .ćĄłüõ ùćě ŰĄĺ øć ĆÜ§Âõ
Řď öŚÈþŚûŰďŚî ŚûöŊ ,ÀłŚŞ ćŚţĺŘ ŰďŚî ćÀä ěŘ ÂŮÝî ĄźÈœŘć ŰďŚî ćÀä Ćî üŮďĄň ďć ø Àûćüõ öŚÈœ ćŚţĺŘ öŊ

.Àœøďüõ ĄÜŻ ĆŞ Âţõ Œþ öŚþĄźÈœŘć ýĆÞû ,ĆÜ§Âõ Âû ôøć ŰĄĺ ŚŞ .ÀĂĂîüõ ŋĄä ÝûŚŞ

a1a2a3 b1 b2 b3
a4a20 b8

À łŚ Ş 〈13,2,4,1,8,3,9,12,20,5,7,14,9,8,14,6,8,15,10,12〉ř Č ŮÂ Ů Ć Ş öŚ þĄ ź È œŘć ŰďŚ î ćÀ ä Â ðŘ
?ťłŘć ÀûŘĄą ďŚČţąŘ ďć Řď üŮďŚî Ćİ ôøć ćŚţĺŘ ĆÜ§Âõ 15 öŚþŚŢ ěŘ ÅŢ ,(a1 = 12)

5 ( û 14 ( ć 6 (Ž 3 (Š 8 (ÓóŘ

ďŘĄþć ĆŞ Ýû ďŚĂî Óþćď Œþ ďć n ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ üłŚÖœ ýĄÜŞŚŮ n ,ùěĄõ Œþ ÀĂÞłěďŘ ýŚûüłŚÖœ ýøÂûŘď ďć (12
ÛČóć ĆŞ .ťĺŘ vi ÂŞŘÂŞ ôŘ i ýĄÜŞŚŮ ľěďŘ ÀœŘćüõ øŘ .ÀĂî ýćěć ùěĄõ ßþŘ ěŘ ÀûŘĄąüõ ëďŚĺ Œþ .ÀœŘùÀł Ćţ£þøŊ
ø i − 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ öŊ ďøŚźõ ýĄÜŞŚŮ øć ,ÀĂØŞ ďŘĄþć ěŘ Řď i ùďŚÞł ýĄÜŞŚŮ ëďŚĺ ÂðŘ ,Ýû ĆŞ ŚûĄÜŞŚŮ öćĄŞ ŒþćÃœ

.ÀœćÂðüõ ľěďŘüŞ ø ùďŚŢ (ćĄŻø ŰďĄň ďć) i + 1

.ćĄł ĆĂČÈČŞ (ýø ćĄĺ) üţìÂĺ ýŚûĄÜŞŚŮ ľěďŘ áĄÞźõ Ćî ťĺŘ ùěĄõ ýŚûĄÜŞŚŮ ěŘ ýćŘÀãŮ ťìÂĺ ëďŚĺ éÀû

.ÀĂţÆû ťìÂĺ ÛŞŚì i ŚŮ 1 ýùďŚÞł ýŚûĄÜŞŚŮ ÍÖê Ćî üţóŚ§ ďć ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ëďŚĺ ćĄĺ ýĆĂČÈČŞ ÂŞŘÂŞ Řď P (i)

ěŘ ďĄÑĂõ .ťĺŘ ùÀł ćŘćďŘÂì P (−1) = 0 ø P (0) = 0 ÀČĂî ŋÂê) ?ťĺŘ ďŘÂìÂŞ Âþě ýĆÎŞŘď ôŘÀî ŰďĄň ßþŘ ďć
(ťĺŘ b ø a ýĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ,max(a, b)

P (i) = vi + max(P (i − 1), P (i − 2)) (Š P (i) = max(vi + P (i − 1), P (i − 2)) (ÓóŘ
P (i) = P (i − 2) + max(vi, P (i − 1)) ( ć P (i) = P (i − 1) + max(vi, P (i − 2)) (Ž

P (i) = max(vi + P (i − 2), P (i − 1)) ( û

Ćî ÀĂĂî íďŚŢ 1389 ñĄÏ ĆŞ üœŚŞŚČą éÂÏ Œþ ďć ýďĄÏ ÀĂûŘĄąüõ L ñĄÏ ĆŞ ùěŘÀœŘ Ýû ýŚûßČłŚõ ŚŞ ùÀĂœŘď n (13
íďŚŢ ýŚŻ ěŘ ďĄÑĂõ .ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ öŚŞŚČą éÂÏ öŚÞû ďć M ÛìŘÀ§ ñĄÏ ĆŞ üîďŚŢ ýŚŻ žČû ,ćďŘø ùěŚŮ ßČłŚõ Œþ
ěŘ Œþ ôŘÀî ďć .ťĺŘ ßČłŚõ ßþÂŮŒþćÃœ ŚŞ öŚŞŚČą ýŚúţœŘ Śþ ŘÀţŞŘ ßČŞ ýĆÜňŚê Śþø ,üóŘĄţõ ßČłŚõ øć ßČŞ ýĆÜňŚê

(ťĺŘ ùÀł ùćŘć (n, L, M) ĆĂþÃð Âû ďć) ?ÀĂĺďüÞœ ćĄą éÀû ĆŞ ùÀĂœŘď n Âþě ýŚûĆĂþÃð

(99,3,12) (Š (199,1,6) (ÓóŘ
(4,100,248) ( ć (9,50,105) (Ž

(299,1,3) ( û
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ĆŞ .ÝČœŘćüÞœ Řď ŚûĆØĺ ěŘ Œþ žČû öěø üóø ,ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć ŰøŚÔţõ ýŚûöěø ø 20 ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ĆØĺ 20 (14
ÂŮŒśĺ ÇţĺŘď ťÞĺ ýĆØĺ ěŘ ĆØĺ Âû ÂðŘ ÝČþĄðüõ "řŮÂõ’ ÀœŘùÀł ùÀČİ ťĺŘď ĆŞ šİ ěŘ Ćî ŚûĆØĺ ěŘ üÔň
ďć Řď ŚûöŊ řŮÂõ Óň ø ćÂČðüõ Řď ĆØĺ 10 ùćŚÔţĺŘ ďŚŞ Âû ďć Ćî ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć ýěŚĺřŮÂõ ùŚÚţĺć .ÀłŚŞ
ÝČœŘĄţŞ ùŚÚţĺć ěŘ ùćŚÔţĺŘ ďŚŞ k ÂůîŘÀ§ ŚŞ üţóŚ§ Âû ďć Ćî ÀłŚŞ ÀþŚŞ ÀĂİ k ďŘÀÖõ ÛìŘÀ§ .Àûćüõ ÛþĄ¡Ů üŻøÂą

?ÝČĂî ćŚźþŘ Řď ŚûĆØĺ ýĆÞû řŮÂõ Óň

7 ( û 5 ( ć 9 (Ž 6 (Š 8 (ÓóŘ

ø ěŚČţõŘ 3 ùÀœÂŞ ýŘÂŞ ćÂŞ Âû ,ÀĂĂîüõ ýěŚŞ Ýû ŚŞ ďŚŞ Œþ ŚfÖČìć ÝČŮ øć Âû .ÀœďŘć ďĄÌ§ ÝČŮ 8 ñŚśŮĄê ÙČó Œþ ďć (15
ÂŞ ýÀĂŞùćď ñøÀŻ ďć ŚûÝČŮ ŰŚÖŞŚÆõ öŚþŚŢ ďć .ćďŘÀœ ýěŚČţõŘ ťąŚŞ üóø ćďŘć ěŚČţõŘ 1 ÝČŮ øć Âû ýŘÂŞ ýøŚÆõ Âû
ďć üûŘĄąñć řČŮÂŮ ğŚĺŘ ÂŞ ÀĂĂî řÆî ÂŞŘÂŞ ěŚČţõŘ ÝČŮ ÀĂİ ÂðŘ ø ,ÀœĄłüõ řŮÂõ öŚłěŚČţõŘ áĄÞźõ ğŚĺŘ
.ćďŘć ýøŚÆõ 1 ÛìŘÀ§ ø ťąŚŞ 1 ÛìŘÀ§ ,ćÂŞ 1 ÛìŘÀ§ ÝČŮ Âû ÝČœŘćüõ .ÀœÂČðüõ ďŘÂì ñøÀŻ üóŘĄţõ ýŚûùćď

?ÀłŚŞ ÀœŘĄŮüõ ěŚČţõŘ ÀĂİ ýÀĂŞùćď ñøÀŻ ôĄĺ ø ñøŘ ÝČŮ ěŚČţõŘ éĚţąŘ ÂůîŘÀ§

11 ( û 12 ( ć 10 (Ž 8 (Š 9 (ÓóŘ

:Àûćüõ ôŚźœŘ Řď Âþě ŰŚČÜÞä r ø s ,b ,n ýŚûÂČçţõ ýøď ÂŞ ÝţþďĄÚóŘ Œþ (16

.ÂČÚŞ ýćøďø öŘĄĂäĆŞ Řď n ďŘÀÖõ (1

.ùÀŞ ďŘÂì 0 ÂŞŘÂŞ Řď s ø b ďŘÀÖõ (2

.ÃþÂŞ r ďć Řď 2 ÂŞ n ÝČÆÖŮ ýùÀœŚõüìŚŞ (3

.ùÀŞ ÇþŘÃêŘ À§Řø Œþ Řď s ďŘÀÖõ ćĄŞ ŰøŚÔţõ b ďŘÀÖõ ŚŞ r ďŘÀÖõ ÂðŘ (4

.ÃþÂŞ b ďć Řď r ďŘÀÖõ (5

.ÃþÂŞ n ďć Řď ďŘÀÖõ ßþŘ .ßî ŘÀČŢ Řď 2 ÂŞ n ÝČÆÖŮ ťÞÆì ŽďŚą ďŘÀÖõ (6

.øÂŞ 3 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ćĄŞ 0 ěŘ ÂŮÇČŞ n ďŘÀÖõ ÂðŘ (7

.ßî ŤŚİ üŻøÂą ďć Řď s ďŘÀÖõ (8

n = 128 ýćøďø ýŘÂŞ ďŚŞ Œþ ø. . . ,n = 2 ýćøďø ýŘÂŞ ďŚŞ Œþ ,n = 1 ýćøďø ýŘÂŞ ďŚŞ Œþ Řď ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ ÂðŘ
?ťĺŘ ÀĂİ ćĄłüõ ŤŚİ üŻøÂą ďć ÛÖţÆõ ýŘÂŻŘ 128 ßþŘ ßČ§ ďć Ćî ýďŘÀÖõ ßþÂŮÇČŞ ,ÝČĂî ŘÂŻŘ

5 ( û 7 ( ć 8 (Ž 6 (Š 9 (ÓóŘ
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s ďŘÀÖõ ø ÀĂîüõ ùćŚÔţĺŘ s ø m ýŚûÂČçţõ ěŘ ,ćÂČðüõ ýćøďø ěŘ Řď a4 ø a3 ,a2 ,a1 ýŚûÂČçţõ ďŘÀÖõ Âþě ÝţþďĄÚóŘ (17
:ÀĂîüõ ŤŚİ üŻøÂą ďć Řď

.ùÀŞ ďŘÂì 0 ÂŞŘÂŞ Řď s ďŘÀÖõ (1

.ùÀŞ ďŘÂì a1 ďŘÀÖõ ÂŞŘÂŞ Řď m ďŘÀÖõ (2

:ùÀŞ ôŚźœŘ i = 4 ýŘÂŞ ďŚŞ Œþ ø i = 3 ýŘÂŞ ďŚŞ Œþ ,i = 2 ýŘÂŞ ďŚŞ Œþ Řď Âþě ďŚî (3

À§Řø Œþ s ďŘÀÖõ ĆŞ ßČĂİÝû ø ÃþÂŞ m ďć Řď ai ďŘÀÖõ :ťĺŘ ÂŮÇČŞ m ďŘÀÖõ ěŘ ai ďŘÀÖõ ÂðŘ
.ßî ĆêŚőŘ

.ßî ŤŚİ üŻøÂą ďć Řď s ďŘÀÖõ (4

ŚúĂŮ ôĄĺ ÂÎĺ ŕÂł Ćî ŘÂİ ćĄłüõ ĆţłĄœ üŻøÂą ďć 2 ďŘÀÖõ 〈a1, a2, a3, a4〉 = 〈1,3,2,4〉 ýćøďø ýŘÂŞ Ěf ůõ
.ćĄłüõ ďŘÂìÂŞ i = 4 ø i = 2 ýŘÂŞ

.ćŘć ďŘÂì a4 ŚŮ a1 ýŚûÂČçţõ ďć ÓÜţ£õ ťóŚ§ 4! = 4× 3× 2× 1 = 24 ĆŞ öŘĄŮüõ Řď 4 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ÝČœŘćüõ

âÞŻÛňŚ§ .ćĄł ĆţłĄœ üŻøÂą ďć ćÀä 24 ŚŮ ÝČĂîüõ ŘÂŻŘ Řď ĎŚŞ ýĆõŚœÂŞ ,ťóŚ§ 24 ßþŘ ôŚÞŮ ýŘÂŞ ÀČĂî ŋÂê
?ťĺŘ ÀĂİ ćÀä 24 ßþŘ

30 ( û 36 ( ć 48 (Ž 26 (Š 32 (ÓóŘ

Ćî üþŚûšõĎ ôŚÞŮ ťČãőø (1 ≤ k ≤ 6 Ćî) P (k) ÛÞä .ÀœďŘć ďŘÂì Óþćď Œþ ďć 6 ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ šõĎ 6 (18
ýŚûšõĎ P (2) Ěf ůõ .(ßłøď ĆŞ ľĄõŚą ěŘ ø ľĄõŚą ĆŞ ßłøď ěŘ) ÀĂîüõŋĄä ťĺŘ k ŠÂÌõ ŚûöŊ ýùďŚÞł

.ÀĂîüõ ŋĄä Řď 5 ùďŚÞł šõĎ ťČãőø ÍÖê P (5) ø Àûćüõ ťČãőø ÂČČçŮ Řď 6 ø 4 ,2 ýùďŚÞł

ßČÞû ĆŞ Řď P (6) ŚŮ . . . ,P (2) ,P (1) ýŚûÛÞä Åşĺ ø ÀĂî ßČČãŮ Řď ŚûšõĎ ýĆČóøa Ř ťČãőø Ćî ćďŘć ĆÔČÒø ÝþÂõ
,P (1) ôŚźœŘ ěŘ ÀãŞ ťČãőø ,ĆČóøŘ ťČãőø :ťłŘć ÀûŘĄą ŚûšõĎ ěŘ ĆĂ¡ň 7 øŘ ďŚî ßþŘ ŚŞ .ÀûÀŞ ôŚźœŘ řČŮÂŮ

.P (6) ěŘ ÀãŞ ťČãőø ø. . . ,P (2) ěŘ ÀãŞ ťČãőø

ŚûšõĎ ýĆČóøŘ ťČãőø ýďĄÏ ÀûŘĄąüõ ÝþÂõ .ťĺŘ ĆĂ¡ň öŊ ďć ßłøď ýŚûšõĎ ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ ĆĂ¡ň Âû ěŚČţõŘ
?ťĺŘ ÀĂİ ĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ßþŘ .ćĄł ĆĂČÈČŞ ĆĂ¡ň 7 ßþŘ ýŚûěŚČţõŘ áĄÞźõ Ćî ÀĂî ßČČãŮ Řď

17 ( û 21 ( ć 36 (Ž 24 (Š 29 (ÓóŘ
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:ťĺŘ ùÀł ùćŘć Âþě ŰďĄň ĆŞ A ñøÀŻ (19

2 1 4 3 11
5 4 6 1 6
1 2 3 10 2
6 9 3 2 8
1 5 2 8 5

Ćî ÝČûć ďŘÂì ýŘĆœĄðĆŞ ,ďŚŞ Œþ ŚfÖČìć ôŘÀî Âû ,Řď 25 ŚŮ 1 ÂþćŚÖõ ,B ÝĺŘ ĆŞ ÂÚþć 5× 5 ñøÀŻ Œþ ďć ÝČûŘĄąüõ
:ÀþŊüõ ťĺć ĆŞ Âþě ŰďĄňĆŞ S ďŘÀÖõ .ćĄł ĆĂČÞî S ďŘÀÖõ

Řď B ø A ñøÀŻ ěŘ ĆţêÂð ďŘÂì Ýû ýøď ďcŘÀÖõ øć ĆœŚą Âû ďć .ÝČûćüõ ďŘÂì Ýû ýøď Řď B ø A ñøÀŻ
öŊ ýĄÜŻ Řď ÂÎĺ Âû ÀþÀŻ ćÀä 5 áĄÞźõ .ÀþŊ ťĺć ĆŞ ÀþÀŻ ćÀä 25 ŚŮ ÝČĂîüõ ŠÂő ÂÚþćŒþ ďć

.ťĺŘ ŚûÂÎĺ ýĄÜŻ ćŘÀäŘ öŚČõ ěŘ ćÀä ßþÂţØİĄî ÂŞŘÂŞ S .ÝČÆþĄœüõ ÂÎĺ

ÂŞŘÂŞ ÂÎĺ Âû ÛŞŚÖõ ďć ĆţêÂð ďŘÂì ćŘÀäŘ ,ćĄł ßČČãŮ 5× 5 ñøÀŻ ñćŚãõ B ýŚûĆœŚą ÂþćŚÖõ ÂðŘ ñŚůõ öŘĄĂäĆŞ
:ćĄŞ ÀûŘĄą 173 ÂŞŘÂŞ S ďŘÀÖõ ø ććÂðüõ Âþě 5× 1 ñøÀŻ

272
173
221
443
449

1 19 4 5 20
13 12 2 6 7
9 3 8 14 21
18 11 10 15 22
25 17 16 24 23

?ťĺŘ ďÀÖİ B ñøÀŻ ÓÜţ£õ ýŚûťóŚ§ ôŚÞŮ ýŘěŘ ĆŞ S ýĆĂČÞî ďŘÀÖõ

54 ( û 46 ( ć 29 (Ž 41 (Š 35 (ÓóŘ

đÂÏ ñŘĄĺ (ÂÔň ěŘ ÇČŞ) ýćŘÀãŮ ŚûöŊ ěŘ ŒþÂû ø ÀœŘùćÂî ťîÂł öĄõěŊ Œþ ñŘĄĺ đÂÏ ŰŚÆÜŻ ďć đŘÂÏ 24 (20
:ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ ťÆþŚŞüõ Âþě ŕÂł Ćĺ ďŚî öŚþŚŢ ďć .ťĺŘ ùćÂî

.ćĄÈŞ "üĂČŞěŚŞ’ (ñŘĄbĺ öŊ đŘÂÏ ěŘ ÂČè) ÂÚþć ÂÔœ Ćĺ ÍĺĄŮ ŚfÖČìć ÀþŚŞ ,ùÀł đÂÏ ñc ŘĄbĺ Âû (öŚĂČÞÏŘ ŕÂł) •

.ÀĂî üĂČŞěŚŞ Řď ÂÚþć đŘÂÏ Œþ ěŘ ñŘĄĺ Œþ ěŘ ÇČŞ ÀœŘĄŮüÞœ ü§ŘÂÏ žČû (üœŚśŮ ôÀä ŕÂł) •

Œþ ŚfÖČìć ÀþŚŞ ÃČœ B ÀĂîüõ üĂČŞěŚŞ Řď B ŰĎŘĄbĺ ěŘ üØþ A ÂðŘ ,B ø A đŘÂÏ øć Âû ýŘěŘĆŞ (ťóŘÀä ŕÂł) •

.ÀĂØŞ üĂČŞěŚŞ Řď A ěŘ ñŘĄbĺ

?ćĄł ďŘÂìÂŞ ÃČœ ëĄê ÍþŘÂł ôŚÞŮ Ćî ýďĄÏĆŞ ÀłŚŞ ÀœŘĄŮüõ ďÀÖİ ùÀł đÂÏ ŰĎŘĄbĺ ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§

96 ( û 92 ( ć 24 (Ž 168 (Š 192 (ÓóŘ
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ôŘÀ£ţĺŘ :1 ýĆÜßÆõ

ÂÔœ n ŚfÖ Čìć ÀĂœŘćüõ ŚûöŊ .ÀœŘùćŘć ôŘÀ£ţĺŘ üúðŊ ÀĂõďŚî ŠÁŻ ýŘÂŞ ÅČĺŚŮùěŚ Ů ťîÂł øć ŒİĄî Âúł Œþ ďć
ěŘ Œþ Âû .ÀœĄł ñĄçÈõ ďŚîĆŞ ťîÂł øć ßþŘ ěŘ üØþ ďć ÀœÂþÃðŚœ ŚûöŊ ýĆÞû Ćî ćďŘć ćĄŻø Âúł ßþŘ ďć ďŚî üőŚÖţõ
ÀĂõďŚî iťîÂł öŊ ÂðŘ ÀĂîüõ É£Èõ Ćî ÀœŘùćÂî Žďć ĆœŚą n Ś Ş ťÆČó Œþ ,ćĄą ôŘÀ£ţĺŘ üúðŊ ďć ťîÂł øć
ťîÂł Œþ ďć öŘÀĂõďŚî ýĆÞû ëĄÖ§) ťêÂð ÀûŘĄą ÕÜãŮ üìĄÖ§ Ćİ ŚûöŊ ěŘ Œþ Âû ĆŞ ,ÀłŚŞ ĆţłŘć (1 ≤ i ≤ n)
ťśůõ ñøÀŻ øć ßþŘ ěŘ Œþ Âû ďć ùÀłĆţłĄœ ćŘÀäŘ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .(ťĺŘ ĆţÆŞŘø öŊ öŘÀĂõďŚî ćŘÀãŮ ĆŞ ÍÖê ø ýøŚÆõ

.ÀœďŘÀœ üňŚą řČŮÂŮ žČû ŚfõøÃó ø ÀĂţÆû ùŘĄąñć üóø

ĆŞ üÜþŚÞŮ öŘÀĂõďŚî ěŘ ŒþžČû Ćî ÀœĄł ôŘÀ£ţĺŘ ťîÂł øć ßþŘ ďć ýďĄÏ ÀĂœŘĄŮüõ ùďŘøÝû ÀĂõďŚî n Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ
öŘÃČõ ,ÂČČçŮ ßþŘ ŰďĄň ďć Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą ćĄą ťîÂł ÂČČçŮ ĆŞ ÛþŚõ ÀĂõďŚî Œþ üœŚõě .ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ťîÂł ÂČČçŮ

.ÀŞŚþ ÇþŘÃêŘ ÇìĄÖ§

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ťÈðýŚŻ :2 ýĆÜßÆõ
Śf Ö Č ìć ćŘÀäŘ ßþŘ ěŘ ôŘÀî Âû ÂðŘ Śú Ă Ů ø ÂðŘ ÝČ þĄðüõ "ťÈðýŚŻ’ Œþ {1, . . . , n} ćŘÀäŘ ěŘ n ñĄÏĆ Ş π ýĆóŚ ś œć Ć Ş
ñŚůõ ýŘÂŞ .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ π(i) Ś Ş Řď ćĄłüõ ÂûŚÒ ťÈðýŚŻ ôŘ i öŚØõ ďć Ćî ýćÀä .ćĄł ÂûŚÒ ĆóŚś œć ďć ďŚŞŒþ
üÜä .(k ≥ 1) ťĺŘ ùćŘć 2k ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ üţÈðýŚŻ øŘ ĆŞ üÜä ďÀŢ .ÀłŚŞüõ 4 ñĄÏĆŞ ťÈðýŚŻ Œþ π : 〈1,3,4,2〉
ùćŚÔţĺŘ Âþě ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ďŚî ßþŘ ýŘÂŞ øŘ .π(i) = i ÝČłŚŞ ĆţłŘć ,1 ≤ i ≤ n = 2k Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÀĂî ýďŚî ÀûŘĄąüõ

:ÀĂîüõ

.ùÀŞ ďŘÂì 1 ÂŞŘÂŞ Řď i (1

.ßî ŚŻĆŞŚŻ π(π(i)) ŚŞ Řď π(i) ćÀä (2

.ßî ĆêŚőŘ À§Řø Œþ i ĆŞ (3

.øÂŞ 2 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ,ćĄŞ i ≤ 2k ÂðŘ (4

.öŚþŚŢ (5

.ÝČĺďüõ π′ : 〈1,2,3,4〉ťÈðýŚŻ ĆŞ ,(π : 〈1,3,4,2〉) ĎŚŞ ñŚůõ ýŘÂŞ ëĄê ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ ÅŢ ,Ěf ůõ

.ÀœÂČðüõ ďŘÂì ćĄą ýŚŻÂĺ ćŘÀäŘ ôŚÞŮ ,ëĄê ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ k ŚŞ ÀČĂî ťŞŚŹ (ÓóŘ

ďŘÂì ćĄą ýŚŻ ďć Řď ćŘÀäŘ ôŚÞŮ ëĄê ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ďŚŞ k − 1 ŚŞ öŘĄţœ Ćî ÀČœÃŞ ñŚůõ üţÈðýŚŻ ,k ćÀä Âû ýŘÂŞ (Š
.ćŘć
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûùŘďïďÃŞ :3 ýĆÜßÆõ
öŘĄŮüõ ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ Âúł Âû ěŘ Ćî ÀœŘùÀł ŸŘÀ§Ř ýŘĆœĄðĆŞ ùŘďïďÃŞ n − 1 ,(n > 2) ďĄÈî Œþ ďć Âúł n ßČŞ
ťĺŘ ďŘÂì .ÝČõŚœüõ Ýû "ďøŚźõ’ Řď ŚûÂúł Žøě ßþŘ Ćî ÀĂîüõ Ûňø ÂÚþćŒþ ĆŞ Řď Âúł øć ŚfÖČìć ùŘďïďÃŞ Âû .ćÂî ÂÔĺ
ďĄśźõ ćďÁðüõ ùŘďïďÃŞ öŊ ěŘ Ćî üþøďćĄą Âû Ćî ýŘĆœĄðĆŞ ÀŞŚþ ńŚÊţąŘ ŋďŘĄä öŘĄĂäĆŞ ćÀä Œþ ùŘďïďÃŞ Âû ĆŞ
ŋďŘĄä áĄÞźõ ÂŞŘÂŞ Âúł Âû ÀõŊďć .ćěŘćÂşŞ ùŘďïďÃŞ öŊ Âĺ øć ďć Âúł øć ěŘ Œþ Âû ĆŞ Řď ŋďŘĄä ďŘÀÖõ öŊ ÀłŚŞ

.ťĺŘ ÛÊţõ Âúł öŊ ĆŞ öŚłÂĺ Œþ Ćî ťĺŘ üþŚûùŘďïďÃŞ ĆŞ ĆţêŚþ ńŚÊţąŘ

Řď ćÀä øć ßþŘ ěŘ üØþ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ø ťĺŘ ùćÂî ćŚúœÇČŢ ÓÜţ£õ ćÀä øć ùŘďïďÃŞ Âû ýŘěŘĆŞ üĺŚĂłďŚî ÝČŮ Œþ
ŚûùŘďïďÃŞ ýŘÂŞ ùÀłßČČãŮ ŋďŘĄä ,ŚûÂúł ßČŞ ťŞŚìď ÇþŘÃêŘ ÛČóćĆŞ üóø .ÝČĂî ßČČãŮ ùŘďïďÃŞ öŊ ŋďŘĄä öŘĄĂäĆŞ

.ÀłŚśœ öŚĺŒþ ľďøŚźõ ýŚûÂúł ěŘ Œþ žČû ŚŞ Âúł Âû ÀõŊďć Ćî ÀłŚŞ ýďĄÏ ÀþŚŞ

Řď ŚûùŘďïďÃŞ ŋďŘĄä öŘĄŮüõ ùďŘøÝû ,ÀĂłŚŞ ÂÔň ěŘ ÂŮïďÃŞ ø üÖČÖ§ ýćŚúœÇČŢ ýŚûćÀä üõŚÞŮ ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ (ÓóŘ
.ÀœŚÞŞ ďŘÂìÂŞ ŚûÂúł ťŞŚìď ŕÂł Ćî ćÂî ßČČãŮ ýďĄÏ

.(ŚûùŘďïďÃŞ ěŘ üÌãŞ ďć ŋďŘĄä öćÂØœ ťêŚþďć öŚØõŘ üĂãþ) ÀłŚŞ Ýû ÂÔň ćÀä ćŚúĂÈČŢ öŚØõŘ ÀČĂî ŋÂê (Š
ŕÂł Ćî ćÂî ŠŚ£ţœŘ ýŘĆœĄð ĆŞ ýćŚúĂÈČŢ ćŘÀäŘ ßČŞ ěŘ Řď ùŘďïďÃŞ Âû ŋďŘĄä öŘĄţœ öŊ ďć Ćî ÀČĂî ĆŐŘďŘ üóŚůõ
Ćî ÀČĂî ćŚúœÇČŢ ŰøŚÔţõ ćÀä øć ùŘďïďÃŞ Âû ýŘÂŞ ÀþŚŞ ćĄą ñŚůõ ďć Ćî ÀČĂî ťìć .ÀœŚÞŞ ďŘÂìÂŞ ŚûÂúł ťŞŚìď

.ÀłŚŞ ÂÔň ěŘ ÂŮïďÃŞ ćÀä øć öŊ ěŘ üØþ Ýîťĺć

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řČźä ďĄÈî :4 ýĆÜßÆõ
ßþŘ ďć ÝČœŘćüõ .ÀœŘùÀł Ûňø ÝûĆŞ ĆêÂÏ øć ýùćŚŻ ŚŞ ŚûöŊ ěŘ üÌãŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø Âúł ýćŘÀãŮ "řČźä’ ďĄÈî ďć
ÛČśõĄŮŘ Œþ ŚúĂŮ řČźä ďĄÈî ßþŘ ďć .ćÂî ŰÂêŚÆõ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ěŘ ďĄśä ŚŞ öŘĄŮüõ ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ Âúł Âû ěŘ ďĄÈî
ßþŘ ýŚûÂúł ýĆÞû ěŘ ćďŘć ÀÊì øŘ .ťĺŘ ùÀł ŚûÂúł ěŘ üØþ ćďŘø ÛČśõĄŮŘ öŊ ÀþÂą ŚŞ ćÂðöŚúŻ Œþ .ćďŘć ćĄŻø
,Âúł öŘÀŞ üúţĂõ ýŚûùćŚŻ ôŚÞŮ Ćî ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ öŘÀČõ Œþ ěŘ ŚúĂŮ Âúł Âû řČźä ďĄÈî ßþŘ ďć .ÀĂî ÀþćěŚŞ ďĄÈî
ěŘ ŽøÂą ýŘÂŞ Řď ùćŚŻ Œþ ŚúĂŮ ĆÑ¡ó Âû ďć ø ťĺŘ ùćŚţÆþŘ ÅČÜŢ Œþ Âúł Âû öŘÀČõ Íĺø ďć .ÀĂĺďüõ öŘÀČõ ßþŘ ĆŞ

.Àûć üõ ýŘùćŚŻ Âû ěŘ Řď Âúł ĆŞ ćøďø ýùěŚŻŘ ŚõŘ ćďŘÁðüõ ěŚŞ Âúł

ďć) Řď öŊ ěŘ ÀãŞ ýùćŚŻ ø ćÀĂŞüõ Řď ěŚŞ üŻøÂą ,Âúł öŊ ěŘ ÛČśõĄŮŘ ŽøÂą ěŘ ÅŢ ĆÜňŚêĚŞ Âúł Âû ÅČÜŢ ÀČĂî ŋÂê
ťČãőø Âû ŚŞ ø ùŘĄąñć Âúł Âû ěŘ áøÂł ŚŞ ćÂðöŚúŻ ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀĂîüõ ěŚŞ ŽøÂą ýŘÂŞ (öŘÀČõ ďøć ćÂðťäŚĺ ťúŻ
âÏŚÖŮ ÂÚþćŒþ ŚŞ ŚûÂúł öŘÀČõ ďć ŚúĂŮ ŚûùćŚŻ ÀČĂî ĆŻĄŮ .ÀĂî öÀþć ŚûÂúł ĆÞû ěŘ ÀœŘĄŮüõ ,ěŚŞ ýŚûüŻøÂą ýĆČóøŘ

.ÀœďŘć
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆóŚśœć :5 ýĆÜßÆõ
Ćî ÝČœŘćüõ 1 ≤ i ≤ n Âû ýŘěŘĆ Ş ,ďŚî ýŘÀţŞŘ ďć .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üãČśÏ ćŘÀäŘ ěŘ A = 〈a1, a2, · · · , an〉 ýĆóŚś œć

.ÝþďŘÁðüõ 0 ÂŞŘÂŞ Řď öŊ ýĆČóøŘ ďŘÀÖõ ø ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ b ÂČçţõ Œþ ßČĂİÝû .ai = i

:ÝþďŘć ďŚî ýŘÀţŞŘ ďć n = 8 ÂðŘ Ěůõ .ťĺŘ z ÂŞŘÂŞ öŚłďŘÀÖõ Ćî ťĺŘ A ýĆóŚśœć ěŘ ýćŘÀäŘ ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ f(z) ÀČĂî ŋÂê
øć ,ŘÂŻŘ ďŚŞ Âû ďć Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě ÝţþďĄÚóŘ .f(9) = 0 ø f(8) = 1 ßČĂİÝû ø A = 〈1,2,3,4,5,6,7,8〉

:(1 ≤ x, y ≤ n) ÀĂîüõ ľěŘćÂŢ ø ćÂČðüõ ýćøďø ěŘ Řď y ø x üãČśÏ ćÀä

.ßî ťêŚþďć ýćøďø ěŘ Řď y ø x ďŘÀÖõ (1

.øÂŞ 3 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ,øÂŞ 9 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ,ax = ay ÂðŘ (2

.øÂŞ 7 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ,øÂŞ 4 ýĆÜ§Âõ ĆŞ ,f(ax) ≤ f(ay) ÂðŘ (3

.ßî ĆêŚőŘ À§Řø f(ax) ýùěŘÀœŘ ĆŞ Řď B (4

.ßî ÛþÀśŮ ay ĆŞ Řď ťĺŘ ax ÂŞŘÂŞ öŚłďŘÀÖõ Ćî A ýĆóŚśœć ćŘÀäŘ ôŚÞŮ (5

.øÂŞ 9 ýĆÜ§Âõ ĆŞ (6

.ßî ĆêŚőŘ À§Řø f(ay) ýùěŘÀœŘ ĆŞ Řď B (7

.ßî ÛþÀśŮ ax ĆŞ Řď ťĺŘ ay ÂŞŘÂŞ öŚłďŘÀÖõ Ćî A ýĆóŚśœć ćŘÀäŘ ôŚÞŮ (8

.öŚþŚŢ (9

ÅŢ ,ÝČĂî ŘÂŻŘ (x, y) = (2,7) ýŘěŘ ĆŞ Åşĺ ø (x, y) = (2,3) ýŘěŘ ĆŞ ŘÀţŞŘ ,ďŚŞ øć Řď ÝţþďĄÚóŘ ø n = 8 ÂðŘ ñŚůõ ýŘÂŞ
ÀûŘĄą 2 ÂŞŘÂŞ ŘÂŻŘ øć ßþŘ ěŘ ÀãŞ B ďŘÀÖõ ,ßČĂİÝû .A = 〈1,3,3,4,5,6,3,8〉 :ťłŘć ÝČûŘĄą ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ

.ćĄŞ

ÀČĂî ßČČãŮ ýďĄÏ ŘÂŻŘ Âû ýŘÂŞ Řď y ø x ďŘÀÖõ .ÝČĂî ŘÂŻŘ ďŚŞ 15 Řď ÝţþďĄÚóŘ ÝČûŘĄąüõ ø n = 16 ÀČĂî ŋÂê (ÓóŘ
.ÀłŚŞ 32 ÂŞŘÂŞ B ďŘÀÖõ ,ďŚî öŚþŚŢ ěŘ ÅŢ Ćî

Řď y ø x ÂþćŚÖõ öŘĄŮüÞœ ÀČĂî ťŞŚŹ .(k ≥ 1) ÝČĂî ŘÂŻŘ ďŚŞ n − 1 Řď ÝţþďĄÚóŘ ÝČûŘĄąüõ ø n = 2k ÀČĂî ŋÂê (Š
.ćĄł k × 2k ěŘ ÂŮÇČŞ B ďŘÀÖõ ďŚî öŚþŚŢ ěŘ ÅŢ Ćî ćÂî ßČČãŮ ýďĄÏ ŘÂŻŘ ŰŚãêć ßþŘ ďć

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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N'OQP RQSUT!V W?O XYP O�RQZ\[*]�^`_0a`b'c�P deO�fQg.hiV j�kmlnP-opWqV rtsvuxwiuzyQ{|RQ}.X~OD�xwi�z�-W fQsF���?RQ����P
d X�V ��P�yQ{|RQ}�N�V ����lqV �.�YP�]����p��W�RQlnP ��Te]�sFb'W ��l6fQ��X~OY{�P�amRQ�mg7�\�!g�PX��-W fQs7�	�nP�op��s7�0cQfQ�
OQP RQSUT��	� fQkm��g�a fQ�m��V ��O XYP O~XYPfQ[4{�P fQ¡!l?O XQ��s7�-W fQs�X~O���lqV �¢�	�nPQV � £���g7RQcQfQ¤mW�RQ����P��YP¥{�RQ�mg
NiPfQW§¦|b'c�PQV T?RQ�m¨©RQ�mgF�\�!g�PX�RQ����P-�-W fQsFª?V ��s9RQlnP ��kmW?]�^`_«��gFª�£�NiPfQW?¬m�®­¯N�V �Y�0cQfQ�
ypP ��cxOQP RQSUT?�	�nP �YPmfQkm��g.V W?RQ�m�YO�ª?V �!l�°��ml-{�RQ�m�YO§��±nPXYP6²«{³X����pRQ�qV W�´`Om����N�V _?OQP�µiV ¶m·nPamRQ�mc�X�h\P��}���Wp���!�m���¸ªpP ��Te]���l
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V �pÁ'¨���W!Â§�YPQ]�lnP ��TpN¸d �YP RQlnPQ��W?RQlnP ��Te]�s9�0Ã�}�fQ��X~O�{�P�a`b'c�PQ��kmÄ fQÅ�XYPfQ[�Æ��m��ÇÈOQP RQ_�P XQ����s7N§{³X'ªpP ��^`Ã��pN¸��É!V W XQ��[D���
N'RQSUWp�0Ã�}�X~O�{¯Ê�Ë
��W§Ê!Ê��YP��0Ã�}Ì����V W�P RQkmWnP?ÍmRQcQfQW�Ê�Î¯��W�Ê!Ê��YP��0Ã�}¸{|OvV W?RQlnP ��Te]�sp{�PQy?V Ïms7ªpP ���m_«��WFamO�fQ¤mWpb'c�PX
amRQcQfQW�Ð���W~Ñ��YP��0Ã�}ÒÊ�Ó!Ó��YP fQTÕÔ�g�V W?RQlnP ��Te]���l�{�P���g7RQl XYP O�Om��}|{FÐ§´ Ñ�Æ��m��ÇÈO6RQ_�{|O§RQ�m�YO�ª?V �!l9amO�fQ�e]�s\Ê�Î¯��W�Ê�ËD�YP
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]�SUlqV [9ª?V Ü!lnPn{�P9amO�fQ¶mW	Om����V W${\RQ�mg�hiV j�kmlnP4PX«V ��ª�£��YP$]�����RQ�?P ����]�s�{
b'c�P$deO�fQgiP RQ�m�	ª?V �!�$X~OFÝÞV ��ßqP�à.X�V É9X~O�V WqV We]�^`_
�YP³]����p´`O�fQWe]�sFOm���áV W!��g.]�c�V ��ßqPQRQ�?P ����]�s9â9rtÄD����^`W.amRQ�mg.hiV j�kmlnP�PX'ÝÞV ��ßqP��	� fQTeª?V �!�$X~O7Vã ��km����gFO XYP RQl!N§XYPfQÇ¯PÕ{�b'c�P

a¥ä�b'c�P fQTeå�X�°�W�Ê�Ó��YPUà�æ�RQ��V W�fQT fQWpÝÞV ��ßqP�Ê�Ó
X~O9PX�ÝÞV ��ßqP`{|O�RQlnP ��Te]�s.V WqV We]�^`_«��g7O XYP O§Om��}|{���Å��	j�c�N¸���m� £�����´ÕV �YÝÞV ��ßqP-�0�!�$X~O�]�WqV � �QXYPQNiPfQW
ªpP O��~O���g7�	�nPQ��W?��}|��TpV W9a`b'c�P fQTeª?V �!�$X~OY{|O��	�nPm�YP����p¬�P RQg7��g7RQ� ��Å®]�sp{�P���W?���m� £	{'RQ�YO4XYPfQ[*ª�£!fQWnPfQW
op[6P RQ��V W-{�P�amRQ�mgFhiV j�kmlnPQPX']�c�V ��ßqP6´¥���m� £!�YP�ypP ��cx�	� fQTÕÔ�g�V W�RQ�qV WpN§{�´`RQ�mcQfQW6fQc�b'c�P��	����s9��¡!��ß�fQ�

¦~RQ�YO§¬³V ç�lnPQPX�X�V g7�	�nP�RQlnP ��Te]�s7ypP ��cxRQ�m¨
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N�f�
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��^`s.N§{³X*�YP³�0Ã�}<����V W	V ����^`s?�YP®]����-X�V WQfQ� amRQlnP ��kmÄ fQÅ?XYPfQ[§�����tÇ2N§{³X�fQW	�-W fQs�����ÝÒPX�X�V Ã�¨'X~O���^`s�X�V Ã�¨
]�TÕRQsp�YPQRQSUW�b'c�PQ�	����s�V � £áamRQ� £~]�sFOm{�fQÄ�ä f�
��ÕO���^`s.ª?V ��sF��W�b'¶mÜ!lpOm���á]�^`¶m[�ª?V ��sFN¸���m� fQ[�æ7opWqV rts.N¸���!rtl6X~O�{¸O�fQ�e]�s

ätamRQ��V W?��kmÄ�V ��ªpPXQ{|O§b'c�P��	����sYfQkmÅ¥X�°�Wp�-W fQs-æ¸¦~RQl fQ��
�W�XYPfQ[®fQkmÅ¥X�°�W?�-W fQsF���?ÝÒPX�X�V Ã�¨�N§{³X¸V ����^`s

(.� ��8��9�	:<;>=�=�=�=�=?=�=�=�=�=�=�=�=?=�=�=�=�=�=�=?=�=�=�=�=�=�=�=?=�=�=�=�=�=�=?=zº
� E�+ (È/214+³��×�� � 8�� H��C/2143�L�M��
Om��r��ts.hiV kmg.��g�N§�Q{³X�X~O�amRQ�mg�P RQ�m��PX'O��~OvRQ�?P ����]�sFªpP RQl ���0�m� X<a`b'c�P³deRQ�¯deRQ�ÕO��~OvªpP RQl �¸N¸��lqV ��hiV kmg?�YPQÔ�Ã�s�hiV kmg����
��lqV ��hiV kmg��0¤mc9{�deRQlqV sFV }�ª�£�X~O�]�TÕRQs�´¥deRQ����lqV ��hiV kmgvO XYP {!X�V W?���?¬�P RQgYfQ��amRQlnP ��kmÄ X���lqV ��hiV kmg7��W�]�lnP RQl ���0�«´¥b'c�P�deRQ�
PX�N�f�
��ÕO7V ��ª�£	�YP�]����!Ô�g®b'c�O7Vã ��km��´`RQ�m��V WedeOm��W���lqV ��hiV kmg�X~O9ª?V s¥�~Ô��
V ��ª�£	�YP¥f��tl³{|O�fQÅ�P®��g.Ô��mlnP O-]�s�a`b'c�P³deO�fQg���fQT�PX
��W*V ����c�V ��a`b'c�P$deRQ�ÕO�PX
]�lqV Ü!g¸��¨���g�RQ�mg®]�s�ypP ��c�]��tj�s!XQ� ����W*V ��]�lnP RQl �i�	�nPq�YP$¬�P RQg	fQ�v�YP$ªpP RQl �!�0�m� X a`b'c�P$deRQ�ÕO

Í`b'c�P fQ� �¸µ�XQ��Ç

b'c�P�deRQ�ÕO���gFN'OQPfQÄ6P ]�lnP RQl �" ´ # $% ´ $ #% ´ & '% ´ $ &'�´ # "
" ´(' %

X~O���g�PX�]��qV ��]�lnP RQl �	f�
��ÕO�]�kmc�X~O-��W?]�lnP RQl �	fQ�i��gFb'c�P-RQrtkmSUs7ªpP RQl ���0�m� X´¥b'c�P deRQ�ÕO���gF]�lqV Ü!g?fQWpd {*)!_
��g9´`O��~O�O�fQÄ�°�}���W�´¥b'c�P deO�fQgF²iXYP°�ÅFdeRQ�ÕO���lqV ��hiV kmgb'c�X~O�ªpP RQl ���0�m� X�fQ¡!l?��g��	�nP,+ fQÄ�V Wva`b'c�P deO�fQW?¬³V l.-�{³X~O§��W�PX�f�
��ÕO|f��tlp���
amRQ�mÜ!� ���mW!PX�Om����op�m­	OY{¸b'Ü!�mg7O��~O���gFRQ�m�YODÆ���/7��T�´¥b'c�P
amO XYP RQl?NiP d fQ��lp]�Ä�V gFy|­	RQkmc�P-ªQ{|RQW�O��~O§¬³V l�fQg10iÍmÔ�Ã�sF��}|��T
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V W?O XYP O§RQZ\[�]�^`_0a`b'c�P deO�fQg.hiV j�kmlnP³PX�opWqV rts��
w	�zyQ{|RQ}��YP��xwi�¯yQ{|RQ}4fQ� �����?RQ����PN�V ����lqV �.�YP�]����p��W?RQlnP ��Te]�s7b'W ��l6fQ��X~OY{�P�amRQ�mgF�\�!g�PX��-W fQs7�	�nP�op��s7�0cQfQ�pN'OQP RQSUT
a fQ�m��V �?O XYP O4XYPfQ[4{�P fQ¡!l?O XQ��s7�-W fQs�X~O���lqV �¢�	�nPQV � £���g7RQcQfQ¤mW�RQ����P �YP`{�RQ�mgFd X�V ��P�yQ{|RQ}

V T�RQ�m¨¢RQ�mgF�\�!g�PX�RQ����P��-W fQsFª?V ��svRQlnP ��kmW?]�^`_«��g.ª�£�NiPfQW?¬m�®­zN�V �Y�0cQfQ�?OQP RQSUT��	� fQkm��g
�	�nP �YPmfQkm��g.V W�RQ�m�YO§ª?V �!l�°��ml�{�RQ�m�YO���±nPXYP-²«{³X����pRQ�qV W�´`Om����N�V _?OQPQµiV ¶m·nP�NiPfQW�¦|b'c�PamRQ�mc�X�h\P��}���W?���!�m���¸ªpP ��Te]���lpypP ��cxOQP RQSUT
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��^`s.N§{³X*�YP³�0Ã�}<����V W	V ����^`s?�YP®]����-X�V WQfQ� amRQlnP ��kmÄ fQÅ?XYPfQ[§�����tÇ2N§{³X�fQW	�-W fQs�����ÝÒPX�X�V Ã�¨'X~O���^`s�X�V Ã�¨
]�TÕRQsp�YPQRQSUW�b'c�PQ�	����s�V � £áamRQ� £~]�sFOm{�fQÄ�ä f�
��ÕO���^`s.ª?V ��sF��W�b'¶mÜ!lpOm���á]�^`¶m[�ª?V ��sFN¸���m� fQ[�æ7opWqV rts.N¸���!rtl6X~O�{¸O�fQ�e]�s

ätamRQ��V W?��kmÄ�V ��ªpPXQ{|O§b'c�P��	����sYfQkmÅ¥X�°�Wp�-W fQs-æ¸¦~RQl fQ��
�W�XYPfQ[®fQkmÅ¥X�°�W?�-W fQsF���?ÝÒPX�X�V Ã�¨�N§{³X¸V ����^`s
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V �Yâ9��d X�V ����g.N§XQ� �̄ RQlnP deRQ��opZ\kms9Ô�����Wp]��qV �Yâ9��d X�V �pV W?��g.b'c�P�d fQ�nP O�N'OQP RQSUT��|b'�$X~O��	�YP�XQ��¡!�ms
amO XYP O§Om��}|{'opÇ¯P{'N�V �Yâ9��d X�V �43?� f��F�YPmfQ�mÜ!s7���!Vã rt�m[tO�d fQ�nP OY{|O|fQ�¸�	�mW-{�RQ�m�mg®]���l?�,�![�PX�f�
��ÕRQ���
´`Ô�� fQs?�YP���{�fQ�¯V WvÍmRQ�m�YO-]�sv¬³V ç�lnP�d�P ����y�O§b'�$X~O����pN§{³X	fQW�PX�fQ� ���|N�°��msU£���l X���N§��V W!V �m�ms�{'Ô�� fQs
´ °�¶mc«´¥]�W £�´ °�s¥fQ[���l X��9�YP�]����!V W�PX�deRQ�!l���l X��Q���m�¸��g.]��qV ��d fQ�nP O~�YPQ]����?Om����b'W ��l�X~O��0g?fQ�]��qV ��d fQ�nP O|�YP-¬�P RQg����m� ��l X�V W�RQ�mg®]�s7hiV j�kmlnP���gF]�
�l X�RQ�qV W?]�ß {'RQ�mg®]�s!��l X']�ç�l X�V l!V �?� �t�mW�´`O XQ�

N§��V W?RQ�?P ����]�s7V �m�ms
amRQ��V ¶ml�]����?RQlnP deRQ�"��l X'ªQ���mg�V T-{�RQ�mkmÜ!�¸opZ\kmsFd fQ�nP O§�	�nP���W?â9��d X�V �?���!V Wp��g]�ß {'RQ��V W?��km��P ODOm��}|{¸NiP deRQ�!l#��l X¸N¸d fQ�nP O~�Q���m����gFRQ�mg9O�V ç��nP�]�km�mS�/7{']��mSU�?RQlqV �!��Wpb'Ü!WÕ�	Wp��W!PX2 O XYP $�
�W�¬³V g|V l�PX'V �m�ms�´¥hD����N§��V W?²«{³X�����V W�RQlnP ��Te]�s9Ô�� fQsFRQ�m�YO�ª?V �!l9amRQ��V ¶ml��	����s7N�f�
��ÕO�b'gÕfQ�
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Ô��m� ��Å®]�s �|deRQ�mg�PfQ� �¸PX�RQ���tc7{'dnV �mc"��l X�{|OvV W?yQ{|RQ}����pN�V ����lqV �.�YPQN�°��msU£���l X'���
N�V ��N�°��msU£���l X�OQP RQSUT?RQ�m�YO�ª?V �!l9amRQ�m��V ¶ml ��fQkm�!s7�-^ /À����X~O�dnV �mc���lqV ��{|O ���m��fQÅ�P

a`b'c�PmfQkm��g\Ê�Ó����	�YP`{	fQkm�!�mW§Ê�Ó	�
�	�YP�Ê�Ó�wÌÊ�Ó¸yQ{|RQ}�N¸deRQ�mg�PfQ�
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hiV j�kmlnP�PX�V ��o.�!c9�YP³]����6X�V W-fQ�0a`b'c�PQdeRQ�z�0j���V ��ª�£�ªQ{³X~O��D��T�����{'RQlnP ��kmÄ fQÅ�XYPfQ[*Ô��*X�V �mg.�\�ÕO X¸���6X~O9o.�!c õ ���
���?o.�!c§fQ�¸��W���g9N§XQ� ��Ô��m�mg®]�sv�-� �Q��T�f�
��ÕO�d�P ����y�ODo.�!c����	�mW�{�deO�fQg��$X�V ��PX�V ��ª�£FOm��W�ª�£�ªQ{³X~O��D��T �	fQÅ�Pm{�Ô��m�mg®]�s
amÔ�� {�fQW!�D��T õ ���YP fQkm��g�V W?]�^ �!c -DPfQcz��W�X�V Wp���?Ô�g®b'c�O§Ô�� X�V ¨§V lp]�ßqP ��kms7b'gÕfQ� 5 ��fQ��X~O§RQ�m�YO�ª?V �!l9amOm���z��Ä�V /¯P"�D��T
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ª�£.N¸������b'�mS�/7{�ª�£.ª�O���V W�{�b'c�P�opZ\kms9V � -DPfQ¨7�YP6])(\SUW���WYRQ�m^`g�fQ��amO XYP O*RQ�m^`g�{�-DPfQ¨¯N'O�V � ��OQP RQSUT�]��qV �m��{³X.ª?V ��km�§V c
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��WpV �YRQ�m^`g��YP�])(\SUWpª�O��¸V W?ªpP ��Te]�s9RQ�m��V W�²«��s®V ��V � -DPfQ¨¢N¸�����iP RQkmWnP X~O|fQÅ�P-RQ�m�YO�ª?V �!l9a`b'c�P�opZ\kms9RQ�m^`g7���p��W�Ô�g®b'c�O

amRQ�m��V W��	��{³X'V � -DPfQ¨��YP�]����ml6�YP-�0�mWp��g7RQ�mc�X�]�kmßeV �
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fQWnPfQW	Ó!Ó�Ê!Ê!Ê!Ê!{xÊ�Ó�Ê!Ê�Ó�Ê.N¸��km��Xp{|O . )!km��P�)!Ïms�´¥b'c�P-V ��ª�£YX~ODµD{YV �tkms§N�V �YÔ�[ XFOQP RQSUTY´¥��km��Xp{|O . )!km��P �YP XQ��¡!�ms\amO XYP O
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amRQ��V W�Ô�[ X�/��YPmfQkm��gFª?V �mgFµ�X�V g.N¸��km��X'V W?ª�£�N¸��km��X . )!km��P���g7RQ�mg�P RQ�m�pPX
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(ñøaŘ ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûĆœěø :1 ýĆÜßÆõ
ďŚČţąŘ ďć ýŘĆÔî øć ýøěŘÂŮ Œþ ø ,(ćÀä Œþ ôŘÀî Âû ěŘ) 2n−

�
Ś Ů ,. . . ,2

�
,2 � ýŚûöěø Ś Ş ŰøŚÔţõ ýĆœěø ćÀä n

üØþ ťîÂ§ Âû ďć .ćďŘÀœ ďŘÂì øěŘÂŮ ýøď ýŘĆœěø žČû ,ďŚî ýŘÀţŞŘ ďć .ťĺŘùÀł ĆţłĄœ öŊ ýøď ÂŞ Ćœěø Âû öěø .ÝþďŘć
ýĆÔî ÂðŘ ,ďŚî ßþŘ ěŘ ÅŢ ;ÝČûćüõ ďŘÂì øěŘÂŮ ýŚûĆÔî ěŘ üØþ ýøď ø ĆţłŘćÂŞ Řď ťÆČœ øěŘÂŮ ýøď Ćî üþŚûĆœěø ěŘ
ýøď Řď R éÂ§ ,ćĄŞ ÂŮßČþŚŢ øěŘÂŮ ťĺŘď ťÞĺ ýĆÔî ÂðŘ ø LéÂ§ ,(ćĄŞ ÂŮßČÚĂĺ) ćĄŞ ÂŮßČþŚŢ øěŘÂŮ šİ ťÞĺ
.ÝČûćüõ ĆõŘćŘ řČŮÂŮ ßČÞû ĆŞ Řď ďŚî ßþŘ (!ÀœĄłüÞœ ýøŚÆõ ťìøžČû ŚûĆÔî Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ) .ÝČÆþĄœüõ ÁèŚî
ýøď ěŘ Řď ýŘĆœěø ÝþďŘÀœ Õ§ ÃðÂû Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ ßČĂİÝû .ÝČÆþĄœüõ Ýû Âĺ ťÈŢ řČŮÂŮ ĆŞ Řď éøÂ§ ÀČĂî ťìć

.ÀœŚõüõ üìŚŞ ŚŻöŚÞû ďŚî öŚþŚŢ ŚŮ ťêÂð ďŘÂì ĆÔî Œþ ýøď ýŘĆœěø üţìø ŠŚÆ§ ßþŘ ŚŞ .ÝþďŘćÂŞ ĆÔî Œþ

.ćĄłüõ ćŚźþŘ R ø LéøÂ§ ěŘ n ñĄÏ ĆŞ Ćţłď Œþ ,ÀĂţêÂð ďŘÂì øěŘÂŮ ýøď ŚûĆœěø ĆÞû Ćî üœŚõě üĂãþ ,ďŚî öŚþŚŢ ďć
ÂÑœ ćďĄõ Ćţłď Ćî ćŘć ďŘÂì øěŘÂŮ ýøď üśČŮÂŮ ĆŞ Řď ŚûĆœěø öŘĄŮüõ ,R ø L ěŘ n ñĄÏ ĆŞ Ćţłď Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ

.ćĄł ĆţąŚĺ

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŘďŚĺ üþøćøć ýŚûďŘĄœ :2 ýĆÜßÆõ
ďcŘĄœ ćÀä 2n ýøď Řď 2n − 1 ŚŮ 0 ćŘÀäŘ ôŚÞŮ øŘ ,ĳśň ěøď Œþ !ćďŘć 2 ýŚĂśõ ďć ćŘÀäŘ ÇþŚÞœ ĆŞ ýćŚþě ýĆìĚä ŘďŚĺ
ÂÔň ďÀìöŊ ,ÀœďŘć ("ťČŞ’ Śf§ĚÎňŘ) üþøćøć Ýc ìď n ěŘ ÂŮÝî Ćî ýćŘÀäŘ šİ ťÞĺ ďć ø ÀÆþĄœüõ 2 ýŚĂśõ ďć ,ýÁèŚî

.ÀœĄÈŞ üţČŞ n ŚfÖČìć ćŘÀäŘ ôŚÞŮ ŚŮ ćďŘÁðüõ

ŘÀţŞŘ ,ŘďŚĺ ÝÈİ ěŘ ďøć ,Åşĺ .ćøďüõ ľćĄą ëŚŮŘ ĆŞ ø ĆţłŘćÂŞ Řď øŘ ýŚûďŘĄœ ,(ŘďŚĺ ďćŘÂŞ) ŘďŘć ,ěøď öŚÞû ÂÊä
1 Śþ 0 ôŚìďŘ ěŘ öĄţĺ n ø ÂÎĺ 2n ŚŞ ñøÀŻ Œþ ĆČśł ýÃČİ ŚŮ) Àûćüõ ďŘÂì Ýû Âþě ùŘĄąñć řČŮÂŮ Œþ ŚŞ Řď ŚûďŘĄœ
.ćĄÈœ ùÀþć öŊ Âþě ťc ČŞ ŚŮ Àûćüõ ďŘÂì ĆØa ĺ Œþ ,ŚûďŘĄœ ßþŘ ťc ČŞ 2n × n ěŘ ôŘÀî Âû ýøď öŊ ěŘ ÀãŞ ø ;(ćĄł ťĺďć
ßČČãŮ ,ŚûďŘĄœ ýŚûťČŞ ýøď ěŘ ĆØa ĺ ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ßţłŘćÂŞ ŚŞ ø ÀþŚČŞ ÇìŚŮŘ ĆŞ Ćî ÀûŘĄąüõ ŘďŚĺ ěŘ ŘďŘć ,ďŚî ßþŘ ěŘ ÅŢ

.ťĺŘ ĆČóøa Ř 2n − 1 ŚŮ 0 ćcŘÀäŘ ěŘ ŒþôŘÀî ŚfÖČìć ,ŚûÂÎĺ ěŘ ôŘÀî Âû ďcŘĄœ Ćî ÀĂî

(ÀĂČśŞ üðćŚĺĆŞ Řď ŚûöŊ ćŘÀäŘ ŚŮ) ćďŘćüõ ÂŞ Řď ÂąŊ ďŘĄœ ÃŻĆŞ ŚûďŘĄœ ýĆÞû ýŚûĆØa ĺ ôŚÞŮ ŘďŚĺ ,öćÂî ÂØê üÞî ěŘ ÀãŞ
ďć Ćî ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď 2n − 1 ŚŮ 0 ćcŘÀäŘ ěŘ ýćÀä ,ďŘĄœ ßþÂąŊ ýc ŚûĆØa ĺ Âc þě ýŚûťČŞ Ćî ćÂČðüõ ĆźČţœ Åşĺ ø
ćŘÀãŮ ßţłŘćÂŞ ŚŞ ÀĂî üãĺ Ćî ÀûŘĄąüõ øŘ ěŘ ,ùÀõŚČœ ÇłĄą ŘďŚĺ ýùÀþŘ ěŘ öŘÀĂİ Ćî ŘďŘć !ťĺŘ ùÀõŚČœ ÂÚþć ýŚûďŘĄœ

.Àûć ÉČ£ÈŮ Řď ŚûďŘĄœ ýĆÞû ťČûŚõ ,ĆØaĺ ýÂŮÝî

ôŚÞŮ ,ĆØĺ (

(n − 1) × 2n
)

+ 1 ÂůîŘÀ§ ßţłŘćÂŞ ŚŞ ÀœŘĄţŞ øŘ ,n ≥ 2 Âû ýŘÂŞ Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üłøď ø ÀČĂî ŒÞî ŘďŚĺ ĆŞ
.ÀĂî üþŚĺŚĂł ÕČìć ďĄÏĆŞ Řď ŚûďŘĄœ

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÙœďŒŮ ýŚûĆœŚą :3 ýĆÜßÆõ
ťêŚþ ýďŘÂØŮ ćÀä ñøÀŻ ßþŘ ěŘ üœĄţĺ Ś þ ÂÎĺ žČû ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć n. . . Ś Ů ,2 ,1 ćŘÀäŘ ěŘ n × n ñøÀŻ Œþ

.ÀœďŘć ćĄŻø n. . . ŚŮ ,2 ,1 ćŘÀäŘ ôŚÞŮ öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Âû ďć ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ;ćĄłüÞœ

öŘĄŮüõ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ ,ÓþÂãŮ ßþŘ ŚŞ .ťĺŘ x ěŘ ÂŮŒİĄî ĳc Č¡ň ćÀä ßþÂŮïďÃŞ bxc ,ÀłŚŞ ýďŚÈäŘ ćÀä Œþ x ÂðŘ

ďŘÂì öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Œþ ďć ŚûĆœŚą ßþŘ ěŘ Žøě žČû ,Ďf øa Ř ĆîýďĄÏĆŞ ćĄÞœ ŠŚ£ţœŘ Řď ñøÀŻ ßþŘ ýŚûĆœŚą ěŘ ŚŮ bn� c

.ÀłŚśœ üœŚĺŒþ ćÀä ÛõŚł ŚûĆœŚą ßþŘ ěŘ Žøě žČû ,ŚfČœŚŹ .ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ
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(ñøaŘ ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü§ŘĄœ ľÂŞ :4 ýĆÜßÆõ

B C

D

A

n
�

) ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ĆČ§Śœ n
�

ěŘ ñøÀŻ ŘÀţŞŘ ďć .ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć n × n ñøÀŻ Œþ
ÛìŘĎ Ćî ĆČ§Śœ øć üĂãþ) ďøŚźõ ýĆČ§Śœ øć ôŚÞŮ ÝČœŘĄŮüõ ĆÜ§Âõ Âû ďć .(1× 1 âŞÂõ
ôŚèćŘ Ýû ŚŞ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ø ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ ñøÀŻ ěŘ Řď (ÀœďŘć íÂţÈõ ÍąùďŚŢ Œþ
íÂţÈõ ěÂõ ßþŘ ñĄÏ ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂî íŚŢ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ěÂõ üĂãþ ;ÝČĂî
Œþ üĂãþ) ÀœŚÞŞ üìŚŞ ĆČ§Śœ Œþ ŚúĂŮ ,ĆÜ§Âõ k ěŘ ÀãŞ ÂðŘ .ÀłŚŞ ai ôŘ i ýĆÜ§Âõ ďć
ĎŚŞ šİ ťÞĺ ÛØł ďć ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ÀĂþŊüõ ťĺćĆŞ a � , . . . , ak ćŘÀäŘ ,(n × n âŞÂõ
3 ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ÍČ¡õ ,ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû ŚŞ ÝČûŘĄ£Ş Řď D ø C ü§ŘĄœ ÂðŘ

.ÝČĺďüõ ßČþŚŢ ÛØł ĆŞ ŚfţþŚúœ ø ùćĄŞ À§Řø

.ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai ěŘ Œþ Âû öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üłøď (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ

ěŘ Œþ Âû Ćî Àûćüõ ăď üţìø∑k

i=
� a

�

i ďŘÀÖõ ßþÂŮÝî ÀČûć öŚÈœ (ùÂÞœ 15) (Š
ďŘÀÖõ ßþÂŮÝî üĂãþ ,ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ĆţØœ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş ø ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai

.ÀþďøŊ ťĺćĆŞ Řď∑k

i=
� a

�

i

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ľŚÖœ ĄÞä :5 ýĆÜßÆõ
ěŘ ÂðùěĄî’ ÛůÞóŘŠÂő ëŘÀÊõ ĆîßþŘ ýŘÂŞ ľŘÖaœ ĄÞä .ÀłŚŞüõ n × n ñøÀŻ Œþ ŰďĄň ĆŞ ľŘÖaœ ĄÞä ýĆœŚą ďŘĄþć
ýĄõÝÜì ďŚ Ş Âû ĄÞä ďŚîßþŘ ýŘÂŞ .ÀĂî ýÃČõŊÙœď Řď ľŘĆœŚą ďŘĄþć ÀûŘĄąüõ ,ćĄÈœ "ùďĄąüõ ŠŊ ĆţÆØł ùěĄî
ýøď Řď üÚœď ýĄõÝÜì ø ÀĂîüõ ,ùćÂî ùćŚÔţĺŘ ñŚ§ ĆŞ ŚŮ Ćî üÜśì ýŚûÙœď ŚŞ ŰøŚÔţõ Ùc œď ÛÎĺ Œþ öøďć Řď ľćĄą

.ÀÈîüõ ÛõŚî ďĄÏĆŞ ñøÀŻ öĄţĺ Œþ Śþ ÂÎĺ Œþ

Řď ďŘĄþć ýďĄÏ ÀûŘĄąüõ øŘ ÂÏŚą ßČÞûĆŞ .ÀÞúÔ Ş Řď ľÂĂû ,ÀþŊüõ öŚłĆœŚą ĆŞ üÆî Âû ÀûŘĄąüõ ľŘÖa œ ĄÞä
.ÀłŚŞ ßþÂŮÇČŞ ,ćĄłüõ ùÀþć ďŘĄþć ýøď Ćî üŐŚûÙœď ćŘÀãŮ Ćî ÀĂî ýÃČõŊÙœď

Ś Ş öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ ýÃČõŊÙœď ľøď Œþ ,n ćÀä Âû ýŘÂŞ ,Ďf øŘ Ćî üĂãõ ßþŘ Ć Ş ;ÀČĂî ŒÞî ľŘÖa œ ĄÞä ĆŞ ŚÞł
.ťĺŘ ĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ßþŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ,ŚfČœŚŹ ø ćĄł ýÃČõŊÙœď ďŘĄþć Ùœď ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÚœďøć ýŚûĆœŚą :1 ýĆÜßÆõ
ťêŚþ ýďŘÂØŮ ćÀä ñøÀŻ ßþŘ ěŘ üœĄţĺ Ś þ ÂÎĺ žČû ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć n. . . Ś Ů ,2 ,1 ćŘÀäŘ ěŘ n × n ñøÀŻ Œþ

.ÀœďŘć ćĄŻø n. . . ŚŮ ,2 ,1 ćŘÀäŘ ôŚÞŮ öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Âû ďć ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ;ćĄłüÞœ

öŘĄŮüõ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ ,ÓþÂãŮ ßþŘ ŚŞ .ťĺŘ x ěŘ ÂŮŒİĄî ĳc Č¡ň ćÀä ßþÂŮïďÃŞ bxc ,ÀłŚŞ ýďŚÈäŘ ćÀä Œþ x ÂðŘ
ĆţłŘÀœ ďŘÂì öĄţĺ Śþ ÂÎĺ Œþ ďć ùÀłŠŚ£ţœŘ ýŚûĆœŚą ěŘ Žøě žČû Ćî ćĄÞœ ŠŚ£ţœŘ Řď ñøÀŻ ßþŘ ýŚûĆœŚą ěŘ ŚŮ b n� c

.ÀĂłŚŞ i ćÀä ÛõŚł ŚûĆœŚą ßþŘ ěŘ ŚŮ øć ÂůîŘÀ§ 1 ≤ i ≤ n ćÀä Âû ýŘěŘĆŞ ø ÀĂłŚŞ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü§ŘĄœ ľÂŞ :2 ýĆÜßÆõ

B C

D

A

n
�

) ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ĆČ§Śœ n
�

ěŘ ñøÀŻ ŘÀţŞŘ ďć .ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć n × n ñøÀŻ Œþ
ÛìŘĎ Ćî ĆČ§Śœ øć üĂãþ) ďøŚźõ ýĆČ§Śœ øć ôŚÞŮ ÝČœŘĄŮüõ ĆÜ§Âõ Âû ďć .(1× 1 âŞÂõ
ôŚèćŘ Ýû ŚŞ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ø ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ ñøÀŻ ěŘ Řď (ÀœďŘć íÂţÈõ ÍąùďŚŢ Œþ
íÂţÈõ ěÂõ ßþŘ ñĄÏ ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂî íŚŢ Řď ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ěÂõ üĂãþ ;ÝČĂî
âŞÂõ Œþ üĂãþ) ÀœŚÞŞ üìŚŞ ĆČ§Śœ Œþ ŚúĂŮ ,ĆÜ§Âõ k ěŘ ÀãŞ ÂðŘ .ťĺŘ ai ôŘ i ĆÜ§Âõ ďć
ÂðŘ ĎŚ Ş šİ ťÞĺ ÛØł ďć ,ñŚ ůõ ýŘÂ Ş .ÀĂ þŊüõ ťĺćĆŞ a � , . . . , ak ćŘÀäŘ ,(n × n

À§Řø 3 ĆČ§Śœ øć ßþŘ ßČŞ íÂţÈõ ÍČ¡õ ,ÝČĂî ôŚèćŘ Ýû ŚŞ ÝČûŘĄ£Ş Řď D ø C ü§ŘĄœ
.ÝČĺďüõ ßČþŚŢ ÛØł ĆŞ ŚfţþŚúœ ø ùćĄŞ

.ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai ěŘ Œþ Âû öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ üłøď (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ

ěŘ Œþ Âû Ćî Àûćüõ ăď üţìø∑k

i=
� a

�

i ďŘÀÖõ ßþÂţÞî ÀČûć öŚÈœ (ùÂÞœ 15) (Š
ďŘÀÖõ ßþÂţÞî üĂãþ ,ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ĆţØœ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ś Ş ø ÀłŚŞ 2 Śþ 1 Śû ai

.ÀþďøŊ ťĺÀŞ Řď∑k

i=
� a

�

i

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ľŚÖœ ĄÞä :3 ýĆÜßÆõ
ěŘ ÂðùěĄî’ ÛůÞóŘŠÂő ëŘÀÊõ ĆîßþŘ ýŘÂŞ ľŘÖaœ ĄÞä .ÀłŚŞüõ n × n ñøÀŻ Œþ ŰďĄň ĆŞ ľŘÖaœ ĄÞä ýĆœŚą ďŘĄþć
ýĄõÝÜì ďŚ Ş Âû ĄÞä ďŚîßþŘ ýŘÂŞ .ÀĂî ýÃČõŊÙœď Řď ľŘĆœŚą ďŘĄþć ÀûŘĄąüõ ,ćĄÈœ "ùďĄąüõ ŠŊ ĆţÆØł ùěĄî
ýøď Řď üÚœď ýĄõÝÜì ø ÀĂîüõ ,ùćÂî ùćŚÔţĺŘ ñŚ§ ĆŞ ŚŮ Ćî üÜśì ýŚûÙœď ŚŞ ŰøŚÔţõ Ùc œď ÛÎĺ Œþ öøďć Řď ľćĄą

.ÀÈîüõ ÛõŚî ďĄÏĆŞ ñøÀŻ öĄţĺ Œþ Śþ ÂÎĺ Œþ

Řď ďŘĄþć ýďĄÏ ÀûŘĄąüõ øŘ ÂÏŚą ßČÞûĆŞ .ÀÞúÔ Ş Řď ľÂĂû ,ÀþŊüõ öŚłĆœŚą ĆŞ üÆî Âû ÀûŘĄąüõ ľŘÖa œ ĄÞä
.ÀłŚŞ ßþÂŮÇČŞ ,ćĄłüõ ùÀþć ďŘĄþć ýøď Ćî üŐŚûÙœď ćŘÀãŮ Ćî ÀĂî ýÃČõŊÙœď

Ś Ş öŊ ďć Ćî ÀČûć ĆŐŘďŘ ýÃČõŊÙœď ľøď Œþ ,n ćÀä Âû ýŘÂŞ ,Ďf øŘ Ćî üĂãõ ßþŘ Ć Ş ;ÀČĂî ŒÞî ľŘÖa œ ĄÞä ĆŞ ŚÞł
.ťĺŘ ĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ßþŘ ÀČĂî ťŞŚŹ ,ŚfČœŚŹ ø ćĄł ýÃČõŊÙœď ďŘĄþć Ùœď ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ
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(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öĄþÃþĄÜŮ :4 ýĆÜßÆõ
ÝČ œŘćüõ .ÀĂîüõ Ç£Ţ ĆõŚ œÂ Ş öĄþÃþĄÜ Ů Œþ ßóŚĺ Âû ďć ø ćďŘć ďŚÑţ œŘ ß óŚĺ n ŚûýćŚ Č şÞ óŘ Âúł ßûŊùŘď ùŚÚţÆþŘ
,ďŚÑţœŘ ßóŚĺ Âû öĄþÃþĄÜŮ ďć 1387 ñŚĺ ěøď ßČóøŘ ďć .ťĺŘ üœĄþÃþĄÜŮ ĆØśł n ýŘďŘć ŚûýćŚČşÞóŘ ďĄÈî ýŚÞČĺøŘÀň
.ćĄłüõ ùÀþć öĄþÃþĄÜŮ n ßþŘ ěŘ üØþ ŚfÖČìć ýøď ÂŞ ĆØśł n ěŘ Œþ Âû ĆîýďĄÏĆŞ ,ćĄłüõ Ç£Ţ ŚûĆØśł ßþŘ ěŘ üØþ

.Àûćüõ ÂČČçŮ ěøď Âû öŚþŚŢ ďć üňŚą řČŮÂŮ ĆŞ Řď öĄþÃþĄÜŮ n ßþŘ ýøď ŚûĆØśł Ç£Ţ řČŮÂŮ ßûŊùŘď ÝČœŘćüõ

Ěf ůõ .ÝČþĄð ćŘÀäŘ ßþŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ Řď Óþćď Œþ ďć n ŚŮ. . . 1 ćŘÀäŘ ßţłĄœ řČŮÂŮ Œþ :ÓþÂãŮ Œþ
.ťĺŘ ťÈðýŚŻ ßþŘ ôĄĺ ćÀä 2 ø ťĺŘ 5 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ (ťĺŘďĆŞšİ ěŘ) 〈4,5,2,1,3〉

ÂðŘ ,i Âû ýŘěŘĆŞ Ćî ÝČœŘćüõ ĆţśóŘ .ÝČäĚÏŘüŞ öŊ ěŘ Śõ Ćî ćďŘć n ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ π ôŚœ ĆŞ ýÂa ĺ ťÈðýŚŻ Œþ ßûŊùŘď
(π ťÈðýŚŻ ěŘ ôŘ i ćÀä üĂãþ) πi ýùďŚÞł ýĆØśł ŚfÞţ§ ÀãŞ ěøď ďć ,Àûć öŚÈœ Řď ôŘ i ĆØśł ěøď Œþ ďć üœĄþÃþĄÜŮ

.ćŘć ÀûŘĄą öŚÈœ Řď

ÝČĂČśŞ ćĄą ŠŚ£ţœŘĆŞ Řď (ßóŚĺ öŊ öĄþÃþĄÜŮ ÍÖê ĆźČţœ ďć ø) ďŚÑţœŘ ýŚûßóŚĺ ěŘ üØþ ŚúĂŮ ÝþěŚźõ ěøď Âû ďć Śõ ĆœŚÔĺŚbţõ
.ÝþĄł ĆŻĄţõ Řď ćĄłüõ Ç£Ţ öŊ ďć Ćî ýŘĆØśł ýùďŚÞł řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ ø

ĆŞ ěøď 2n − 1 ÂůîŘÀ§ ďć öŊ ŒÞîĆŞ ŚŮ ÀČĂî ĆŐŘďŘ öŊ öĄþÃþĄÜŮ öÀþć ø ěøď Âû ďć ďŚÑţœŘ ßóŚĺ ŠŚ£ţœŘ ýŘÂŞ üłøď
.ÝČÞúÔŞ Řď ŚûöĄþÃþĄÜŮ ďć ŚûĆØśł Ç£Ţ ÂČČçŮ Àœøď ĆźČţœ ďć ø ÝČĂî ŘÀČŢ ťĺć π ťÈðýŚŻ

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĄóĄİĄî üÜä :5 ýĆÜßÆõ
žČû ,ŚČŢĄŮŘ ýŚûÂúł ßČŞ ŚúţĂõ ,ťĺŘ Âúł n ýŘďŘć øŘ ďĄÈî .ćďŘć "ŚČŢĄŮŘe’ ôŚœĆŞ ýďĄÈî ,ćĄą ŰŘďĄÊŮ ďć ĄóĄİĄî üÜä
ěŘ üąÂŞ ßČŞ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ÀûŘĄąüõ ĄóĄİĄî üÜä ,ŚûÂúł ßþŘ ßČŞ ŕŚśŮďŘ ýďŘÂìÂŞ ýŘÂŞ .ćďŘÀœ ćĄŻø ýŘüÏŚśŮďŘ ùŘď
öĄĂê ø ñĄňŘ’ ŠŚţî åŘÂĺ ĆŞ ,ćďŘÀœ üþŚĂłŊ ýěŚĺùŘď öĄĂê ø ñĄňŘ ĆŞ øŘ Ćî üþŚŻöŊ ěŘ üóø .ÀÈØŞ ľďĄÈî ýŚûÂúł

:ťĺŘ ùÀõŊ ŠŚţî ßþŘ ďć .ćøďüõ "ýěŚĺùŘď

ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ ,Âúł Âû ěŘ öŘĄţŞ ĆîýďĄÏĆŞ ,ÀČÈØŞ ĆêÂÏøć ùćŚŻ ýćŘÀãŮ Âúł m ßČŞ ÀČûŘĄąüõ ÂðŘ ”
Âúł øć ŚfÖČìć ßČŞ ùćŚŻ Âû Ćî ÀČĂî ťìć .ćĄł ùÀČÈî ŚûÂúł ßþŘ ßČŞ ùćŚŻ m − 1 ÛìŘÀ§ ÀþŚŞ ,ťêď
ťîÂ§ ŚŞ ø A Âúł ěŘ áøÂł ŚŞ öŘĄţŞ ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťêď B Âúł ĆŞ öŘĄŮ üõ A Âúł ěŘ ø ćĄłüõ ùÀČÈî

“.ÀČĺď B Âúł ĆŞ ŚûùćŚŻ ěŘ ýćŘÀãŮ ýøď

.ÀĂîüõ ñŚśœć Řď Âþě éÀû øć ,ďĄÈî áŚőøŘ ĆŞ öćŘć öŚõŚĺ ø Âĺ ýŘÂŞ ĄóĄİĄî üÜä

.ťêď ľÂÚþć Âúł Âû ĆŞ öŊ Âúł Âû ěŘ öŘĄţŞ ĆîýďĄÏĆŞ ÀÈØŞ ĆêÂÏ øć ýùćŚŻ ,ŚČŢĄŮŘe ýŚûÂúł ěŘ ýćŘÀãŮ ßČŞ (1

Œþ ĆŞ .ÀĂî ÅČĺŚbŮ (ÅČÜŢ ÃîÂõ Œþ ÂůîŘÀ§ ,Âúł Âû ďć) ľďĄÈî ýŚûÂúł ěŘ üąÂŞ ďć ,ÅČÜŢ ÃîÂõ ýćŘÀãŮ (2
üÏ ĆŞ ďĄśźõ "ÂÚþć’ ÅČÜŢ ÃîÂõ Œþ ĆŞ ÅČÜŢ Ãc îÂõ Âû ěŘ ßţêď ýŘÂŞ ÂðŘ ,ćĄłüõ ĆţÔð "ùÀł ťÒŚÔ§−d’ďĄÈî
ľďĄÈî Ćî ÀĂî ÅČĺŚŮ ýďĄÏ Řď ŚČŢĄŮŘe Åc ČÜŢ ÃîŘÂõ ÀûŘĄąüõ Śõ öŚţĺŘć öŚõÂúì .ÝČłŚŞùćŚŻ d ÛìŘÀ§ öćÂî

.ÀłŚŞ ùÀł ťÒŚÔ§−d

éÀû øć ĆŞ ĄóĄİĄî üÜäŚŮ ÀłŚŞ ÀþŚ Ş ďÀìĆİ (d ø n řÆ§ ÂŞ) ćĄł ÅČĺŚŮ ÀþŚ Ş Ćî ÅČÜŢ Ãc îŘÂõ ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ
ø ø ÀČĺÂŞ ĎŚ Ş éŘÀûŘ Ć Ş Ćî ÀœĄł ÅČĺŚb Ů Řď ÅČÜ Ţ ÃîŘÂõ ø ĆţąŚĺ ŚûùćŚŻ ýďĄÏ ÀþŚ Ş âìŘø ďć ?ÀĺÂŞ ùÀłĆţÔð

.ÀČłŚŞ ĆţłŘć Řď ÅČÜŢ ÃîÂõ ćŘÀãŮ ßþÂŮÇČŞ

.ÀČĂî ŰŚśŹŘ Řď ćĄą ýĆţÔð ťĺŘ ôěĎ ,ŰďĄň Âû ďć

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ćŘěŊ-Àœø :6 ýĆÜßÆõ
ôŘÀî Âû ø ťĺŘ {a, b, . . . , z} Śõ éøÂ§ ýĆäĄÞźõ .éÂ§ ýćŘÀãŮ ěŘ ĆÞÜî Âû ø ťĺŘ ùÀł ÛČØÈŮ ĆÞÜî n ěŘ öŚŞě Œþ
,z éÂ§ öěø ,řČŮÂŮ ßČÞû ĆŞ ø c

� ÂŞŘÂŞ béÂ§ öěø ,c � Âc ŞŘÂŞ ,aéÂ§ öěø .ÀœďŘć üœěø ćĄą ýŘÂŞ éøÂ§ ßþŘ ěŘ
ýŚûöěø âÞŻ ÂŞŘÂ Ş öŚ Şě Œþ öěø ø ťĺŘ ĆÞÜî öŊ éøÂ§ ýŚûöěø âÞŻ ÂŞŘÂ Ş Ýû ĆÞÜî Âû öěø .ťĺŘ c ��� ÂŞŘÂ Ş
ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ {acb, abba} öc ŚŞě öěø .ÀĂłŚŞ 3 ø 2 ,1 ŚŞ ÂŞŘÂŞ řČŮÂŮ ĆŞ c � ø c

� ,c � ÂðŘ ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .öŚŞě öŊ ŰŚÞÜî
.(1+ 3+ 2) + (1+ 2+ 2+ 1) = 12

abzdsdf ÀœĄÈČŢ abzd Ěf ůõ .ÀłŚŞ ùÀł ÂûŚÒ öŊ ýŘÀţŞŘ ďć ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ ÂÚþć ýĆÞÜî Œþ "ÀœĄÈČŢ’ ĆÞÜî Œþ
sjf Ěf ůõ .ÀłŚŞ ùÀł ÂûŚÒ öŊ ýŚúţœŘ ďć ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ ÂÚþć ýĆÞÜî Œþ "ÀœĄÆŢ’ ĆÞÜî Œþ ,ÛØł ßČÞû ĆŞ .ťĺŘ

.ťĺŘ hgsjf ÀœĄÆŢ

Řď öŚ Şě Œþ ø ,ÀłŚ ś œ ýÂÚ þć À œĄÈ Č Ţ öŊ ďć ýŘĆ Þ Ü î ž Č û Â ðŘ ÍÖ ê ø Â ðŘ Ý Č þĄ ðü õ "ćŘěŊ-À œĄÈ Č Ţ’ Řď öŚ Şě Œþ
.ÀłŚśœ ýÂÚþć ÀœĄÆŢ öŊ ďć ýŘĆÞÜî žČû ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÝČþĄðüõ "ćŘěŊ-ÀœĄÆŢ’

ýŘĆÞÜî n öc ŚŞě ßþÂŮöěøÝî öc ěø Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ťĺŘ X ÂŞŘÂŞ ćŘěŊ-ÀœĄÈČŢ ýc ŘĆÞÜî n öc ŚŞě ßþÂŮöěøÝî öc ěø ÀČĂî ŋÂê
.ťĺŘ 2X ÂůîŘÀ§ ćŘěŊ-ÀœĄÆŢ Ýû ø ÀłŚŞ ćŘěŊ-ÀœĄÈČŢ Ýû Ćî
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(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀźû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ďŘÀþŚŢ ýŚûüŐŚŮĆĺ :7 ýĆÜßÆõ
ćŘÀäŘ ěŘ Ś Ů bn

� c öŘĄŮüõ ÀČĂî ťŞŚ Ź .ťĺŘ ùÀł ùćŘć {1,2, . . . , n} ćŘÀäŘ ýĆäĄÞźõ ěŘ ýĄÌäĆĺ ýĆäĄÞźõÂþě n

Ćĺ Âû Ćî ćĄÈœ ŘÀČŢ Śõ ýĄÌäĆĺ ýĆäĄÞźõÂþě n ěŘ ôŘÀî žČû ĆîýďĄÏĆŞ ćÂî Ùœď Řď {1,2, . . . , n} ýĆäĄÞźõ
.ÀĂłŚŞ ùÀł Ùœď ľĄÌä

ěŚČţõŘ 35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . řČźä ýŚûùÂþŘć :8 ýĆÜßÆõ
ÀœŘùÀł ýďŘÁðôŚœ n ŚŮ 2 ,1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ćŘÂêŘ ÀČĂî ŋÂê .ÀĂţÆČœ Śþ ÀĂţÆû ŚĂłŊ Ýû ŚŞ Śþ ÂÔœ øć Âû ,ùÂÔœ n âÞŻ Œþ ďć

.ťĺŚĂłŊ i ŚŞ Ýû j ŚfÞţ§ ÀłŚŞ ŚĂłŊ j ŚŞ i ÂðŘ üĂãþ ;ťĺŘ ĆêÂÏøć ýŘĆÎŞŘď üþŚĂłŊ ø

ďć Cn ,. . . ,C � ,C � âÏŚÖţõŚœ øćĆŞøć ýŚûùÂþŘć ,ùÂÔœ n âÞŻ Œþ ďć üþŚĂłŊ ÍŞŘøď ôŚÞŮ ßţÆœŘć ŚŞ (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ
üþŚĂłŊ ýĆÎŞŘď j ćÂê ø i ćÂê ßČŞ ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÀœŘÛąŘÀţõ Cj ø Ci ýŚûùÂþŘć Ćî ýďĄÏĆŞ ÀœŘùÀČÈî Ć¡Ôň
d Ś Ş c ø c Ś Ş b ,b Ś Ş a Ćî ,d ø c ,b ,a Ãc þŚÞţõ ćÂê ďŚúİ Âû ýŘěŘĆŞ ,âÞŻ ßþŘ ďć ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø

.d ŚŞ b Śþ ťĺŚĂłŊ c ŚŞ a Śþ ŚfÞţ§ ,ťĺŚĂłŊ

d ŚŞ c ø c ŚŞ b ,b ŚŞ a Ćî ,d ø c ,b ,a Ãc þŚÞţõ ćÂê ďŚúİ Âû ýŘěŘĆŞ öŊ ďć Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœďć Řď üãÞŻ (ùÂÞœ 25) (Š
ýŚûùÂþŘć öŘĄŮüõ ,âÞŻ ßþŘ ýŚûüþŚĂłŊ ôŚÞŮ ßţÆœŘć ŚŞ ÀČĂî ťŞŚŹ .d ŚŞ b Śþ ťĺŚĂłŊ c ŚŞ a Śþ ŚfÞţ§ ,ťĺŚĂłŊ
ÍÖê ø ÂðŘ ÀĂłŚŞ ÛąŘÀţõ Cj ø Ci ýŚûùÂþŘć ĆîýďĄÏĆŞ ÀČÈî Ć¡Ôň ďć Řď Cn ,. . . ,C � ,C � âÏŚÖţõŚœ øćĆŞøć

.ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üþŚĂłŊ ýĆÎŞŘď âÞŻ öŊ ďć j ćÂê ø i ćÂê ßČŞ ÂðŘ

Ýĺď ğŚĺŘ ßČÞû ÂŞ ÃČœ ýŚûùÂþŘć ø ÀĂţÆû ŚĂłŊ Ýû ŚŞ ÀœŘùÀł Ûňø Ýû ĆŞ ÍąùďŚŢ ŚŞ Ćî ýćŘÂêŘ Âþě ÛØł ďć ñŚůõ ýŘÂŞ
.ÀœŘùÀł

4

1

2
3 5

51

2

3

4
6

6

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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&

$

%

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĆČ§Śœ ,Íą ,ĆÎÖœ :1 ýĆÜßÆõ
Ć¡Ôň ýøď ĆÎÖœ n ŘÀţŞŘ ŚûöŊ .ÀĂĂîüõ řČźä ýěŚŞ Œþ Ýû ŚŞ ÛČŞŚì ø ÛČŞŚû
ÀĂĂîüõ Ûňø Ýû ĆŞ (ťĺŘď ŚfõøÃó Ćœ) Íą n ŚŞ ýďĄÏ Řď ŚûĆÎÖœ ø ÀĂĂîüõ Ýĺď
ćĄŻø ĆŞ ďøć Œþ ø (öŚÈþŚûÂĺ ďć ÂÚõ) ÀĂĂØœ âÎì Řď ÂÚþćÝû Íą øć žČû Ćî
ýŘÂ Ş Řď ü óŚ ů õ øďĆ Şøď ÛØł .ÀĂî ďĄ śä ďŚ Ş Œþ Śf Ö Č ìć ŕŚÖ œ ýĆÞû ěŘ Ćî ÀþŊ

.Àûćüõ öŚÈœ n = 10

øć ěŘ üØ þ À þŚ Ş ľćĄą ťŞĄ œ ďć ßîýěŚ Ş Âû .À Ă îüõ áøÂł Řď ýěŚ Ş Û Č ŞŚ û
:Àûć ôŚźœŘ Řď Âþě ťîÂ§

ćĄŻø ĆŞ ýěŚŞ ďć ùÀł Ýĺď ŕĄÎą ÍĺĄŮ Ćî Řď Ć¡Ôň ýŚûĆČ§Śœ ěŘ üØþ •
.ÀłŚ Ş ùÀł Ùœď Ěf ś ì À þŚ ś œ Ć Č§Ś œ ß þŘ .À Ă î Ùœď ÛõŚ î ďĄÏ Ć Ş ,ùÀ õŊ
Ýû Řď (ćďŘć üûŚ Ă ţ õŚ œ ť§ŚÆõ Ć î ýŘĆ Č§Ś œ) ü œøÂ Č Ş ýĆ Č§Ś œ öŘĄ Ůü õ

.ćÂî Ùœď ø ŠŚ£ţœŘ

ŚfõøÃó Ćœ) Íą Œþ ŚŞ Řď ÀœŘùÀÈœ Ûňø Ýû ĆŞ üÎą ŚŞ öĄĂîŚŮ Ćî ĆÎÖœ øć •

Ùœď ýŚûĆČ§Śœ ěŘ ÀþÀŻ Íą ßþŘ Ćî üÏÂł ĆŞ ,ÀĂî Ûňø Ýû ĆŞ (ťĺŘď
.ÀĂØœ ćďĄąÂŞ ýÂÚþć ýĆÎÖœ ø Íą žČû ŚŞ ø ÀĂØœ ďĄśä ùÀł

.Àûćüõ öŚÈœ ýěŚŞ ěŘ ýŘĆĂ¡ň ýŘÂŞ Řď ñĄśì ÛŞŚì üþŚûťîÂ§ ÛŞŚÖõ ÛØł
.ťĺŘ ýěŚŞ ýùÀœěŚŞ Àûć ôŚźœŘ üţîÂ§ ÀœŘĄţœ Ćî üÆî

.ÀČĂî ŰŚśŹŘ Řď ćĄą ýŚäćŘ ?ćĄł ýěŚŞ ýùÀœÂŞ ŚfÞţ§ Ćî ÀĂî ýěŚŞ ýďĄÏ ÀœŘĄŮüõ ÛČŞŚì ,üþŚû n Ćİ ýŘÂŞ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÏŘÂêŘ ýěŘĄœöŚÞúõ :2 ýĆÜßÆõ
øŘ .ÀĂţÆû øŘ öŚÞúõ A Âúł ďć üŮÀõ B Âc úł öc ŚĂîŚĺ ěŘ øŘ öc Śţĺøć ěŘ ÂÔœ 10 .ÀĂîüõ üðÀœě A Âúł ďć öŚąÃČÚĂİ
ďć .ćÂąüõ ŚÞČŢŘĄû ÍČÜŞ öŚÈþŘÂŞ üśČźä ľøď ĆŞ ,ÛČóć ßČÞû ĆŞ .ÀœćÂðěŚŞ öŚłÂúł ĆŞ ŚûöŊ ýĆÞû Ćî ćďŘÀœ ťĺøć
,A) É£Èõ Âúł øć ßČŞ ,ěŘøÂŢ Íą Âû .ćďŘć ěŘøÂŢ Íą ýćŘÀãŮ ôŘÀî Âû ø ťÆû üþŚÞČŢŘĄû ťîÂł ÀĂİ ŚûöŊ ďĄÈî
ÀþŚŞ ěŘøÂŢ Íą Œþ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ ÂÆČõ ýÂÚþć ĆŞ Řď øć öŊ ěŘ Œþ Âû ěŘ ßţêď ø ťĺŘ (ÂÚþć ýŚûÂúł Śþ B
Âúł Œþ ĆŞ Âúł Œþ ěŘ ßţêď ýŘÂŞ .ćďŘć ďŚśţäŘ ùćŚÔţĺŘ ďŚŞŒþ ýŘÂŞ ŚúĂŮ ÍČÜŞ Âû ø ťłŘć ľŘùÀĂĂîĆŐŘďŘ ťîÂł ěŘ üÎČÜŞ
Ýû Řď üœŚČõ Âúł ĆŞ ěŘøÂŢ ýŘÂŞ ÍČÜŞ Ćî üÏÂł ĆŞ ,ćÂî ďĄśä ÃČœ üœŚČõ Âúł ÀĂİ ěŘ ÛÖţÆõ ýŚûěŘøÂŢ ŚŞ öŘĄŮüõ ÂÚþć

.ťłŘć

üþŚûÍČÜŞ Ćî ÀĂîüõ ŚäćŘ øŘ .Àûćüõ ÇœŚţĺøć ĆŞ Řď ŚûöŊ ø ćÂąüõ ÍČÜŞ Œþ ŚúĂŮ üþŚÞČŢŘĄû ťîÂł Âû ěŘ öŚąÃČÚĂİ
:Àûćüõ ĳČőĄŮ ÇœŚţĺøć ĆŞ Řď ßþŘ ø ÀœďŘć Řď Âþě ýŚûťČňŚą ťĺŘ ùÀþÂą Ćî

.ÀþćÂðěŚŞ B Âúł ĆŞ (A Âúł) ŚźĂþŘ ěŘ ÀČœŘĄŮüÞœ Ýû ŚŞ ĆÞû ŚûÍČÜŞ ßþŘ ŚŞ •

íý Ýîťĺć ŚfÞţ§ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûÍČÜŞ ŚŞ ,(ßØÞõ ÍČÜŞ Žøě Âû) ôÂČÚŞ ÅŢ ùŘĄąñć ĆŞ Řď ÍČÜŞ ŚŮ øć ŚûßþŘ ěŘ ÂðŘ •
.ÀĺÂŞ B Âúł ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ŚÞł ěŘ ÂÔœ

öŚąÃČÚĂİ ýŘÂŞ ßţÔð ťĺŘď öŚØõŘ ÂðŘ ?ťĺŘ ĆţÔð åøďć ŚfÞţ§ øŘ Śþ ?ÀłŚŞ ĆţÔð ťĺŘď öŚąÃČÚĂİ ťĺŘ ßØÞõ ŚþŊ
ÂþÁŢöŚØõŘ ùŚðžČû ëŚÔŮŘ ßþŘ ÀČĂî ŰŚśŹŘ ,ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć .ÀłŚŞ ďŚðěŚĺ øŘ ýŚûéÂ§ ŚŞ Ćî ÀČœÃŞ üóŚůõ ,ćďŘć ćĄŻø

.ÀłŚŞüÞœ

1386 ťÈúśþćďŘ 18 1 ñøŘ ěøď

@sampaadia              amoozz.ir             براي دسترسی به دوره هاي متنوع به وبسایت آموزشگاه ذهن زیبا مراجعه کنید



(ôøć ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀÔû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ďŚîëÂŞ ŰŚŞøď :3 ýĆÜßÆõ
ýĆÞû .ÀœŘÝóŚĺ ĆČÖŞ ø ŠŘÂą ŚûöŊ ěŘ ýćŘÀãŮ Ćî ÀœďŘć ďŘÂì šİĆŞťĺŘď ěŘ Óþćď Œþ ďć n ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ ÀČÜî ŚŮ n
ÀłŚŞ ÝóŚĺ ÀČÜî ÂðŘ .ćďŘć üŻøÂą ÝČĺ Œþ ÀČÜî Âû .ćďŘć "ßČþŚŢ’ ø "ĎŚŞ’ ťóŚ§ øć ÀČÜî Âû ø ÀœŘÛÊţõ ëÂŞ ĆŞ ŚûÀČÜî
ßţêŚþ ýŘÂŞ .ćďŘć ëÂŞ ĆÈČÞû ŠŘÂą ýŚûÀČÜî üŻøÂą ÝČĺ .ćďŘć ëÂŞ ÀłŚŞ "ĎŚŞ’ ÀČÜî Ćî üţìø ÍÖê öŊ üŻøÂą ÝČĺ
Řď ŚûďĄţĺć ÀþŚŞ øŘ ø ťĺŘ ùÀł ùćŘć ŚûďĄţĺć ěŘ üţĺÂúê ŰŚŞøď ßþŘ ĆŞ .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ŰŚŞøď Œþ ěŘ ŠŘÂą ýŚûÀČÜî

:ÀœÂþě ýŚûĆœĄð ěŘ üØþ ÍÖê ŚûďĄţĺć .ÀĂî ŘÂŻŘ řČŮÂŮ ĆŞ ŚúţœŘ ŚŮ ŘÀţŞŘ ěŘ

,ßî üĺďÂŞ Řď ćĄą ÛŞŚÖõ ÀČÜî ťóŚ§ •

,ßî ŋĄä Řď ÛŞŚÖõ ÀČÜî ťóŚ§ •

,øÂŞ üÜśì Śþ ýÀãŞ ÀČÜî ĆŞ •

,ÂČą Śþ ćďŘć ëÂŞ ÛŞŚÖõ ÀČÜî üŻøÂą ŚþŊ Ćî ßî üĺďÂŞ •

.ùÀŞ ľďŘÃð Řď ŠŘÂą ýŚûÀČÜî ø ßî ÓìĄŮ •

ěŘ ÅŢ ÂðŘ :ćďŘć üĂê ñŚØłŘ Œþ Śõ ŰŚŞøď ĆœŚÔĺŚţõ üóø .ÀĂîüõ ěŚèŊ 1 ýùďŚÞł ÀČÜî ěŘ Řď ćĄą ďŚî ŘÀţŞŘ ďć ŰŚŞøď
ěŚèŊ 1 ýùďŚÞł ÀČÜî ěŘ ŘfćÀźõ Řď ľďŚî ďŚîćĄą ďĄÏĆŞ ŰŚŞøď ,ÀłŚŞ Ûňø ëÂŞ ĆŞ öŊ üŻøÂą ,ÇÜŞŚÖõ ÀČÜî üĺďÂŞ

.ćÂČðüõ Âĺ ěŘ ñøŘ ďĄţĺć ěŘ Řď ùÀł ùćŘć ŰŘďĄţĺć öŚÞû ýŘÂŻŘ ø ÀĂîüõ

Řď ŚûöŊ ŰŚŞøď ÂðŘ ŚŮ ÀČûć ĆþŘďŘ Řď ŰŘďĄţĺć ěŘ ýŘĆóŚśœć ÀþŚŞ ŚÞł .ÀĂţÆû "ĎŚŞ’ ŘÀţŞŘ ďć ŚûÀČÜî ýĆÞû Ćî ÀČĂî ŋÂê
.Àûć ľďŘÃð üţĺďćĆŞ Řď ŠŘÂą ýŚûÀČÜî ýĆÞû ÓìĄŮ ěŘ ÅŢ ,ÀĂî ñŚśœć

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŰĄûÂŞ ďĄÈî :4 ýĆÜßÆõ
Ćî ýÂúł øć Âû ßČ Ş ÝČ œŘĄ Ůüõ üóø ťÆČœ ŚûÂúł ßČŞ ýŘùćŚŻ ÂőŚ§ ñŚ§ ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć Âúł n Ś Ş ýďĄÈî
ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ αťąŚĺ Ûc î ýĆĂþÃû ,ÅŢ .ťĺŘ À§Řø α ùćŚŻ Âû ťąŚĺ ýĆĂþÃû .ÝþěŚÆŞ ĆêÂÏøć ýùćŚŻ Œþ ÝČûŘĄ£Ş
ŋďŘĄä öŘĄĂä ĆŞ ñĄŢ À§Řø Œþ ÀþŚ Ş ÝČĂî ďĄśä ùćŚŻ Œþ ěŘ üţìø ďĄÈî ßþŘ ďć .ÝþěŚĺüõ Ćî ćĄłüõ üþŚûùćŚŻ
j ùŘĄąñć Âúł ĆŞ i ùŘĄąñć Âúł ěŘ ÝČûŘĄ£Ş öŚõÂÑœ ćďĄõ ýŚûùćŚŻ ťąŚĺ ěŘ ÅŢ Ćî ÀČĂî ŋÂê ñŚ§ .ÝČĂî ťąŘćÂŢ
ùćŚŻ ÀĂİ ěŘ ďĄśä ÛõŚł ÀœŘĄŮüõ ÂČÆõ Œþ) ÀłŚŞ ćĄŻĄõ üÔÜţ£õ ýŚûÂČÆõ j ĆŞ i ěŘ öÀČĺď ýŘÂŞ ťĺŘ ßØÞõ .ÝþøÂŞ
ÂðŘ .ÀČõŚĂŞ j ø i ßČŞ ùŘď (ßþÂŮùćŚŻÝî) ßþÂŮùŚŮĄî ýĆĂþÃû Řď di,j .ťĺŘ öŊ ýŚûùćŚŻ ćŘÀãŮ ÂČÆõ Âû ýĆĂþÃû (.ÀłŚŞ
i Âúł øć ßČŞ üţąŘćÂŢ ŋďŘĄä ďŘÀÖõ .ćĄŞ ÀûŘĄą ťþŚúœüŞ ÂŞŘÂŞ , di,j ďcŘÀÖõ ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø üûŘď žČû j ø i ßČŞ
âÞŻ ø ŚûùćŚŻ ťąŚĺ ýĆĂþÃû áĄÞźõ ÂŞŘÂ Ş Řď ďĄÈî Œþ ýŘÂ Ş "ŚûùćŚŻ Ûî ýĆĂþÃû’ .ćĄ Ş ÀûŘĄą di,j ÂŞŘÂ Ş j ø
ùćŚŻ Œþ Śõ ø ,ÀłŚŞ 10 ÂŞŘÂŞ , α ďcŘÀÖõ ø ,3 Âc ŞŘÂŞ , n ÂðŘ Ěf ůõ .ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ j ø i Âc úł øć Âû ýŘěŘ ĆŞ ŚûŋďŘĄä
ďŘÀÖõ ø 2α = 20 ÂŞŘÂ Ş ťąŚĺ ýĆĂþÃû ùŚðöŊ ,ÝþěŚÆŞ 3 ø 2 ýŚûÂúł ßČŞ Ýû ùćŚŻ Œþ ø ,2 ø 1 ýŚûÂúł ßČŞ
.ćĄ Ş À ûŘĄą 24 Â ŞŘÂ Ş öŊ ýŚ ûùćŚŻ Ûî ýĆ Ă þÃ û ß þŘÂ ŞŚ Ă Ş ø d �

, � + d �
, � + d � , � = 1 + 2 + 1 = 4 Â ŞŘÂ Ş ŋďŘĄ ä

ø nřÆ§ ÂŞ Řď ĆĂČÞî ďcŘÀÖõ ßþŘ .ćĄł ĆĂČÞî öŊ ýŚûùćŚŻ Ûî ýĆĂþÃû Ćî ÝþěŚÆŞ Řď ďĄÈî ýŚûùćŚŻ ýďĄÏ ÝČûŘĄąüõ
(.ÀČĂî üĺďÂŞ ĆœŚðŘÀŻ Řď α > 1 ø α ≤ 1 :üþŚÞĂûŘď) .ÀþďøŊ ťĺćĆŞ α
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&

$

%

.ÀČĂî ùćŚÔţĺŘ öĄõěŊ ßþŘ ŰĎŘĄbĺ Û§ ďć ŰŚśŹŘ öøÀŞ Âþě řÜÎõ ěŘ ÀČœŘĄŮüõ
ÛÊţõ Ýû ĆŞ Řď Âúł øć ŚfÖČìć ùćŚŻ Âû Ćî ýďĄÏ ĆŞ ùÀł ùÀČÈî ŚûÂúł ßþŘ ßČŞ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ .ÝþďŘć Âúł ŚŮ n
Ćî ťĺŘ ôěĎ ,ćĄÞœ ŰÂêŚÆõ ÂÚþć Âúł Âû ĆŞ ŚûùćŚŻ ßþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ öŘĄţŞ Âúł Âû ěŘ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ .ÀĂîüõ

.ÀłŚŞ n − 1 Ýîťĺć ŚûùćŚŻ ćŘÀãŮ

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûťÈðýŚŻ ýĆÜňŚê :5 ýĆÜßÆõ
Ěf ůõ .ćĄłüõ ÛňŚ§ n ñĄÏ ĆŞ ťÈðýŚŻ Œþ ,ÝČÆþĄĂŞ ťĺŘď ĆŞ šİ ěŘ ùŘĄąñć üśČŮÂŮ ĆŞ Řď n , . . . ,2 ,1 ćŘÀäŘ ÂðŘ
ýŚûöŚØõ ćŘÀãŮ ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ (öŚĺŒþ ñĄÏ ŚŞ) ťÈðýŚŻ øć ýĆÜňŚê .ťĺŘ 4 ñĄÏ ĆŞ ťÈðýŚŻ Œþ 〈1,3,2,4〉

,ťĺŘ 3 Âc ŞŘÂŞ π′′
= 〈1,4,3,2〉 ø π′

= 〈1,3,2,4〉 ýĆÜňŚê Ěf ůõ .ÀœŘŰøŚÔţõ Ýû ŚŞ Ćî ťÈðýŚŻ øć ěŘ ýÂÒŚĂţõ
.ÀœŘŰøŚÔţõ ôďŚúİ ø ôĄĺ ,ôøć ýŚûöŚØõ ďć ťÈðýŚŻ øć ßþŘ öĄİ

ťÈðýŚŻ Œþ ýĆÜňŚê .ťĺŘ π �
����� ø . . . ,π � ,π � ýŚûôŚœ ŚŞ ø n ñĄÏ ĆŞ ťÈðýŚŻ 1386 ÛõŚł A ýĆäĄÞźõ

ýùøĚä ĆŞ , . . . ,π � ø π ýĆÜňŚê ýùøĚä ĆŞ ,π � ø π ýĆÜňŚê Ś Ş ťĺŘ Â ŞŘÂ Ş A ýĆäĄÞźõ Ś Ů n ñĄÏ ĆŞ π ùŘĄąñć
A ŚŮ Řď ĆÜňŚê ßþÂŮÝî Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üţÈðýŚŻ ,n ñĄÏ ĆŞ ýŚûťÈðýŚŻ ýĆÞû ßČŞ ěŘ .π �

����� ø π ýĆÜňŚê
A ŚŮ ľŘĆÜňŚê Ćî ćďŘć ćĄŻø (Śû πi ěŘ üØþ) A ýŚÌäŘ ěŘ üØþ Ýî ťĺć Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ÀČõŚĂŞ x Řď ĆÜňŚê ßþŘ ø ćďŘć

.ťĺŘ 2x ÂůîŘÀ§

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûĆäĄÞźõ âÞŻ :6 ýĆÜßÆõ
ÀĂ œŚ õ ýćŘÀäŘ ýĆÞû ýĆäĄÞźõ Řď A + B + C ýĆäĄÞźõ .ÀþÂČÚ Ş ÂÑœ ďć Řď ćŘÀäŘ ěŘ C ø B ,A ýĆäĄÞźõ Ćĺ
ÂðŘ Ěf ů õ .c ∈ C ø b ∈ B , a ∈ A Ć î ťłĄ œ c ø b , a ćcÀä Ćĺ âÞŻ ŰďĄňĆ Ş öŘĄ ţ Ş Řď x Ć î Ý Č Ă îü õ ÓþÂã Ů x

.{6,7,8,9,13,14,15,16} ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ A + B + C ÀĂłŚŞ C = {3,10} ø B = {2,4} ,A = {1,2}

ø n ,mřÆ§ ÂŞ A + B + C ýĆäĄÞźõ ýŚÌäŘ ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ,ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ĄÌä k ø n ,mřČŮÂŮ ĆŞ C ø B ,A ÂðŘ
.ÀČĂî ťŞŚŹ Řď ćĄą ýĆţÔð ?ťĺŘ ďÀìĆİ k

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . öŚţĺøć ÂÔĺ :7 ýĆÜßÆõ
Âû ďć .ćÂČðüõ ŰďĄň ŚûöŊ ßČŞ "ñĄŢ ñćŚśŮ’ ýćŘÀãŮ ,ŰÂêŚÆõ ñĄÏ ďć .ÀœŘĆţêď ŰÂêŚÆõ ĆŞ üãÞŻĆţĺć ťĺøć ŚŮ 2n

ĆŞ ÂÔœ 2n ßþŘ ø Àł ôŚÞŮ ŰÂêŚÆõ Ćî ßþŘ ěŘ ÀãŞ .ÀûÀŞ ñĄŢ ýďŘÀÖõ ÂÚþć ÂÔœ Œþ ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ÂÔœ Œþ ,ñĄŢ ñćŚśŮ
ĆČÖŞ ĆŞ Ćî üóĄŢ ďŘÀÖõ üĂãþ) ÀœŘùćÂî ďÂő ŰÂêŚÆõ ßþŘ ďć ŚûöŊ ěŘ ÂÔœ nťĺďć Ćî Àł ôĄÜãõ ,ÀĂţÈðěŚŞ öŚÈþŚûĆœŚą

.ÀœŘùćÂî ćĄĺ ÂÚþć ÂÔœ n ø (ÀœŘĆţêÂð ĆČÖŞ ěŘ Ćî ťĺŘ ýďŘÀÖõ ěŘ ÂŮÇČŞ ,ÀœŘùćŘć

ßČŞ ÝČûŘĄąüõ ,áĄőĄõ ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÀœďŘć ñĄŢ ÀĂûŘĄ£Ş Ćî ďÀìĆİ Âû öŚÈþŚûĆœŚą ďć ÂÔœ 2n ßþŘ Ćî ÝČœŘćüõ Śõ
ĆÜ§Âõ ßþŘ ďć Ćî üþŚûñĄŢ ñćŚśŮ ôŚźœŘ ěŘ ÀãŞ Ćî ťĺŘ ßþŘ éÀû .ÝČûć řČŮÂŮ ÂÚþć ñĄŢ ñćŚśŮ ýćŘÀãŮ ÂÔœ 2n ßþŘ
(.ÀœĄł "ŠŚÆ§üŞ’ ÂÔœ 2n ßþŘ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ) ÀłŚŞ ùćÂî ďÂő Śþ ,ćĄĺ Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø ÅîžČû ,ÝþŘùćŘć řČŮÂŮ

.ćÂî ŠŚÆ§üŞ Řď ÂÔœ 2n ßþŘ ,ñĄŢ ñćŚśŮ x ÂůîŘÀ§ ôŚźœŘ ŚŞ öŘĄţŞ ĆÈČÞû Ćî ÀČŞŚČŞ Řď ýŘ x ßþÂŮŒİĄî
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&

$

%

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ğÂą öŚČİďŚØł :8 ýĆÜßÆõ
.ÀĂîüõ ÛÊţõ Ýû ĆŞ Řď ŚûÂúł ßþŘ ěŘ Âúł øć ,ùćŚŻ Âû .ŚûöŊ ßČŞ ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ŚŞ ćďŘć Âúł 1386 ŚûğÂą ßČõěÂĺ
Âû ĆŞ Âúł Âû ěŘ öŘĄŮüõ ŚûùćŚŻ ŒÞî ŚŞ Ćî ÝČœŘćüõ ŚõŘ ,ÀĂţÆČœ ÛÊţõ Ýû ĆŞ ùćŚŻ Œþ ŚŞ ŚfÞČÖţÆõ Âúł øć Âû ŚfõøÃó

.ťêď ÂÚþć Âúł

øć žČû ÀþĄðüõ ùøÂð ßþŘ ñøŘ öĄœŚì .ÀœŘùÀł ÂÖţÆõ ĆÖÎĂõ ßþŘ ýŚûÂúł ěŘ ýćŘÀãŮ ďć ,ğÂą öŚČİďŚØł ùøÂð ýŚÌäŘ
ďŘÂ Ö ţĺŘ Û¡õ öŚ õě Âû ďć Ćî üþŚûÂúł ćŘÀã Ů ß þŘÂ ŞŚ Ă Ş) À ĂłŚ Ş Âúł Œþ ďć öŚ õěÝû À Ă œŘĄ ŮüÞ œ ùøÂð ěŘ ýĄÌä

.(ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ùøÂð ýŚÌäŘ ćŘÀãŮ ŚŞ ,ÀœŘöŚČİďŚØł

,ñøŘ öĄœŚì ÕśÏ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀœĄł ÂÖţÆõ ŚûÂúł ěŘ ÀþÀŻ ýŘĆäĄÞźõ ďć ÇþŚÌäŘ Ćî ćÂČðüõ ÝČÞÊŮ öŚúðŚœ ùøÂð
ťĺďć ,ěøď Âû ,ëĄê éÀû ĆŞ öÀČĺď ýŘÂŞ .ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ùøÂð ýŚÌäŘ ćŘÀãŮ ŚŞ ÃČœ ÀþÀŻ ýĆäĄÞźõ ßþŘ ýŚûÂúł ćŘÀãŮ
ÂÚþć ýÂúł ĆŞ ťĺŘ ÂÖţÆõ öŊ ďć Ćî ýÂúł ěŘ ,ŚûùćŚŻ ěŘ ćÀä Œþ ÍÖê öćÂî üÏ ŚŞ ÀœŘĄŮüõ ùøÂð ýŚÌäŘ ěŘ ÂÔœ Œþ
Û¡õ ,ÀþÀŻ ýĆäĄÞźõ ýŚûÂúł ěŘ Œþ Âû Ćî ťĺŘ Ýúõ ßþŘ ŚúĂŮ ùøÂð ýŘÂŞ .ćĄł ÂÖţÆõ öŊ ďć ø ćøÂŞ (üóŚą âśÎa óŚŞ)
ùÀł ÂÖţÆõ ÀÊÖõ ýŚûÂúł ěŘ Âúł ôŘÀî ďć ,ďŚî öc ŚþŚŢ ďć ĄÌä ôŘÀî Ćî ťÆČœ Ýúõ ßþŘ .ćĄł ŚÌäŘ ěŘ üØþ ďŘÂÖţĺŘ

.ťĺŘ

ěŘ ñĄśì ÛŞŚì řČîÂŮ Âû ÃČœ ø ÀÊÖõ ýĆäĄÞźõ Âû ,üÜãê ýĆäĄÞźõ Âû ýŘÂŞ üĂãþ) ŰĎŚ§ ýĆÞû ďć ùøÂð ÝČÞÊŮ ÂðŘ
ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć üŞŚ£ţœŘ ýŚûÂúł ďć ćŘÂêŘ ýĆÞû ďŘÂÖţĺŘ ýŘÂŞ ôěĎ ýŚûěøď ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ,ÀłŚŞ ŘÂŻŘ ÛŞŚì (ŚûùćŚŻ
ßþŘ ďć ŘÂİ ø ?ťĺŘ ôŘÀî ťóŚ§ öŊ ,ťÆČœ üÜÞä öŊ ďć üÞČÞÊŮ ßČĂİ Ćî ćďŘć ćĄŻø üţóŚ§ ÂðŘ ?ťĺŘ ďÀìĆİ ßØÞõ

?ťÆČœ ŘÂŻŘ ÛŞŚì ùøÂð ÝČÞÊŮ ,ťóŚ§

!ÝČĂî ÛČÞþŘ öĄŮŘÂŞ ßþćŘć ľďŚÔĺ Ćî üþŘÃţČŢ ÝČœĄŮüÞœ Śõ !ÀČÈ£śŞ

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ
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&

$

%

ěŚČţõŘ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÂþÁŢÇ£Ş âÞŻ :1 ýĆÜßÆõ

.ťĺŘ ÂþÁŢÇ£Ş n ÂŞ öŚłâÞŻ Ćî ÀĂţÆû ŚûöŊ ěŘ ŚŮ n ÀČĂî ťŞŚŹ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć üãČśÏ ćÀä n � − n

ěŚČţõŘ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÂČÆõßČÚœď :2 ýĆÜßÆõ
Ùœď ÀČÔĺ ŘÀţŞŘ ďć Ćî (öĄţĺ n ø ÂÎĺ 4) 4× n ýĆ¡Ôň Œþ ýøď Ćî ťĺŘ ùÂÔœøć ýěŚŞ Œþ "ÂČÆõßČÚœď’ ýěŚŞ
ěøÂúŞ .ÀĂĂîüõ ťîÂ§ ýěŚŞ ßČœŘĄì ÕśÏ ťŞĄœ ĆŞ ø ÀĂţÆû ýěŚŞ ßþŘ ôŚźœŘ ñĄçÈõ ÀČÞ§ ø ěøÂúŞ .ćĄłüõ ôŚźœŘ ťĺŘ
ýĆœŚą øć ĆÜ§Âõ Âû ďć ěøÂúŞ Ćî ćĄłüõ ôŚźœŘ ŰďĄň ßþŘ ĆŞ ýěŚŞ .ÀĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ÃõÂì Ùœď ěŘ ÀČÞ§ ø üŞŊ Ùœď ěŘ
Řď ÀĂûćüõ (öĄţĺ øć ø ÂÎĺ Œþ) 1× 2 ÛČÎţÆõ Œþ ÛČØÈŮ ø ÀĂţÆû íÂţÈõ Ýû ŚŞ âÜő Œþ ďć Ćî üÚœďÀČÔĺ
âÜő Œþ ďć Ćî üÚœďÀČÔĺ ýĆœŚą øć ćĄą ťŞĄœ ďć ÃČœ ÀČÞ§ .ćďøŊüõ ďć (üŞŊ) ćĄą Ùœď ĆŞ Řď ŚûöŊ ø ÀĂîüõ ŠŚ£ţœŘ
Ùœď ĆŞ Řď ŚûöŊ ø ÀĂîüõ ŠŚ£ţœŘ Řď ÀĂûÀŞ (öĄţĺ Œþ ø ÂÎĺ øć) 2× 1 ÛČÎţÆõ Œþ ÛČØÈŮ ø ÀĂłŚŞ íÂţÈõ Ýû ŚŞ
ùÀłĆţÔð ÍþŘÂł ŚŞ ďøŚźõ ýĆœŚą øć ÀœŘĄţœ üĂãþ) ÀĂî ťîÂ§ ćĄą ťŞĄœ ďć ÀœŘĄţœ üÆî ÂðŘ .ćďøŊüõ ďć (ÃõÂì) ćĄą

.ćĄłüõ ôŚÞŮ ýěŚŞ ÀĂłŚśœ ťîÂ§ ôŚźœŘ ĆŞ ďćŚì ÂÔœ øć ěŘ Œþ žČû ÂðŘ ø Àĺďüõ ÛŞŚÖõ ÂÔœ ĆŞ ýěŚŞ ťŞĄœ (ÀĂî ŘÀČŢ

ßČóøŘ ø ÀłŚŞ íÂţÈõ ýÀãŞ ýĆœŚą ŚŞ âÜő Œþ ďć ôŘÀî Âû Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø üŞŊ ýŚûĆœŚą ěŘ ýŘĆóŚśœć ÂðŘ öŚþŚŢ ďć
.ťĺŘ ýěŚŞ ýùÀœÂŞ ěøÂúŞ ŰďĄň ßþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ďŘÂì ÂąŊ öĄţĺ ďć ĆœŚą ßþÂąŊ ø ñøÀŻ ñøŘ öĄţĺ ďć ĆœŚą

ďć ĆœŚą ßČóøŘ ø ÀłŚŞ íÂţÈõ ýÀãŞ ýĆœŚą ŚŞ âÜő Œþ ďć ôŘÀî Âû Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ÃõÂì ýŚûĆœŚą ěŘ ýŘĆóŚśœć ÂðŘ
.ťĺŘ ýěŚŞ ýùÀœÂŞ ÀČÞ§ ŰďĄň ßþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ďŘÂì ÂąŊ ÂÎĺ ďć ĆœŚą ßþÂąŊ ø ñøÀŻ ñøŘ ÂÎĺ

ýěŚŞ ßØÞõ Ą¡œ ßþÂţúŞ ĆŞ ÂÔœ øć Âû ĆØĂþŘ ŋÂê ŚŞ .ćĄłüõ ýøŚÆõ ýěŚŞ ,ÀţÔČœ ëŚÔŮŘ ëĄê ťóŚ§ øć ěŘ Œþ žČû ÂðŘ
: n ≥ 7 Âû ýŘěŘ ĆŞ ,ÀĂĂîüõ

?ćÂŞüõ Řď ýěŚŞ üÆîĆİ ,ÀłŚŞ ýěŚŞ ýùÀĂĂîáøÂł ÀČÞ§ ÂðŘ ]ěŚČţõŘ 7[ (ÓóŘ

?ćÂŞüõ Řď ýěŚŞ üÆîĆİ ,ÀłŚŞ ýěŚŞ ýùÀĂĂîáøÂł ěøÂúŞ ÂðŘ ]ěŚČţõŘ 8[ (Š

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üœŚØÜŢ üãÜőÀĂİ :3 ýĆÜßÆõ
Œþ öŊ áĚőŘ ýĆÞû ñĄÏ (2) ,ÀĂłŚŞ ćĄÞä Ýû ÂŞ öŊ üóŘĄţõ âÜő øć Âû (1) ÂðŘ ÝČþĄðüõ üœŚØÜŢ Řď üãÜőÀĂİ Œþ

:ÀĂţÆû üœŚØÜŢ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ üþŚûĆœĄÞœ Âþě ýŚûÛØł .ÀĂØœ âÎì Řď ľćĄą (3) ,ÀłŚŞ

.ćďŘć ćĄŻø nť§ŚÆõ ĆŞ üœŚØÜŢ üãÜőÀĂİ Œþ ÛìŘÀ§ ,n > 10 Âû ýŘÂŞ ÀČûć öŚÈœ
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(ñøŘ ğĚî) ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûÀÔû ôøć ýĆÜ§Âõ'

&

$

%

ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ÂČÆõ ť§ŚÆõ :4 ýĆÜßÆõ
ŚŞ ÀûŘĄąüõ ø ťĺŘ ùćŚţÆþŘ (ĆœŚą öcĄţĺ n ø ÂÎĺ m ýŘďŘć) m × n ñøÀŻ Œþ šİ ťÞĺ ßČþŚŢ ýĆÎÖœ ďć ŚÆþÂŢ
ťÞĺ ĆŞ À§Řø Œþ ÀœŘĄŮüõ ťîÂ§ Âû ďć øŘ .ÀœŚĺÂŞ ñøÀŻ ßþŘ ťĺŘď ťÞĺ ĎŚŞ ýĆÎÖœ ĆŞ Řď ćĄą ťîÂ§ m + n

ßČþŚŢ ýĆÎÖœ ěŘ ćĄą ťîÂ§ ďć ŚÆþÂŢ ,řČŮÂŮ ßþŘ ĆŞ .ćøÂŞ ñøÀŻ ŕĄÎą ýøď ÂŞ ĎŚŞ ťÞĺ ĆŞ À§Řø Œþ Śþ ťĺŘď
Řď ÂČÆõ Œþ Âc þě ýŚûĆ œŚą ćŘÀãŮ .ÀĂîüõ üÏ Řď m + n ñĄÏ ĆŞ ýÂČÆõ ,ťĺŘď ťÞĺ ĎŚ Ş ýĆÎÖ œ Ć Ş šİ ťÞĺ
ýŚûĆœŚą .ÀČĂîüõ ùÀûŚÈõ 8× 12 ñøÀŻ Œþ ďć Řď ÂČÆõ Œþ ěŘ ýŘĆœĄÞœ Âþě ÛØł ďć .ÝČõŚœüõ ÂČÆõ Œþ "ť§ŚÆõ’

.ťĺŘ 53 ÂŞŘÂŞ ÂČÆõ ť§ŚÆõ ø ÀœŘùÀłÉ£Èõ öŊ ďć ÂČÆõ Âþě

öŚþŚŢ ýĆÎÖœ

áøÂł ýĆÎÖœ

áĄÞźõ .ćøÂŞ öŊ ťĺŘď ťÞĺ ĎŚŞ ĆŞ ñøÀŻ šc İ ťÞĺ ßČþŚŢ ýĆłĄð ěŘ ÀœŘĄţŞ ÓÜţ£õ ťóŚ§ A ĆŞ ŚÆþÂŢ ÝČĂî ŋÂê
ŚÆþÂŢ Ćî üþŚûÂČÆõ ťc §ŚÆõ ßČÚœŚČõ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ) ?ťĺŘ ďÀìĆİ B

A
.ÝČõŚœüõ B Řď ÂČÆõ A ßþŘ ýŚûť§ŚÆõ

(?ťĺŘ ďÀìĆİ ,ÀĂî üÏ ÀœŘĄŮüõ

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üþĚÏ ñøÀŻ :5 ýĆÜßÆõ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ø c öĄţĺ øć Âû ø b ø a ÂÎĺ øć Âû ýŘÂŞ ÂðŘ ÝČþĄðüõ "üþĚÏ’ Řď n × n ñøÀŻ Œþ
:ÝČłŚŞ ĆţłŘć öŊ d

Mac + Mbd 6= Mad + Mbc

ñøÀŻ ,ñŚ ů õ öŘĄ Ă ä Ć Ş .ťĺŘ ñøÀŻ ôŘe j öĄ ţĺ ø ôŘe i ÂÎĺ ýĆ œŚą ,Mij ěŘ ďĄÑ Ă õ
.ťĺŘ üþĚÏ ñøÀŻ Œþ øďĆŞøď 3 ďć 3

ŠŚ£ţœŘ {0,1,2, · · · , k} ýĆäĄÞźõ ěŘ üþĚÏ ñøÀŻ Œþ ÂňŚĂä ýĆÞû ÂðŘ ÀČĂî ťŞŚŹ
.ťĺŘ 2k + 1 ≥ n ùŚðöŊ ,ÀœĄł

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ

1386 ťÈúśþćďŘ 18 2
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J KML>NPO Q&R-SUT�V7W'XZY[L]\'^`_-\ V F(i, j) a ^`bcO dfehg
F i = i

F j = j

Fn = Fn− j + Fn− k
l L>Nmgn\ oqp-\�KMrfs t�NPO _uKMv

n
R-w]sfS l L]gnO x]S a \ l _�\ V�^ ỳ�_h\ V�Y[L]\ l{z \}| ~mQ<\�R-��O efW'dfrf� a ^`bcO dfehg���O ��v F( � , � ) ^ht�~mQ<\�Y[���'V

J oqsfL��`R-SU~mQ<gn^`_
. . . , ��� ,− � , � ,− � , � ,− � , � , � , � , � , � , � , � , � , ��� , . . .

Y[L]\BVPg�| oqsf�f��v�^`sfL l{� F i gnoqp�^`_�~mdf��e�gn\ oqp-\�R-sf�7L��fg�W'�&R-S�� a \ ^`sfL��h��^`bcO dfehg�KML l rf�-e l{� e�VPg \ V¡R-w]sfS a O v-~mS{¢�p l{z \
| ~mQ<\ a \ ^`sfL�� F( � , � ) KMrfL>W z R-SUT�V7W'X

| oqrfs t£T�O df¤h\�¥7g�W'_[oqv-\ W'¦ a \ ^`sfL�� F(i, j) a ^`bcO dfehg
j

�
i l �-L]g l L]gnO x]SU§{\ o7t a \ NP\ ^`_

9 � ��:����©¨£=
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KMv�^`_©̄F~mQ<\ V�^`_©°m�±NP\ ²�³mrf´ l ´�Y[rf��v-^`_�\ V
`n

O ´<�
` k �

` j�a O v-µ¶W'·¸O _�³mrf´ l ´]^`_ fn
O ´<�

f k �
f j Y[v���^`�7y � n

KMrfv-\ W'¦�R-S
¹ L[VPg�KMv l Qº~m»�¼�³mrf´ l ´�Y[rf��v-^`_½\ V�T�O �7y � Y[L]\¾VPO t�Y[L]\ a \ l _�| g�W'�ªgnO ¿�L]\'O v-�À��NP\�ÁmV7Â{_[Y[v��½^`�7y � ¹ LuO ´�KMrfv-g�ÃªW'Ä
KMrfv-g{R-S�VP\ l{� ��O �&R-Åcd � a O Ä¸VPg��*KMrfv-g{R-S�ÃªW'ÄÆKMv�^`_½�f^`�f�<\ g l _[\ V KMv*VPO s t a O v-^`�7y � NP\BO ´[�Àg�VPO _ l v£�*KMrfsfrf��R-S�Ç�L]g�V
| ~mQ<\'È`oqrfQ�V ��O L]O ¼�^`_ÀVPO t*�fKMrfs t�VP\ l{É ´-VPO _

n − � l{z \'\ V�VPO t*Y[L]\�| ¯Fg�W'�&R-S&Kqt*O v-Y[v��½^`�7y � gn\ oq�7´-NP\'gnoqp ¹ L[VPO t*Y[L]\MO _h²
\ V�O v-Y[v��h^`�7y � KMrfv-\ W'¦�R-S�| ~mQ<\

a + b l _h\ l _ b
�

a a O v-µ¶W'·Ê^`_-KMv}VPO s tËY[v��[^`�7y � �Àg���gn\ gnÃªW'Ä a ^`sfL>Â{v�^htËKMrfeh\ g{R-S&O S'\
| g�W'�ª^`sfrf�Pt�VPO t*Y[L]\ a ^`sfL>Â{v¡Ì�tËÍ�W'��¿�SUO ´©KMrfv-g�ÃªW'Ä±KMv¡^`_½R-dfrf´ l ´]^`_

| ~mQ<\q³mrf´ l ´©Y[rf��vmO _ÎKMv�^`_Î¯
j > i

²
fj

O ´©�
fi+ j �

fi
��gn\ guÃªW'Ä±�À�-^ht}KMrfs t�R-S&Ç�L l �7´

Pij a ^`ÅcÏf��S l L>N ¹ L-VPO t}Y[L]\ a \ l _
| KMrfS'O e`R-S

Cij
\ V�VPO t*Y[L]\ a ^`sfrf�Pt a ^`sfL>Â{v

^ht�~mQ<\¶R-Ð7L]oq_�|
k − r < j − i

�
r < k

^ht a V7W'·�^`_�oqrf��L>W'sf_
Crk

³m��Ñ l _[�
Cij a \ l _�R-�f» z NPO _�µ¶W'S l � ¹ LmÒ ÓÕÔ`Ö

|
Cii = �

| g�W'�&R-S&^`dfQ<O ×�SU^`efW z ^`�ÆR-ÅcX�\ a ^`ÅcÏf��S a \ l _ C j n ^htËoqrfv-g���O »�e}Ò Ø
�ËÌ�t a ^`sfL>Â{vËVP\ oqx]S��Ëoqrfs t£µ-O dfehg�\ V �>Ù��#oqsf_[�

` Ú = � �
` Û = � �

` Ü = Ý �
` k = � �

` j = Þ�a gF�'Vq���
n = �Õa \ l _ Ò ß

| oqL>Vq�P�[~mQ<gn^`_[\ V���gn\ g�ÃªW'Ä±³mrf´ l ´

à¾áÀâ�ã�ämå�æqçfè¾é]ê Ö à'ë ì
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ÍB� l ��O _���\ W'�f_�^ht�oq�<O _�È`oq��È`oqrf»�t a \ ^`efW z ^`_��À� a O v l Ð7��Y[rf_�È`gnO Ä
n− � O� x]r � g l{z \{KMrfL>W z � W'Ä�^`� l X���\ V l Ð7�

n
O _ a V7W'»�t

È`oqrf»�t l Ð7���Àg�Y[rf_-È`gnO Ä l v�^ht}oqrfs t*^`Ä�W'´�| oqrfQ�V��À�ÀNP\ a l �-L]g l Ð7� l v�^`_-O v-È`gnO Ä�NP\MÈ`gnO w]�fQ<\MO _-�À� a O v l Ð7�ÊNP\ ¹ L l v}NP\
� W'Ä�^`� l X�V7W'»�t l L>N��Àg�^`_�V7W'»�t}�fgF� l _�Y[rf_�NP\�W'Ä�^`� l X�V7W'»�t ¹ L a O v-È`gnO Ä�NP\ ¹ L l v l{z \7^ht g l t ~m_hO ¤���\ W'´ R-S£| g�W'�&R-S
V7W'»�t��Àg�KMrfs t����qÑÆ\ V �À��VPg�g�W'Ä�W'S a È`gnO ÄÆO Ð7sf´[�*KMrf�<O _½^`�f�<\ g l Ð7���*O _ÀW'Ä�^`� l X V7W'»�t ¹ L l{z \7¢ �	� S¡| g�W'�&R-S&KMrf��x]´
KMrfeh\ g{R-S�Y[��
 VPg¡| ~mQ<\ l Ð7�

n
O _�W'Ä�^`� l X V7W'»�t ¹ L�O L>VPO e�V7W'»�tº| oqL��`R-S�~mQ<g<^`_#oqefVP\ g l Ð7� ì §{\ o7t l v ^ht�W'Ä�^`� l X

^ht£g�VP\ g�g�W'Ä�� a \ È`gnO ÄªV7W'»�t�Y[L]\nVPg<oqrfs t�~m_hO ¤�| ~mQ<\�È`oq�8Ì
�*�fS�È`gnO Ä�� l � t�\ oqÑªV7W'»�t�Y[L]\ a O v l Ð7�ÕNP\P§{\ o7t l v�^`_#^ht
gnoqpmY[L l ´ ¹ ��WMt dre ²U| oqsf�<O _-^`�f�<\ g l Ð7� d k nÜ e l � t�\ oqÑ�� bnÜ c Ì � \ oqÑ±§{\ o7t l vmoqsfL��`R-S&~mQ<gn^`_-^ht a V7W'»�t��}�À�����qÑ±O _

¯�| ~mQ<\
r a �ÀO ��S�O L l ´ ¹ ��WMt��-rf×�X gnoqp�Y[L l ´]ÁmV7Â{_ brc �

r a �ÀO ��SUO L l ´]ÁmV7Â{_��-rf×�X

9 � ��:����©�̈�
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¹ L<� �Æ��� � Ý �½¢ �	� Sº| ~mQ<\ È`oq� l v-O ���À�-VPg�VPO _ ¹ L�O� x]r � g&gnoqp l vÊ^ht�~mQ<\
n

O ´ ì gn\ oqp-\qNP\ÀR-dfrf´ l ´<�f~m» z a O Ä ¹ L
gn\ oq�7´u���'VP\ �£Ì���p l v±| oq�<O _

π
~m» z a O Ä gnoqp�Y[L l ¦&�

πn
gnoqp�oqrfs t � l ��| oqv-g{R-S���O »�e�\ V"!¡O ´ ì gn\ oqp-\{NP\B~m» z a O Ä

l{z \n¢ �	� Sm| oqL��[~mQ<gn^`_
rev(π) ~m» z a O ÄÆO ´�¯Foqv-g{R-SuVP\ l{��#ªÉ pm³mrf´ l ´�^`_h²#oqs t�R-S%$ªW É �7S&^`bcO dfehg#VPg�\ V

π l ¦&� l �*sfp
πn

l{z \M~mQ<\ a \ È l x]e-~m» z a O Ä ¹ L
π

KMrfL>W z | oqL��`R-S&~mQ<gn^`_[� ��Ý8���Õ� �½KMrfs t*µ-O ��p-\'&#O _-~m» z a O Ä a �'V \ V����'VP\ �ËÌ���p
a \ È l x]e©~m» z a O Ä ¹ L&§{O ¿�eh\ l Q π

~m» z a O Ä l v a �'V����'VP\ ��Ì���pmVPO _�R-v-O sf�fS*§{O ¿�eh\�O _�oqrfs t¡~m_hO ¤m| oq�<O _
rev(π) = π| oqL��`R-S&~mQ<gn^`_

9 � ��:����©�̈�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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^`�f��W'e�È l Ð7S��Àg�O� x]r � g a �'V
n

O ´ ì gn\ oqp-\MNP\ ¹ L l v�KMrfeh\ g{R-S�| ~mQ<\ÀÈ`oq��^`�f��W'e a gnoqp ¹ L l v a �'V�^ht�KML>VP\ g�È l Ð7S � n��oqefVP\ g�VP\ l{� ¯F��O Q ¹ L�O� Sn�'Â{b[^`e©gn\ oqp-\BO _h²�È l Ð7S<�Àg<^`df�7Ä l v�VPg&^ht�oqeh\ È`oq�±^`�f�<\ � z a V7W'·�^`df�7Ä
n

VPg<O v-È l Ð7S�| ~mQ<\PÈ`oq�
| ~mQ<\'È`oq�ªK z \� l rf¦�\'O v-^`df�7Ä¸NP\�R É L-NP\'È l Ð7S ¹ L�| oqefW'�&R-S&È`oqL]g�O v-^`df�7ÄÆ���'VPg a O v-È l Ð7S

| KMrf�<O _[^`�f�<\ g l _ a \ È l Ð7S
n

O ´ ì gn\ oqp-\ a ^`��v}NP\'^ht a V7W'·�^`_-KML>VP\ g l _[È l Ð7S ¹ L�O Ð7sf´©^`df�7Ä l v}NP\�KMrfv-\ W'¦�R-S
¹ Lu�f��g�W'_½R-w]sfS�T�V7W'XGVPg©�£È`g l t*T�O df¤h\�\ V Í�W(
*W'SUY[L]\'�*)-Q<O ¼���g�W'_½~md � S�T�V7W'XGVPg£¥7~mQ<\�Y É ��SUÈ VP\ W'��vËVPO t£Y[L]\'O L��

| oqrfefÂ{_�+�x]e[µ-O � S

, oqrf�<O _�-��FW'S
à¾áÀâ�ã�ämå�æqçfè¾é]ê Ö à'ë �
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OQPSR T UWV X Y[Z \^] _ `^a \ba cFdePbOfR ghdeV PSi j k \:Pml n n o Ppa qfr!a s \:V d�t-V X uwv gHVxOQVE] qfl UWPpX y-z�{ |:}~d6� y�dePm{ \(z�{ � � \({ T _ gHV[Of��l � \Z � � \&{ U-] � T � c���Pml nfOQP �̂ ��{ � YH�!R T c-PbdeV a �^V d�z�{ |:� ��{ � Y�{ g���X � � \$Pml nQOQP^zQ�<��{ ��] y�OfR ghdeV Ppa y<V d�PmV l n-V&v gHVx�eV�Pml n� PpX&|�]���T��eq*��l�UW{ \�Z-��{ y-Pml�n
{ �6��Y�RET�c-V X&��Z-\ � l�UW{ ��y<Z-��{ y-Pml�n
��g��b H¡S{ Y�¢K��i~u:VR T c-P�Z \�deV a �£OQPSzQ�<��{ �1] y-V d�z�{ |:� ��{ � Y>OfR T � q>Z \^¤�¥ `C��R gha T ¦§Z \(V d�Pml n
v gha YH}~d6� y�OQPS] _ `^a \ba cFdeP^i � ¦���l � \v gha YH� ¨^X q©OfPml nªv gha YH}~d6� y-] _ `^a \�a cfdeP^i � ¦
{ T _ gHV � l UW{ � y§Z ��{ y-Pml nª� g��   ¡^{ Y�R T � q>Z \�deV a « Y-del ��zQ�§V d(de{ q*v gHVmO� RET�u�a�y§Pml�nª��g�]�y§{ Y�RET�� q>Z-\�deV a�«-Y¬del���zQ�§V d(de{ q*v§gHVmOfRET�c-P�Z-\SdeV a��SV d�z�{ |:����{ �HY§OfRET�� q>Z-\I¤�¥�`�V d�Pml�nv � �­deP�O � l � q®v T � ¯ Y�V d:a �$�<Pml nªz�PpX y§] � T � q®l UWV X Y[Z � U§°±O&dIOQP^v gHVx�eV³²�V l q*´ T c�] q*i � ¦
{ � Uµ�<] y§}~d6� y�dePm{ \� l�T�u�d¶]���T��eq*Pml�n
]�y§����{ �HY¬�eV&��Pm{ �H·�u:Vxde{ y§��g�{ y<�b H¡^z�V X&Y[Z-\$��l�� q>Z-\$��Pm{ �H·�u:V&����{ �HY¬�eV��b H¡^]Wqf{ ��|���{ c-°±O&d¶¤�̧��^a�y

� l�T�� q*l�T�gH{ Y�Z-gH{ c-t-{ k�\I{ y§V d�l�u�a�U§v§«-��\$Pml�nªv§gha�YH��¨^XEqf]�y§i~u:V&v§«-��\${ T�_¹gHVxOf��l��6\I°±O&d¶]Wq�v§gHVbº »½¼�¾
� Ppamqf��Pm{ �H·�u:V&����{ �HY¬�eVxde{ yW��g�{ �6��Y�i~u:V&Z-¡�{ qf]���T��eq*Pml�nª]�y-z�l�T�u�d¶��V a�y§]Wqfl�T�� q*i~yW{ ¿¶º À

7 ����8���%bÁ®Â
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ã ��ÄÅJ�Á�032�46M�N��

��Pm{ Æ yWVxOfl UWV � « |w� T s · Ç \${ c-°�a ¡(²�{ � Y � R T UW{ |�X È y¬°�a ¡(Z c-{ � · \$��PmV l Æ Yb{ y§R T c-V X ��Z \$V d�� « |w� T s · Ç \$ÉS{ YHV&� g�Ê qÉS{ YHVE��] s   UËa c
] q��^d6X Ì�] y¬l c-P�Z \$z�{ � U<V d�ÉS{ YHV[deP^°�a ¡£a c
v · ¡Ka ¦¶deV a �S���ÍX Î U§��tËX j �S� yW{ ����] �   U-� g � l U�deV P^Z   T   `R T UWV P�Z \ � i Ç T U§Z Ï¹{ �1ÉS{ YHVE��{ �1´ T cfOfl UWV ] · ¡Ka Ð U³deV a ��R cª�(O&d�{ c-°�a ¡^Z � Æ g£Ñ�l |:{ y¬��l |���l UW{ |�X Ò<°�a ¡S� g�� u�X Yb{Ó   T ��P� PpX&y§l�c-V X&�CÉS{ YHV&�e¸���V&�^�eV X&\I°�a�¡£a�c
��{ c-Ô&_¹�?��tËX&j��S��yW{ �S��]��� HU�a�cFdeP�eV�� g§a cª] y<Z � Æ g���R T � q�Õ Ö � \©V d�{ c-°�a ¡(z�Ppa q®v � Òb× T Yha Y�R T c-V X ��Z \ � i u:V&��l |±��PmV P^tËX j �^� yW{ �^��] �   U§� gV d¶× T Yha Y£� g � PpX |wv � Ò!l gH{ y-] qfi u:V�Z |�a ¡�v T \&l � ¨���°�a ¡^zQ�<l � qfÕ Ö � \$] qfR T c-PSØÙ{ Ú · ��V���V �Íde{ � |w{ c-°�a ¡´-T�c
{ g§OFl�|:{ yËdeV X&gHPS{ gb��°�a�¡^zQ�-Û~¨wOfv§T�gH{ Ò£��{ c-Ô&_¹�Ü��PpX&|$Z-\:v§�6ÒbZ-|�a�¡S×~T�Yha�YbzQ�§Ý�j�Ì�]Wq*Z-UW{ \x�^a�¦-VERET�\&{ U�Z-\IÞ
X&�� l�|:{ y§]�·�|:V l�U§��V ��l���U§°�a�¡^i~��Ç��] qfV a ¨C��l c-P�Z \Iz�{ � U§V d�Þ
X �wa T ß~× T Yha Y£� g�zQ�<¢�àQ�b� « |�O*��i u:VEtËX j �S� yW{ ����] �   U-� g�¢[á��b� « |âa gh�:deP�¸ Ó k \��l�UW{ |�X&Ò¬ã�°�a�¡(�bu�X&YbVÓ l�Æ6y§]Wqf��i~u:VE��l���U<��l�UW{ |�X&Ò��6X&��cª°�a�¡^v§gHVEv§T�gH{ Ò��eV�Z-·���Ç��-äå���Íde{ ��|�°�a�¡^z�l�|�]�¡�{ ��V&²�{ Ð-��c� l�c-P�Z-\Iz�{ ��U<V d¶Þ
X&�C×~T�Yha�Y���g�¢ ä!�£��«-| � PpX&|$Z-\
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éê
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ç

æ éê è

(

è
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ç
)

� PpdeV PSPpX&�(O*Þ
X&�C×~T�Yha�Y���g���tËX&j��^��yW{ �S��]��� HUQa�c
��V �eV ]�y§]Wqfl�T�� q*i~yW{ ¿
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R u:V a \���{ q�deV l Y!��] T _ q¶i T Ï X � Ç \^i u:VE] · ¡Ka ¦®R T � Ú Y!��Pm{ gh����] _ 	 � \^� T Ï¹Pm] y�] UW{ � u:{
 · \ � Ppa T Ð y�l Ï X Y£v � �1PpdeV P^l Ú ��V l gp�] y-Ý ¡KX \(�ÍZ u�O&a n�d6X U���{ q�deV l Y£��V a y-z�V OQV a ¡S�^X �(OQi Ç ���eV
� Ò��h¤�{ q��-��{ �[��� l c-l y��h¤�{ q��-��{ �[��� · u�OQP�] y-V d¶Z u�O&a n´ T Ò¹a u ��PmV l Æ Y£] Ç ghd � i u:V&��l |�¢KÛ \��åPml nåá����$O*Û \���´ T Ò¹a u Pml nåá����¶� \&{ |:�!Z È \��âá����¶���h] Ç ghd��<� g�l gha �] qfi u:V&] · � ¦
��l � |�O&a ¡^] · j Ï¹V � l U�X |$Z \$v |�O&d¶Z gH{ j gh�e] y§��PpX |�] · Ç y§Û \��â{ c-zQ�§] y§] q®Z Yhd6X �­deP^] qfi u:V&R c-] y<� Ú · \

� l�UWV Þ�V a��C]�T� Hy�OfREÏ¹{ u�{ c-´-T�Ò¹a�u��eV&{ Y�����{Ó  HT���PSv§T���¨�REc � l�UWV Þ�V a��C]�T� Hy§��{ Y����:OfREÏ¹{ u�{ c-Û~\��®�eV�{ Y�����{Ó  HT���P��l Ï X Ybv � � deP£d6X U�a k q�V l `1z�Ppd�Oe�<i u:Pm] y-��V a y�� È u�Of��Ppa q*V l T Ò£V d¶R Ï¹{ uw��{ c-´ T Ò¹a u½Of{ c-Û \��å��PpdeV P^l Ú �S¤�{ qf��{ �[���{ �[�Ëd6X � � \$v gHVE��V a y � l |:{ y¬PpX �^X \$] Ç ghd(deP^v |�O&d�Û \�����{ � � Ò£{ Ybl � q*� �®OFR Ï¹{ u�´ T Ò¹a u ��{ � � Ò£] y-V d�R Ï¹{ u�Û \�����{ � � ÒdePS��V ]�¡�{ ��VE��]�_¹T�u�Of´-T�c*OQV&]Wqf{ ��zQ�Q�eV � l�� q>Z-\${ c-´-T�Ò¹a�u½Of{ c-Û~\��âz�{ ÎS·�\&V&]�y-�³O&a�|½Of��Ppamq*���®OfÉ!a�y§]�y§V d�]�Ç�ghd�¤�{ qv · Ç y§{ y<�   ¡Sl UWV X Y[Z \�OQV&��l � · Ç c�R cª] T j | ¸ Ó \&{ q*Þ�V a �wOfR Ï¹{ u���{ c-´ T Ò¹a u�� T U>OfÞ�V a ��OfR Ï¹{ u���{ c-Û \���O*PpdeV l UQde{ T · ��VdePS{ � � Y£��PpX |w] · Ç y¬´ T Ò¹a u�� g�] yËa ¦-VEÛ \���� g�] qfR T UWV P�Z \ � l gH{ \x�e{ T y�V d�{ c-zQ�§� a Ð gHPm� g£] y-{ c-´ T Ò¹a uåO*{ c-Û \��ªz�Ppa q��e{ yQO� Û~\��åREc*Ofl�|:{ y§REÏ¹{ u�´-T�Ò¹a�u�REcª]WqfPpX&|$Z-\$v§|�O&d¶Z-Yhd6X
�v · Ç y�deP^¤�{ qf��{ �[�-{ ��zQ�Q�eV³Z Ï Ofl � q>Z \(tËX Ì�]   T ��P�� g�{Ó   T ��P�´ T Ò¹a u � g-�eV�Û \���� g�z�Ppa qI�e{ y§] qfR T UWV P^Z \${Ó � � �� PpX&|$Z-\! a�¡S]�T�UW{ ¿Qa��"�ÜÛ~\��å��g�v§·�Ç�y§z�{ \x����PpdeV P^��Pm{ gh���
de{ �6\I´-T�Ò¹a�u�]�y§Û~\����{ c-Û \��ål UWV X · y¬z�{ \x��� ��V l `�deP^] qf¢Kl T � q*Õ Ö � \$V d:de{ q*²�{ � UWVEÝ T ��PS� `�V a \IZ � Æ gH�!l T Ç ghX � y-¤�{ q*��{ �[�-��V a y§Z � · ghd6X Ð Ï¹VZ \mO&� Ï>] qfl T � qFi ��P � l � qf��Pm{ \6�-l Ï X Y£v � �C��V a y-v |�O&d�Û \��#����{ y-V d�] Ç ghd:Of��Ppa q*V l T Ò!V d�R Ï¹{ uw��{ c-´ T Ò¹a uâ� T UQOfR Ï¹{ uv T � ¨1¢Kl y§z�{ \x��{ y<Z Ï OQ�£i u�dePSR · ghd6X Ð Ï¹V�� g � l � |:{ y-� Ú · \:{ c-´ T Ò¹a uwZ \&{ � Y£] y§{ c-Û \��åZ \&{ � Y�de{ q*��{ � · UWVHdeP(] qfPpdeV l Uo i~u:V
� deV Ppa�y-V d¶i~u:VE��l���U!��PpX&\x�&�-zeX&� q*{ Y�]Wq*Z-gH{ c-Û~\����eV�Z-«-g®¢[á

zQ�QdeP^V d¶Û \��å��l |wv |�O&d�] qfZ Yhd6X �*deP���v qfz�{ Î · \&V6l � · Ç c~Z Ï¹{ �1] q*Z gH{ c-´ T Ò¹a u ²�{ � Y£{ y-V d¶��l |w] · |:V Ppa y�Û \�� ¢�à� O&a�y§��l�Æ6y§´-T�Ò¹a�u%$�V a�uw]�y§]�U�a�¦QOf��Ppamq*{ cËd�´-T�Ò¹a�u
� O&a�y£á©��]�_¹`^a�\$]�y§i~u:V&��l�UW{ \©Z-��{ y-��V ��l���U<��PpX&\x�&�§Û~\��®a�¦-Vb¢ ä

� l���q>Z-\$tËX&Ì�]� HT���P�&'�����¶��i~Ï¹{ `Cv§gha�YHl�yËdeP^RE·�ghd6X&Ð-Ï¹V&v§gHV&Ppamq*i~yW{ ¿-z�V X&Y[Z-\
¢µ�e{ T�·�\&Veá(�¬� � l�� q*��Pm{ \6�§v§|�O&d�Û~\��#����{ y§V d�]�Ç�ghd¶��]� HT���P)�����(deP£a�k q�V l�`C]Wqfl�T�Ç�ghX&��y!Z-��·�ghd6X&Ð-Ï¹V�º »½¼�¾
¢µ�e{ T�·�\&Veá(�¬� � l�� q*��Pm{ \6�§v§|�O&d�Û~\��#����{ y§V d�]�Ç�ghd¶��]� HT���P�à
���(deP£a�k q�V l�`C]Wqfl�T�Ç�ghX&��y!Z-��·�ghd6X&Ð-Ï¹V�º À

V d*�hÞ��!i � Ç �^�   ¡S] q*Z Yhd6X �3deP � l T Ç ghX � y�V d¶PpX ��R · ghd6X Ð Ï¹V6z�{ \x�:a k q�V l `���] \&{ U,+ u:{ Ò§tQOQVma s u�deP({Ó � · ` o ] �^X Y� i~¡Ka�¦
l�T�c-V X&�CV d�]�_-��Ç�\Iv§gHV&��\&{ qf���Ía���U§��l�T�� q®��`�Z-·�u�dePm]�y
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l � Î \:] qfPpdeV P^PpX �(Ofz�V �6deV³Z Ì�{ j YhdeVE� �C� g�z�V a � Y¬O*z�{ � � ��V6v T y � z�V a � Y�deP^v T Ç `wOfl � q>Z \$Z ¦-l U���z�{ � � ��VHdePSl � Î \� i u:V&¢Ki T y<��PmV l Æ YH��á�{ g �F²�{ �KdeVx�eV���V ] Ï¹{ j UWP(²�{ 	 T Ò¬a c � l � q>Z \I��Pm{ � · u:V&zQ���eV�v T Ç ` ] y�� gH{ c§²�{ 	 T Òbz�Pm{ · u�a ¡(��V a y�eV&��PmV l Æ YbÔ ��V X \$Z �^a y-� T Ï¹PSv T � c~] y-Ñ�l � � qfPm{ � gHVE] �Ka � Y£z�{ |:v T y¬l U�deV PSl Ú �Si u�OQP£OQP^v gHVEz�{ � � |:P<�eV&��PmV l Æ Y�] UW{ � u:{
 · \Z Ì�{ j YhdeVE� ��� g�l |�Ô _ s \:��X �*X \$v gHV[�eV�] qfl � Î \ � l � c-P�Z \�a T T 	 YbV d�PpX |$Z \$] Ï¹Pm{ j \$� ��v gHVx�eV&] q*Z \&{ 	 T Ò!��{ c-i T yPpd¶zQ���eV&] q*Z gH{ c-i T y¬] qf��l |�v T � ¯ Y�OfPpde¥ ¦§Z \IZ � Ö \:��{ c-{ ���eV³� �Cv gHV � l gha �1z�V a � Y¬O*z�{ � � ��V6v T y-i � T ��z�V a ¦Z � q$deV l   \$v « � \:l `C{ YbPpdeV P^i u�OQPSl � Î \$i u:VEi � T �Sz�V a ¦ªZ Ì�{ j YhdeVE� �Cv gHVEzeX ¨�Z Ï O � Ppa qfl c-V X Ö U-�^a T T 	 YbPpX |$Z \� l�� q*�� H·���\I�b��v§gHV&Ý�gha�Ì
�eV&V d���{ n�¸�Ì�Va k q�V l `�] qfl UWV P�Z \�OQV�Z _ j � ��{ n�¸ Ì�VE× Ç ` a y � l � qf�   · � \:i � T ��z�V �6deV³� � �eV�V d�i T y

è
k PpdeV P^l Ú �Sl � Î \:l T � q  a ¡

��{ n�¸ Ì�V�z�V X � n�] y-V d�i T y-PmV l Æ Y£� ��V l `�PpdeV PSl Ú �£OQVEt-{ ` � l � qIa T T 	 Y!z�{ � � |:P�� u�X Y£i u:VEv « � \ ��{ n�¸ Ì�V�v gHV[�eV&i T y�àl UWV X · y-Z ¡�{ ��V ��{ n�¸ Ì�VEv gHVx�eV&��Pm{ � · u:V�{ y§v T Ç `1] q��^d6X Ì�] y�l · u�a � y�v T Ç `C��V a y-i � T �Sz�V a ¦
� �w�eV�z�{ \x�eR cªZ « � q� a�T��C{ g�i~u:V&��Ppamq©a�T�T 	6Y�Z-·�¡�{ ghdeP^i~T�y
è

k �eV&��gH´-T�c�{ gp�§]Wqfl�c-P^Õ�T�ÖS��Y
]Wqfl�c-PSÕ�T�ÖS��Y�]�UW{ Æ6Ì�{ ��l�UWV X&Y[Z-��U§v§T�Ç�`Cl�·�u�a��Hy-i~��T���z�V a�¦ª�b�w�eV ��{ n�¸�Ì�V&i~T�y k +

ç �eVxa�YHR�qfl���ÎS\�a�¦-VEl�T�� q*i~yW{ ¿� a�T��C{ g�l�UWV ��Ppamq©a�T�T 	6Y���l�|:��Pm{ ·�u�a�¡S��{ c-i~T�y<{ gp�

� l�T�|:{ y§Ý�¡KX&\
ëxìQí�î�ï~ð�ñ�ò�óxôHõ ¾ ë&ö ä ÷Qø>¾6ù&ø õ
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V d�{ c-] ¨�É£OQl � �?v gHV �>à	�ª{ YSá���{ c-�Íde{ � |�{ y§��PmV a ¡�V � l UWPpX �^X \ �>à	��{ Y�á���{ c-�Íde{ � |�{ y§] · Ç y§��{ cËdeP^{ y§] ¨�É£OQl � � �>à	�
k ���Íde{ � |�Ppa ¡^��l |:{ yËa gH¥ Ò � Ö y k a y i a ¦-V&� k � u�X Y i ��] ¨�É£OQl � �?Z u�d6a yËdeP � l � c-P�Z \�deV a �^Z u�d6a y§Ppd6X \I� gH] yW� g� l�� q>Z-\��e{ y§V dezQ�<PpX&y-]�·�Ç�y�a�¦-VxO*Pml���y�Z-\$PpX&yQ�e{ yQa�¦-V&Ñ�l�c-P�Z-\Ii~Ï¹{ `wa�T�T 	6Y�V d i ��]�¨�É£OQl�� �Ld 
KPSi~T�Æ6�®Od 
 P(�   ¡�{ � · UWVHdePbOfl � � q*Z u�d6a y¬V d¶{ c-] ¨�É£OQl � � ��] � c
²�V l qIa c
{ c-zQ�§{ YbR T � qfÞ�{ Ö · UWVEV d�PmV a ¡�V�v gHV[�eV���PmV l Æ Y£R T c-V X ��Z \PmV a ¡�V[�eV&Õ Ö � \I��O&a ¦
� g�{Ó   T ��P�] qfl T � qfi yW{ ¿ � l � |:{ y-] · Ç y-{ c-] ¨�É£OQl � � ��] T   yQOfl UW{ � yË�e{ y£á����Íde{ � |w��] ¨�É£OQl � �� l�T�gH{ ��U���{ j�¿WV&V d�PpX&����{ n-PmV&Z-·�u�deP � i~u:V&t-V X&uwv§gHV&Þ�V X&�
7 ����8���%bÁ®Â
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������ %��©��@ � J�� 032�46M�N��
v gHVE] y§V d¶{ c-] UW{ � deV l   \$] _ `^a \�a cFdeP � i u:V&PpX �^X \I��l |�] · |�X U!á�{ g �¶° V ] UW{ � a cfdeP^] q m × n ���Í�eV l UWV�] y§Z Ï OQl �o RET�� q>Z-\  X&n �
d6X
�
� U�X · u:R c¶OIa s u:R c~��{ c-] UW{ ��deP(²�V i ��] _ `^a \�deP£a ¦-V&�   ¡£OIa ¦-V&i u:V³á�²�V i +

ç ��] _ `^a \bdeP^] UW{ �1� g�l gHl ��deV l   \� l�|:{ y-]�·�|:V PSPpX&�(O�á©��Ppa�¡^PmV l�Æ6Y�¢K]�UW{ �CzQ�<PpX&� ���C]�yW�
� PpdeV PSPpX&�(O ��U�X&·�u:REc
{ g-a�s�u:REcfa�Ð-gHPS��]�UW{ � m + n −

è
]�UW{ �wa�c
��V a�y§]Wqfl�T�� q*]��^X&Y

��{ c-] UW{ ����] T _ q¶�(O&d(a y§É!X ¡S� � n~²�{ � UWV�] _ `^a \(l � ¨ O*tQOQl �Cv gHVH�eV��³O&a |w{ y�a ¦-VER T ghX ¦§Z \�� a gH¥ Ò�rb¸ ��V �-V d�tQOQl �C� gV d m × n ���Í�eV l UWV�{ yQa gH¥ Ò�rb¸ ��V&tQOQV l �CPmV l Æ Y���l � |:{ y��£O&�IOQP£a c n O m a ¦-V � R T u�a y§Z _ ��VEtQOQl ��] y§�Íde{ yÍOQP^tQOQl �� l�T�� q®i~yW{ ¿-V d�PpX&����{ n-PmVxO*l�ghd�Oe�§i~u:Pm]�y
7 ����8���%���Â
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deP^z�{ � gH{ c-�Íde{ � |w× T Yha YH] y¬��l |�] · |�X U�� � c-V a T Ò£�(O&d(a y§� g§a c
���Íde{ � |�] q�á�ä��'�
{ Y�á���{ c-�Íde{ � |w{ yQ�6X \6�,� UWV P(á�ä��'��µ¸ q�� U�d:�eV&Ppa ¡£a c � PpdeV P£deV a �!� \xa ��{ g�Z yµ��� U�d¶] y§Z c�¸ qfPmV a ¡�VEv gHV[�eV�� g-a cFa u��(O&d:a y � l UWV ] · ¡Ka ¦©deV a �SÊ �Ü� gV d¶PmV a ¡�V v gHV���{ c-�Íde{ � |�O*PpX �^a u:i � Ò�a � U!á��$O*PpX ���^X _ ��a � U£á��:a k q�V l `1��{ c-�µ¸ q�� U�dFZ Ï Ofi u:Vxa j ��Z y-PpX �� l���T�j�y<l�UWV X&Y[Z-\¥�ß-{ qf��g��(O&d(a�y-° PpX&�C���Íde{ ��|�{ yQOfl�U���Z-\�� l�`�V d�PpX&�C�µ¸bq��âU�d�l�� q®Z-·�j�Î��Üz�V a�Ð-gHP�{ y-]Wq�zQ�-z�OQl�y§Ppa�¡!a�c
t-{ `V d�PpX �C�µ¸ q�� U�dF{ c-]  y"!Ëã��(�eV � T yËa ¦-V � l � q>Z � U§× _   Y�Z Ç qf] q*l T � q*] �^X Y � l c-P�Z \$� ghX Î Y�i u�a Ò¹a uw] yQOfl Ç ghX U�Z \l���� q �
d6X&��\IREcª{ y-�^�e{ y§v§gHV&�³O&a�|��eV&��j��Sl���UWV X&Y[Z-\$z�V �6X&\6�,��UWV PSv§gHV � PpX&|$Z-\$��PmV PS�Í��gH{ �C]���c
]�y§l���c-P^Õ�T�ÖS��Y�i~u�deP� l�U�X&|���l�U�a�y<{ Ybl���� q$#m{ ÖSYHVEV d���l�`�V O*i~u:{ T�u½OPpX �1°±O&dFZ · u�deP � PpX |w��l U�a y¬��O&a ¦~{ Ybl c-l y-l gH{ y¬Z yWV X ��] ¨ � q$a c
] qFl T � qFÕ Ö � \�O*l T � q¶v T T Æ Y<V d�i u:{ T u v gHV�{ � |� l�T�� q ��{ j�¿WV&V d

ëxìQí�î�ï~ð�ñ�ò�óxôHõ ¾ ëxì ã %[ø ô ù&ø õ
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z�{ yW{ T � a c
¤
a Ì�OQP£O*l � |:{ y-R T   · Ç \©l gH{ yËd6X � q®v gHVE��{ c-z�{ yW{ T � � PpdeV P(Z � q�z�{ yW{ T �C��V a y§Z j T � n ��V d6a   \�X T U�X · Uµ�Qd6X � qPpX&�(Of��V d6de{ �6¨��b H¡£d6X&��q*v§gHVE��{ cËa��6|�dePSv§T���¨�REc � PKO&a�y§z�O&a�T�yQa��6|��eVE¤
a�ÌªOQP!�eV&l�gH{ y§z�{ yW{ T�� a�c � l�|:{ y-]�·�|:V P£O&de��Pm{ T�Ò� i~u:VEz�{ yW{ T���OQPS{ �6��Y�Ppd6X&�^a�y§��ÎS\©Z-Æ6Ì�{  HY¬a�cªZ-��Æ6g���PpdeV P�eV&{Ó   T ��P �
d6X ��zQ��deP^] qf��l � u�a y-��V d(de{ � ¨C] y-] q®Z \&{ Ð � c�a Ð \:l � � q>Z \:i q�a `wO&de��Pm{ T Òb�(O&d:a y-R T   · Ç \I�   ¡S��Pm{ T Òb²�Ppa \� l���c-P�Z-\©]�\&V PmVEPpX&�C��V d�]�yQd6X&j�n
i 
 �6��z�{ ��cFdePbOfl���� q>Z-\�d6X&j�n
��V d:de{ �6¨CzQ�§��{ c-z�{ yW{ T��w�eV�Z-«-g�����Pm{ T�Ò¬a�yW{ n
Z-��q>�b�a ¦-V&] qfR T � q�Z `�V a Ì��^d6X Ì½V d�¢Kz�{ yW{ T �C� g§de{ � q©dePm�-deV Ppa � |���] UW{ �C� Î \�O©a � |�� g���{ c-z�{ yW{ T �C��] �   U§i u:VxdeV a �� PmPpa�¦Ëa�y§° V ]�UW{ �C]�y§l�UWV X&·�y§l�� q*i�q�a�` ��V d6a� H\IÝ�yW{ s�\�Ofl�gH{ T�y§z�O&a�T�y<° V ]�UW{ � �eV&�(O&de��Pm{ T�Ò���V a�yËdeV Ppa��6|

o l�gha�T�Ð-yQa���UQdeP^V d(a�gh�¶��{ c-i~Ï¹{ `�Z-`�V a�Ì�v§gHVE��V a�y
� l���|:{ y-��PpX&��nfO*Z- H¡�V&�b H¡^{ c-z�{ yW{ T�� •

� l���|:{ y<Z-gH{ ·�u:V d^a�cfdeP^l���UWV X&Y[Z-\${ c-z�{ yW{ T�� •

Z Ï¹{ k \IÞ�V X �Cz�PpX y§i j k \ �
d6X �LdeP � a T �C{ g�Ppa q®Z `�V a Ì�V d��^a � |�v T � ¨�z�V X Y[Z \${ gp�§] q*l T � q®v T T Æ Y�É!X ¡^i Ï¹{ ` a cfdeP� l�T�� q*i~yW{ ¿-V d¶PpX&�C��{ n-PmV&�ÍZ-�H��\$Þ�V X&�C��V a�y � l�|:{ y-��l�|�Õ�ÖS��\^OQV&i�q�a�` a�T�Ç�\^OIdeV Ppa��6|���]�UW{ �CzQ�QdeP^]Wqfl�T�U���y

� l�T�|:{ y§Ý�¡KX&\
ëxìQí�î�ï~ð�ñ�ò�óxôHõ ¾ ëxì � %[ø ô ù&ø õ
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ďĄÈî ÂŮĄČşõŚî ćŚČşÞóŘ ßČÞûćÃœŚŢ ôøć ýĆÜ§Âõ'
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$

%

ěŚČţõŘ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ćŘÀäŘ ýùÂþŘć :1 ýĆÜßÆõ

áøÂł ùÂþŘć ýøď ùŘĄąñć ćÀä Œþ ěŘ .ťĺŘ 1 ćŘÀäŘ ßþŘ áĄÞźõ .ÀœŘùÀł ĆţłĄœ ùÂþŘć Œþ ýøď (n ≥ 1) üÖČÖ§ ćÀä n

.ÝČĂîüõ ŠÂő n
�

ø . . . ,2
�

,1
�

ďć řČŮÂŮĆŞ Řď ùÀł ùÀœŘĄą ćÀä n .ÝČœŘĄąüõ Řď ćŘÀäŘ ,ćÂðťäŚĺ řČŮÂŮĆŞ ø ÝČĂîüõ
.ťĺŘ n = 4 Âþě ÛØł ďć Ěf ůõ .ÝČĂîüõ âÞŻ Ýû ŚŞ Řď ćÀä n ßþŘ

0 −1

1

1

ÂŞŘÂŞ áĄÞźõ ,ÝČĂî ěŚèŊ Řď ďŚî −1 ćÀä ěŘ ÂðŘ

(−1) × 1
�

+ 1× 2
�

+ 0× 3
�

+ 1× 4
�

= 71

.ćĄłüõ

.ÀłŚŞ n
�

� ýøŚÆõ Śþ ÂŮïďÃŞ ùÀõŊ ťĺćĆŞ ĆźČţœ Ćî ćÂî áøÂł Řď ďŚî ßþŘ ùÂþŘć ýøď ÂŞ ýćÀä ěŘ öŘĄŮüõ ÀČûć öŚÈœ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ťąŚĺ ÛŞŚì ýĆÈÖœ :2 ýĆÜßÆõ

Ýû ĆŞ Řď Âúł øć ùćŚŻ Âû Ćî ćďŘć ćĄŻø ùćŚŻ ýćŘÀãŮ ø ,ťĺŘ ť£ţþŚŢ ŚûöŊ ěŘ üØþ Ćî ,Âúł ýćŘÀãŮ řþŚźä ďĄÈî ďć
ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ĆŞ .ćďŘć ćĄŻø (üœŚČõ Âúł ø ùćŚŻ ÀĂİ ÛõŚł) ýÂČÆõ ť£ţþŚŢ ĆŞ Âúł Âû ěŘ ÝČœŘćüõ .ÀĂîüõ Ûňø

:ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď Âþě ŕÂł øć ÂðŘ ÝČþĄðüõ "ĆÈÖœ’ Œþ ŚûùćŚŻ

.ÀłŚŞ ćĄŻĄõ ť£ţþŚŢ ĆŞ ýÂČÆõ ýÂúł Âû ěŘ ŚûùćŚŻ ěŘ ĆäĄÞźõ ßþŘ ŚŞ (ÓóŘ

.ÀłŚśœ ďŘÂìÂŞ ÂÚþć "ÓóŘ’ ŕÂł ŚûùćŚŻ ßþŘ ěŘ Œþ Âû éÁ§ ŚŞ (Š

ÂÚþć ýŚûÂúł ěŘ üØþ ĆŞ ÍÖê ĆÈÖœ ßþŘ ýŚûùćŚŻ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ÂðŘ ÝČþĄðüõ "ŚúĂŮ’ Řď ť£ţþŚŢ ÂČè Âúł Œþ ĆÈÖœ Œþ ďć
üÏ ÀþŚŞ Ćî ĆÈÖœ öŊ ýŚûùćŚŻ ćŘÀãŮ ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ť£ţþŚŢ ŚŮ Âúł Âû ýĆÜňŚê ĆÈÖœ Œþ ďć .ÀłŚŞ ĆţłŘć ÝČÖţÆõ ýùćŚŻ

.ťĺŘ ť£ţþŚŢ ŚŮ ŚúĂŮ ýŚûÂúł ÛňŘĄê áĄÞźõ ÂŞŘÂŞ ĆÈÖœ Œþ ýĆĂþÃû .ÀČĺď ť£ţþŚŢ ĆŞ Âúł öŊ ěŘ ŚŮ ćÂî

ýĆÈÖœ Œþ ěŘ ÇČŞ ťĺŘ ßØÞõ) .ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď ĆĂþÃû ßþÂŮÝî ŚûĆÈÖœ ýĆÞû ßČŞ ďć ÂðŘ ťĺŘ "ťąŚĺ ÛŞŚì’ ĆÈÖœ Œþ
(.ÝČłŚŞ ĆţłŘć ťąŚĺ ÛŞŚì

ÂþŚĺ Śþ ĆÈÖœ ýŚûùćŚŻ ßČŞ ěŘ) ýŘùćŚŻ öŊ ýŚúĂŮ ýŚûÂúł ěŘ ôŘÀîžČû ßČŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø üţąŚĺ ÛŞŚì ýĆÈÖœ ÀČĂî ťŞŚŹ
.ćďŘÀœ ćĄŻø (ŚûùćŚŻ
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ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üĺŚØä ýŚûßČŞďøć :3 ýĆÜßÆõ

ćĄłüõ ĆţąŚĂł ćďŘć Ćî üþŚûťČÜŞŚì ýĆäĄÞźõ ŚŞ ťîÂł ßþŘ ßc ČŞďøć ñc Àõ Âû .ÀĂîüõ ÀČóĄŮ üĺŚØä ýŚûßČŞďøć üţîÂł
üþŚûťČÜŞŚì Ûî ýĆäĄÞźõ .(ÅØäÂŞ ø Àł ÀĂûŘĄą ŠĄÆ¡õ ñÀõ Œþ ěŘ ,ťČÜŞŚì ýĆäĄÞźõ Œþ ŚŞ ßČŞďøć øć üĂãþ)

.ťĺŘ A = {a � , a � , . . . , an} ýĆäĄÞźõ ŚŞ ÂŞŘÂŞ ÀłŚŞ ĆţłŘć ÀœŘĄŮüõ ßČŞďøć Œþ Ćî

ýĆäĄÞźõ ýŘďŘć řČŮÂŮ ĆŞ Ćî ćŘć ĆŐŘďŘ ďŘěŚŞ ĆŞ Řď X � , X � , . . . , Xm ñc Àõ ýŚûßČŞďøć ťîÂł ßþŘ ,ÅČĺŚbŮ ñc øŘ ñŚĺ ďć
ßþŘ ěŘ ôŘÀî žČû ,ÀĂłŚŞ ćĄąĆŞ ńĄÊ£õ ťČŞŘÁŻ ýŘďŘć Śû ñÀõ ôŚÞŮ ĆîßþŘ ýŘÂŞ .ÀœćĄŞ A � , A � , . . . , Am ýŚûťČÜŞŚì

.(i = j ùŚðöŊ Ai ⊂ Aj ÂðŘ üĂãþ) ćĄśœ ŘďŘć Řď ÂÚþć ñÀõ Œþ ýŚû ťČÜŞŚì ôŚÞŮ ŚûñÀõ

ø ÀĂî ü§ŘÂÏ ñøŘ ñŚĺ ďć ùÀł ĆŐŘďŘ ýŚûñÀõ ýøď ěŘ Řď ŚûñÀõ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ťêÂð ÝČÞÊŮ ťîÂł ßþŘ ôøć ñŚĺ ďć
ĆŞ ćĄŞ Âþě ŕÂł øć ýŘďŘć Ćî B ýŚû ťČÜŞŚì ýĆäĄÞźõ ŚŞ Y Ûůõ üóÀõ Âû Ćî ćĄŞ ĆœĄð ßþŘ ĆŞ ľøď .ÀĂî ĆŐŘďŘ ďŘěŚŞ ĆŞ

.Àł ĆŐŘďŘ ďŘěŚŞ

.(B ∩ Ai 6= Ø üĂãþ) .ÀłŚŞ ŘďŘć Řď Xi ýŚûťČÜŞŚì ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ Y ÀþŚŞ ,Xi Ûůõ Ûśì ñŚĺ ñÀõ Âû ýŘěŘĆŞ (1

.ÀłŚśœ ñøŘ ŕÂł ýŘďŘć ćĄłüõ ßČČãŮ B′ ýŚûťČÜŞŚì ŚŞ Ćî üóÀõ ,B 6= B′ Ćî B′ Ûůõ B ěŘ ĆäĄÞźõÂþě Âû ýŘěŘĆŞ (2

ľøď ßČÞû ŚŞ ŚfÖČìć ,ćÂî ü§ŘÂÏ ñøŘ ñŚĺ ýŚûñÀõ ýøď ěŘ Řď ôøć ñŚĺ ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ Ćî ďĄÏ öŚÞû ťîÂł ßþŘ
ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ .ćÂî ü§ŘÂÏ ôøć ñŚĺ ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ ýøď ěŘ Řď ôĄĺ ñŚĺ ýŚûñÀõ ýĆäĄÞźõ

.ťĺŘ Ýû ÀĂœŚõ ŚfĂČä ôĄĺ ø ñøŘ ñŚĺ

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûťÈðýŚŻ :4 ýĆÜßÆõ

řČŮÂŮ ßþŘ ďć ďŚŞŒþ ŚfÖČìć ćŘÀäŘ ßþŘ ěŘ ôŘÀî Âû Ćî ťĺŘ n ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ üśČŮÂŮ n ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ :ÓþÂãŮ
.(ťĺŘ 4 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ 〈4,3,1,2〉 Ěf ůõ) .ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ

:ÝČûć ôŚźœŘ ÝČœŘĄŮüõ Řď Âþě ÛÞä øć ŚúĂŮ 2k + 1 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ěŘ P = 〈p � , p � , . . . , p � k, p � k+ � 〉ťc ÈðýŚŻ ýøď ÂŞ

ÛþÀśŮ 〈p � k, p � , p � , . . . , p � k− � , p � k+ � 〉ťc ÈðýŚŻ ĆŞ Řď P ťc ÈðýŚŻ Ćî ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ séÂ§ ŚŞ :Âĺ ÇąÂİ
.ÀĂîüõ

ÛþÀśŮ 〈p � , p � k+ � , p � , p � , . . . , p � k〉 ťc ÈðýŚŻ ĆŞ Řď P ťc ÈðýŚŻ Ćî ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ d éÂ§ ŚŞ :ôće ÇąÂİ
.ÀĂîüõ

ťÈðýŚŻ ñŚůõ ýŘÂŞ .ćÂî řŮÂõ öŘĄŮüõ Řď 2k+1ŚŮ 1 ćŘÀäŘ ýŚûťÈðýŚŻ ěŘ ŚŮ ÀĂİ ,ĎŚŞ ÛÞä øć ŚŞ ÝČœŘÀŞ ÝČûŘĄąüõ
:ćĄłüõ řŮÂõ Âþě ŰďĄňĆŞ (ťĺŘ k = 2ťóŚ§ ßþŘ ďć) 〈4,2,1,3,5〉

〈4,2,1,3,5〉
d

−→ 〈4,5,2,1,3〉
s

−→ 〈1,4,5,2,3〉
d

−→ 〈1,3,4,5,2〉
d

−→ 〈1,2,3,4,5〉

ýĆðÂŞ ýĎŚŞ ďć Řď ñĄõÂê ßþŘ .ÀþďøŊ ťĺćĆŞ křÆ§ÂŞ ñĄõÂê Œþ ŰďĄňĆŞ Řď öÀł řŮÂõ ÛŞŚì ýŚûťÈðýŚŻ ćŘÀãŮ
.ÀČĂî ŰŚśŹŘ Řď ćĄą ýĆţÔð Åşĺ ø ÀČÆþĄĂŞ ĳőŘø ŰďĄň ĆŞ ŠŘĄŻ
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ěŚČţõŘ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ßîíŚŢ ÂÔň :5 ýĆÜßÆõ

ýŚûÝìď Åşĺ .ÝČÆþĄœüõ ÁèŚî ýøď ÂŞ ćÀä øć Âû ßČŞ üóŚą ýĆÜňŚê Œþ ŚŞ ø Ýû Âĺ ťÈŢ Řď 100,000 ŚŮ 1 ćŘÀäŘ
ěŘ ďŚî ßþŘ ŚŞ ťĺŘ ßØÞõ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ (.ÝČĂîüõ ßþÃðýŚŻ üóŚą ýĆÜňŚê ŚŞ Řď ŚûöŊ üĂãþ) ÝČĂîüõ íŚŢ Řď ŚûöŊ ÂÔň
?ťĺŘ ÀĂİ ÛňŚ§ ćŘÀäŘ âÞŻ .ÀœĄłüõ ÀČóĄŮ 9 ø 7 ćÀä øć 70090 ěŘ Ěf ůõ :ÀœĄł ÀČóĄŮ ÂÚþć ćÀä ýćŘÀãŮ ćÀä Œþ

.ÀČûć öŚÈœ É£Èõ Û§ŘÂõ üÏ ø ťìć ĆŞ Řď ćĄą ýĆśĺŚ¡õ ýùĄ¡œ

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŚûĆäĄÞźõ :6 ýĆÜßÆõ

ø ÂðŘ Ai ∩ Bj = Ø :Ćî ÀĂţÆû ýŘĆœĄðĆŞ B � , B � , . . . , Bn ø A � , A � , . . . , An ýĄÌä r ýŚûĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ŋÂê
.i = j ÂðŘ ŚúĂŮ

Âû .(X =
⋃n

i= � (Ai ∪ Bi) üĂãþ) ÀłŚŞ ùÀł ÛČØÈŮ ŚûĆäĄÞźõ ßþŘ ôŚÞŮ áŚÞţŻŘ ěŘ X ýĆäĄÞźõ Ćî ÀČĂî ŋÂê
ýŚÌäŘ ěŘ řČŮÂŮ Œþ ĆäĄÞźõŒþ ěŘ ťÈðýŚŻ Œþ) ÝČûćüõ öŚÈœ 〈x � , · · · , xm〉ŰďĄňĆŞ ŘďX ýŚÌäŘ ěŘ üţÈðýŚŻ

(.ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ öŊ ďć ďŚŞ Œþ ŚfÖČìć ĆäĄÞźõ ěŘ ýĄÌä Âû Ćî ťĺŘ öŊ

P = ťc ÈðýŚŻ Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ,(A ∩ B = Ø üĂãþ) ÀĂłŚŞ ÂÚþÀØþ ěŘ ŘÃźõ ø X ýĆäĄÞźõÂþě øć Âû B ø A ÂðŘ
ďć a Ćî üþŚŻ ,b ∈ B Âû ø a ∈ A Âû ýŘěŘĆŞ ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ,ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ Řď (A, B)řc ŮÂõ Žøě ,X ěŘ 〈x � , . . . , xm〉

.(i < j ŰďĄň öŊ ďć xj = b ø xi = a ÂðŘ üĂãþ) ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ b Ćî ÀłŚŞ üþŚŻ ěŘ Ûśì ťĺŘ ùÀł ÂûŚÒ P

ťêŚþ X ýŚÌäŘ ěŘ P ťc ÈðýŚŻ ø ÀłŚŞ i 6= j Ćî ÀĂłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø j ø i ćďŘÀœ öŚØõŘ ÀČĂî ťŞŚŹ (ùÂÞœ 10) (ÓóŘ
.ÀĂî ÝČÆÖŮ Řď (Aj , Bj) ø (Ai, Bi) ýŚûřŮÂõ Žøě P ťÈðýŚŻ ĆîýďĄÏĆŞ ćĄł

.n ≤
( � r

r

) ÀČĂî ťŞŚŹ (ùÂÞœ 15) (Š

ěŚČţõŘ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üÖÎĂõ ďŘÀõ :7 ýĆÜßÆõ

xi üÖÎĂõ ÂČçţõ n + 1 Ćî ÝþďŘć üûŚÚţĺć .ćÂþÁŢüõ Řď 1 ø 0 ÂþćŚÖõ ŚúĂŮ Ćî ťĺŘ ýÂČçţõ a ÀĂœŚõ üÖÎĂõ ÂČçţõ Œþ
.ćĄłüõ ŽďŚą öŊ ěŘ r üÖÎĂõ ÂČçţõ Œþ ø ÀœĄłüõ ćďŘø öŊ ĆŞ (0 ≤ i ≤ n) yi üÖÎĂõ ÂČçţõ n + 1 ø (0 ≤ i ≤ n)
xi ýŚûÂČçţõ ěŘ ŚŮ øć Ýîťĺć ÂðŘ .ťĺŘ y � = 1 ø x � = 0 ĆÈČÞû ßÞő ďć .yi = 1− xi ÝþďŘć 1 ≤ i ≤ n Âû ýŘěŘĆŞ

.ćĄŞ ÀûŘĄą r = 0ŰďĄň ßþŘ ÂČè ďć ø r = 1 ,ÀĂłŚŞ ĆţłŘć 1 ďŘÀÖõ

ø ýćøďø øć ŰŚãÎì ßþŘ ěŘ ôŘÀî Âû .ťĺŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ öŊ ěŘ ùŚÚţĺć ßþŘ ťąŚĺ ďć Ćî ÝþďŘć üÖÎĂõ ýĆãÎì áĄœ øć
ýĆãÎì üŻøÂą ĆîöŊ ñŚ§ .ÀłŚŞ 1 ýćøďø øć Âû Ćî ťĺŘ 1 üţìø ŚúĂŮ A áĄœ ěŘ ýĆãÎì üŻøÂą .ÀœďŘć üŻøÂą Œþ

.ÀłŚŞ 0 ýćøďø øć Âû Ćî ťĺŘ 0 üţìø ŚúĂŮ B áĄœ ěŘ

ýŚûýćøďø ěŘ Œþ Âû .ÀœĄłüõ ùćŘć öŚÈœ K ŚŮ 1 ýŚûùďŚÞł ŚŞ Ćî ÝþŘùćÂî ùćŚÔţĺŘ ĆãÎì K ěŘ ùŚÚţĺć ßþŘ ťąŚĺ ďć
ďć .ÀłŚŞ (ÂŮŒİĄî ùďŚÞł ŚŞ) üÜśì ŰŚãÎì üŻøÂą Śþ (Śûyi ø Śûxi üĂãþ) ùŚÚţĺć ýŚûýćøďø ěŘ ÀœŘĄŮüõ ĆãÎì Œþ

.ťĺŘ ĆãÎì ßþÂąŊ üŻøÂą (r öŚÞû) ùŚÚţĺć üŻøÂą ßÞő

1384 ťÈúśþćďŘ 14 3 ôøć ěøď
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ø x � ÇþŚûýćøďø ťĺŘ ßØÞõ 2 ùďŚÞł ýĆãÎì .ÀĂłŚŞ y � ø x � ťĺŘ ßØÞõ 1 ùďŚÞł ĆãÎì ýŚûýćøďø ,ñŚůõ öŘĄĂäĆŞ
.ćÂČÚŞ 2 ø 1 ŰŚãÎì üŻøÂą ěŘ Řď ÇþŚûýćøďø ťĺŘ ßØÞõ ÃČœ 3 ùďŚÞł ýĆãÎì .ÀĂłŚŞ 1 ùďŚÞł ýĆãÎì üŻøÂą

ø P ýĆãÎì øć ěŘ Œþ Âû ĆîýďĄÏĆŞ ÀœďŘć ćĄŻø Q ø P ýĆãÎì øć ø 1 ≤ i ≤ n ćÀä Ćî ÀČĂî ťŞŚŹ (ùÂÞœ 15) (ÓóŘ
.ÀœÂČðüõ {xi, yi} ýĆäĄÞźõ ěŘ Řď öŚÈþŚûýćøďø ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ Q

.K ≥ 2n − 4 Ćî ÀČûć öŚÈœ (ùÂÞœ 10) (Š

ěŚČţõŘ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ñćŚãţõöĄţĺ ýŚûñøÀŻ :8 ýĆÜßÆõ

Řď öŊ ěŘ ŘÃźõ öĄţĺ øć Âû ÂðŘ ,ťĺŘ "ñćŚãţõöĄţĺ’ Œþ ø ÂÔň ćŘÀäŘ ěŘ (öĄţĺ m ø ÂÎĺ n ýŘďŘć) n × m ñøÀŻ Œþ
.ÀĂłŚŞ ÂŞŘÂŞ ÀœďŘć ďŘÂì öĄţĺ øć ßþŘ ěŘ ÓÜţ£õ ýŚûÂÎĺ ďć Ćî 11 ø 10 ,01 ,00 ýŚûŽøě ćŘÀãŮ ,ÝČûć ďŘÂì Ýû ďŚĂî Ćî
Žøě Âû ěŘ ,ÝČûć ďŘÂì Ýû ďŚĂî ďć Řď öŊ ěŘ 3 ø 1 Śþ ø 3 ø 2 Śþ 2 ø 1 öĄţĺ ÂðŘ ŘÂþě ťĺŘ ñćŚãţõöĄţĺ Âþě ñøÀŻ Ěf ůõ

.ćĄłüõ ÀČóĄŮ üØþ 11 ø 10 ,01 ,00

0 0 0
1 0 1
1 1 0
0 1 1

2k − 1 ø ÂÎĺ 2k ýŘďŘć) .ÀþěŚÆŞ 2k × (2k − 1) ñćŚãţõöĄţĺ ñøÀŻ Œþ (k ≥ 3) k Âû ýŘěŘ ĆŞ (ùÂÞœ 15) (ÓóŘ
(öĄţĺ

ñćŚãţõöĄţĺ ñøÀŻ žČû ÀČĂî ťŞŚŹ ñŚ§ .ćďŘÀœ ćĄŻø 2k × (2k +1) ñc ćŚãţõöĄţĺ ñøÀŻ žČû ÝČœŘćüõ (ùÂÞœ 15) (Š
.ťąŚĺ öŘĄŮüÞœ ÃČœ 2k × 2k

!ÀČłŚŞ ÕêĄõ

1384 ťÈúśþćďŘ 14 4 ôøć ěøď
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K?LNM O�PRQ S?TVUXW/Y[Z \]LXQ \^LXQ W/_�PRQ S?TVUR\a`cbed�O�P-fhg'ikj�S?lNLXM m&n[oXQ?d�OpW/YqLX\�isr@`cOtW/TVupvwW/xRy-LX\�Q L'zR{pjD|?vVW/}~PRM �"W/n[�/TV}~d�O
\aQ ` � ��z _/Q ` ��M vwW OtoN` bpQ S _�i vpi �"S ��M vp` YpQ S �N� }~�V� �0Q�i � � vp� ysM � � n�i r��t` � � }?�"Z � ∩ ��� T O�M �^i v-K?L�M O�� �0Q?� ∪ �p� M vhi v��r�W/��W/Y[Z \]S?j~�p}3�/M ��ysQ�LcK-Q \�d�OpW/xRy-W/Oto�LXM r � O�QRZ � TVO�M � ikv-K?LNQ LNik�¡Y¢M OhK@`c£ r � M vpikv-K?LNM O�Q L'M YpPRQ S?TVU¤g'ik�¡Y¥�t��r�W/�'�¦ `cyVS?j~�p}~Q W/�'Q?§¢TV�tW/��ikvpisr@�¢�0Q�W/Oto�zR�'Q W/}~g'ik�¡Y¥zR}?M j

Z \]W/TVlqLXQ W/_"̈©W/xRyh\]L&S?}3g'ikj�S?lqLX\"`cYpQ S?ª�vhisr��pysQ S?TVU¡W/YeM ��`cysM �"W/nN�p}3«kQ S?�'¬p\�ikvhQ L��/TV}	LcK-Q \¥��­
LcK-M ��}3g'M Ypikj�S?l¢Q LNM YpP-fh`c£Vj0M vh|?vVW/}~|?®°̄±d�OpW/�²K-\�ikj�S?lqK-\ � O�Q�W/lpQRZ `c£ r³�p}~´µM ª��VysQ?Q L��/TV}3g'ikj�S?lqK-\�`c�¡��}µ�k¶Z ·�TVOtS?lh�p}�K?LXikv¸K?L�g'M Ypikj�S?l¢Q LNM YpP-f�`c£Vj0M v-W/¹R_�d�OhW/�²K-\^W/lpQaK

Z � TVO�M � ikvºK?LNM O��¢� � M vhikvºK?LNd�OtW/Y¥isr�`c�¡m&»&�p}	K@`c£ r³�p}3¼©�¡U¤Q L��pvsM ª��VysQ?g'M Ypikj�S?l�LX\"PRQ S?TVUwK-\�`c�¡��}µ� ½
Z \]LcKXfk�p}�LX\"`c£VTV¾Vv^��o � isr��p�tL&S?¿ÀW/YpikvhQ L0K-\�P-fhPRQ S?TVUwK-\ � O�Q�oXQ?�6�/Q `&rºÁpTVY¥`cO�M j � g'\aQ `c�&��PR\]War�¼©{pbwW/vpM vp`c�¡��}µ�°Â
«k` j©Ã »�S }3` � � }3i r�` £ j0M vh� m �'· Y�W lpQ¤Z W T �ÄM O�` £ � � Y�� m �'· Y�M YpPRQ S T U¤g'i � Y¥M O]fhi r�` OtS lh� }3` � � }3i v-LcK-Q \¥�ÆÅ

Z `cYp\��/M ��ysQ?Q LNg'`c�&vh��r�W/��`cO�M vhikyVW/l-K@�V�¢�0Q��/M �¡�¤LXM r'K��¢�0Q
Ç M ¾ ÈsQcQ LXP-f�� �0Q?� É £ }�M � j[´µQ S ��i r�� �tL&S ¿ÊLX\@Ë&` Yp\��/M � ysQcQ L�LXM r � O�Q�� r�W �Ìg'\�K-` � }~\aQ ` � ��M vp` ysQ S ��� }"` � � }0M O]fZ �¢�0Q?ik£VTV�Xr���r�W/��\aQ `c�&��P-fhisr@`cTVYp\�PRM ��y³K@`cOtLcKXf��¢�0\aikvpQ LNM Yp��r�W/�Ä\aQ `c�&��zR_/Q `c���V�¢¾VÍV}�´µQ S?��g'Q W/v"Z `cTV£ r
Q L�M YpPRQ S T UR� T � ¯;K�K�` T £ r@«k\aM É � �0Q ? M O�K ∪ �∩ g'M Yp\aM � ywoXQ�MÎ �¡�V� \]S ��· � OtL&S u U°QcM O�¬ � ` � �0Q�PRM T vhg'Q W v�Ï Ð Ñ Ò�Ó'Ô Õ Ö ×M YpPRQ S T Uºi r@` ysQ \/� � yR` � � }0� £ � O �V� �0Q ???? � T � ¯;K�Q ` � vsQ6LX\�Ø Î Í };Z ` T Yp\	PRM � ypM Yp\aM � y � O�Q�oXQ�� O�M �tLXM m n©g'i U°M ¾ ys\ Ç L&S ¿�i v�∩∩??

Ç L&S ¿Ùi vh� T � ¯;K;�V` £ r � T O�M ��i vºK?LqQ L0LcK-M � }3PRQ S T U-K-\"� r�W � � T U K-Q�LX\�K-Q�W lpQhZ ` yVLXQ \ LXQ W _0� � ¯;K@i nDLX\\]LcKXfºLX\ � M vh� � �©i vhQ L~K?LXi v¸K?LNPRQ S T UwK-\�K-Q/K�` j0M v ? ∩ ∪? Ø Î Í }3� T � ¯;K~W lpQaK�` O]fk� }	LX\ ∩??∩ M O ?? ∩ ∩ � ? ∩ ∩?Z `cO]fk�p}�LX\ ? ∪ ∪∪ M O ∪ ∩ ∪?
Ç L&S?¿�ikvh�¢TV�&¯;K

132�46567�8�9�Ú
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Q L n g'«¸LXM � jÌi vh«¸W m }3d O	· T ysQ S ��� }	LXM vVW Y©Z � �0Q?«k` j)i � j�S y^� � T ¾ ß²\a` b¥d O	�/Q ` r�W Y¥g�K?L�i r�· OtLXQ \�«¸W m }3g'\aQ ` � �W/Yeg'Q oXQ?ikvp�Vik��TV�¡Y¥M O]f�Z ·�TVYp\ LXQ W/_�à n g'«¸LXM �¡j©ikvh�p{pOhK n + á g'«¸LXM �¡j©ikvh�p{pO��V`cO�`c�Äg'«¸W/m&}	K-\"P-fhg'M �'ikv-K�·�OtLXQ \]W/v
¨)K?L � � »�W l�� T �RLX\"M vpPRQ S ��� }0�V��` £ j0M v¤i � j0Q \	PRM � { O g'«¸LXM � jDM YpP-fºoXQ�� â � v¤� �0Q � { � }�i r � i T U K-Qcg'«¸W m }~\aQ ` � �Ë&`c£Vj0M vhik�Vj0Q `cy-W/vsQ W/vpg'«¸LXM �¡j)g'Q «¸W/m&}	K-\�ÁpTVY¥isr�`cTV��L��pO�M �Äikvp§¢�0M £V}

ã�ä-å¡ä�æ¢ç ÑcèVé�ê�ë-ì ã&í ­ î-ï³ì&ð?ïñë
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¦ �¢�0Q?«k`cj�
µ��r;M YwL&S?��r � O�Q?g'«¸LXM vVLX\^W/Oto Ç M bºØ�ß�QRZ \]LXQ \�\]S?��K�L&S?��r m × n �V«k`cj�
µ��r;QÎ W/TV�'Q?isr@M É�U¸fhg'«¸LXM TV�µLX\
Zm ≥ � K n ≥ � •

Z �¢�0Q�«k`cj)g"LXQ 
clh�/M y á ≤ i ≤ m K á ≤ j ≤ n isr (i, j)
Ç L&S?¿±ikv��p�&TV¾Vßµ\aQ `cbpQ�oXQ?§¢�tW/}�� �/K?oNd�O�M v-L&S?��r�W/Y •

¦ W/lpQ�M m&£V�hK3W/lpQ?�V`cyVLXQ \"«k\aM ��·�Y¥ikv (i � , j � ) K (i � , j � ) L&S?��r'K-\ •

Z |j � − j � | = á K i � = i �����
Z |j � − j � | = n − á K i � = i � ik{p£VO�Q?M OhK ���

Z |i � − i � | = á K j � = j � ik{p£VO�Q?M OhK ���
Z |i � − i � | = m − á K j � = j � ik{p£VO�Q?M OhK ���

�6Z \]LXQ \"«k\aM �[W/upO�\^L � S?��r�LXM m&n�ikvhg"L&S?��r�W/Ye|?_/Q K3LX\ �
g"L&S � r3W YqoXQaK@` £ Yp\"�/M � ysQcM YwL&S � r�� �]M � ��i vpQ LNg"W É �D�/Q ` r3W Ye�V«kQ S ª U°\hL � S � r@d OpoXQ��ñK?W jDM vp` yVLXQ \�` � _�\]W u ysM m � K-\
Á T Y@oXQ?` £ � � T y^z O�M }3� ® O � \"i v-K-\"P-fhM }?QRZ ` ys\]W lwoXM v-W É ��� ��K?W jµL&S � r�i v��/M � ysQ W �µK�` £ £ r�L&S ¾ b���� ���  ��! " # $�% W É �D¬wS ßeLX\

Z `c£V£ r�L&S?¾Vb¥�V�¢�0Q�L&S?¾Vbe¬pM �"LX\"M OhK@«k\]War�L&S?¾VbeP-fºoXQ�W/upO�\�\ � W/upysM m&�©Ø�¾V_"isr�g'Q «k\aM �
Z `c£VysM ��W/v��/M ��ysQ?ikv-K@`c£V£ r;g"�/OtLXik}?M yVW/vp�¢T'&�»�S?}3M vpQ LN\]S?�Äg'M YwW/É��D`c£VysQ S?���p}3«¸LXQ S?�¡YqW/É�yºK-\ � O�Q?`cTV£ r��¢vsM È( � S ¹ � Z � �0Q�«k` j©«k` T � r m = ) , n = ) K m = � , n = ) K m = � , n = � g'M Ye� U°M ��g'Q W vp¬pM Í }^½ � W OtoNz { j LX\PXS � �µK i W ¹ ��LX\ (i, j) W m jD�Vz { j W YqLX\qZ � �0Q�W u O�\	\ � W u ysM m � W � É � W � T � }�* yVL&W � ( � S ¹ �[K�� { ORW � É ��W � T � } � T n�i ¹ & yZ \]LXQ \^LXQ W/_ j

+�+�+�+�+�+
,�,�,�,�,�,-�-�-�-�-�- .�.�.�.�.�./�/�/�/�/�/

0�0�0�0�0�0
111111
11

2�2�2�2�2�23�3�3�3�3�3

4�4�4�4�4�4�45�5�5�5�5�5

6�6�6�6�6�6�67�7�7�7�7�7

8�8�8�8�8�8�89�9�9�9�9�9

m = ) , n = )

m = � , n = � m = � , n = )

ã�ä-å¡ä�æ¢ç ÑcèVé�ê�ë-ì ã&í ¶ î-ï³ì&ð?ïñë
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�VK-` y¸K?L~K-\�
©LcK � S � Oto&S r@P¡K?LXM vs�h\]� yºoXQ?i � T � Yeg'Q W vp� Violante de Rivalonde � �t«k` £ U°Q S OtL�K-\"i � y � S OsK-�pi r � O�Q�oXQ?¼ �M }?Q³Z \]W r 
 _�S � }�Q L�\]S ��i ysQ ocK?L'g'M Yh� � OtS ys«¸W ß�M �©� � �'Q LXM y ( W »^oXQ�P¡K?LXM vp�V� »�LN� Baron Cosimo Laverse du Rondo �
� O�Q W vsM £ v�Z ` � m É vº¨�\]S ��M m £ �^i r@` � OtS £ vRg"L&S ß�� �0Q S �N� } LXM v � O�Q�M }?Q³Z ` £ r~oXM �³fpQ LNP-f�«¸LXM v¸K-\	� »�W l�· T � � � � ��` }�oXQ?¼ �z ¿�Q S »	���¥K?W ��PR\aQ \�PRM � yhg'Q W vh· �°Ø b � O�Q�oXQ/K@\]S vp«k` j©z T { � � O K X � }/Ø bqK-\ oXQ�� & »�i r@\]W r �ºQ ` vsQ�� }�LNPRM vVoNd O
� O�Q�i v"Z \]W r³� }�«k\aM É � �0Qc��· T OtS lh� }��¥K?W ��· YeM YpP-fhi vp` � vpi v � O�Q�oXQ�i r � \]S ��g"LX\aM }3PRM vVoNg'` y¸K-M � �[g'M Ypi ysM � ywK;� U°M �� }�L�oXQ s g'Q W vp�OX � }�L�oXQ d �eW ��g'Q W vºØ Î Í }��V\]W r � T T � � O K X · �°Ø bqoXQ�g"� }�LN���¥K?W � � O�Q�oXQñ�/Q ` r3W Yeg'Q W vhi r@§ T �tW �PR\aQ \"PRM � yhg'Q W v-K-QhZ \]W r�«k\aM É � �0Q X oXQ e g'Q W vºK OO oXQ p g'Q W vp�XX oXQ a g'Q W vh�XO oXQ l g'Q W vp�OXO oXQ n g'Q W vh�OOXZ �¢j�S?yk�p}3·�YwW/�0�¢����§¢TV�tW/��ikvpQ LNik�¡®Ær@P-f��¥K?W/��d���d���g'M Yw�/}�LN�Vik�¡®Ær@d�O
LX\"i � ® r � O�Q?i r�` T � m É y-K�\]L&S �"W v OOXXXOXOOX g'i � ® r@i vh\]W r³� }�LcK?W }�Q LN� O�M Yp� j0Q \a\aM O�P¡K?LXM vhi r�ocK?Lqd O

��`cTV£ r;PRM ���V}?Q�·�Y¥M �¡j � Zpales M O�«k\]S?v sand zR¿�Q
¼ � �6� £ � }~� vhM O�� £ � }~M v � �¥K?W �[oXQ Ç K-M É � }~§ T �tW �¤K-\"Á T Yei r@` Yp\^W T T � ��g"L&S ßµQ L��¥K?W ��g'M Yw� }�LN� »�W l�· T � � ��¼ �Z `cj©ÃR»�S?}�LXM r � O�Q�LX\ K�\]S?��yhzRO�`c¾V��·��°Ø�bqoXQ��pysM ��{pO�g'ik�Vj�L�ikvpPR`cj²�/}�L�oXQ
`k. . . � ` � � ` � W vsQ W v	�¥K?W � � O�Qci v ( S vVW }�` O�` ��g'M Yw� }�L'¬wS ß¥K@�V` j0M v¤i � j0Q \	\]S ��K��eW � k P¡K?LXM vhg"LX\aM }~PRM vVo�LX\ W lpQ¦ `cTVYp\"PRM ��y��V`c£Vj0M vh«k`cj

áà ` � +
áà ` � + . . . +
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�/Q ` r~W Y aaaaa M O bbab Ø Î Í };Z · T OtS lh� }�i � ® r�d O�` £ j0M v¤i � »�W l'LXQ W _�· YwW �D� � � i r b K a �¥K?W �[oXQ�� YpM £ � }0g'Q i U°M ¾ ys\�i v
ab �W LX\"�pO�M �[W/lpQ?�W zRÍV}3g'Q ik�¡®Ær � �Vj0Q \	M vhP-fhÃR¾Vßµisr�\]LXQ \�\]S?��K;�t¬wS?����g'«k`cbpM _/�h�/M y�ikvpg'Q «k`cbpM _qZ `c£V�V��Y¥ik�¡®Ær@d�OØ Î Í }¥Z · OtLcK-M T v�\]S ��K�i v W ′ z Í }3g'` O�` ��g'i � ® r@§ T �tW � � O�Q?i vºK�· T £ r;z O�` ¾ � bba i vhQ L�P-f�· T ysQ S ��� }3· O�\]W r;«k` YpM � }«k` bpM _	i r � O�Qc§ � �[W v � \]W r@z O�` ¾ � aabbba M O abbaab

Ç M � ® r~oXQ?d OpW Yei vh¬wS � � g'«k` bpM _�M vpPRQ S ��� }0Q L aabab g'i � ® rZ ��·�TV£ r;Q W/�'Q ab � TV}aK-\�M O � TVU K-Q?g�K?L�Q L
z Í }~«kQ S �'¬p\�g'i � ® r3W YeM v-W lpQ?� £ � O��sZ � �0Q�W O 
 � 
 _�S ��¬wS � ��g'«k` bpM _/�pi r�� �0Q «k\]W r@M bp\aQ�PRM vVo&L&S � �0\
	 � ª � }~d O
i vpQ L W � ¬wS � ��g'«k` bpM _�M vpQÎ \a` � }3¼ � �D�V· T £ r@z O�` ¾ � W � z Í }~g'Q i � ® rqi vpQ L�P-f^¬wS � ��g'«k` bpM _�M vh�V· T £ r �ñK?W j W �PRQ S ��� � yR«k` }&fp� �0\ai v¤g'i � ® r�g�K?L0W u O�\�i r@· T ��L¡� }~� O�M �Ìi vp�V· T Yp\�i }?Q \aQ�L&S ß � T � YNK��V· T £ rqz O�` ¾ � W � z Í }0g'Q i � ® rZ \]War�Q W/�'Q?Q LN¬wS?����g'«k`cbpM _

Z `cTV£ r Ç M ¾VÈsQ�Q L�M bp\aQ � O�Q��p�V��LX\aM yhM O��p�V��LX\"��«¸W/�¡y�­aÅ ��
���� ì
LX\ W lpQ?i r Ç K-M É � � O�Q?M vh� �0Q?¬wS � ��g'«k` bpM _"i vhi T ¾ j)i r@\]LXQ \"\]S ��K;� L&S � ¹ ��PXS ysM _/�^�/M yhi vhg"W u O�\"PXS ysM _"��«¸W � y�­�� ��
��Ë&�¢�0Q�W/O 
c�	
µ_�S?�pL&S � ¹R��PXS?ysM _"M O]f"Z ·�TV£ r;zRO�`c¾V� bbaa ikvhQ LNP-f�·�TVysQ S?���p}~�V·�O�\]War�«k`cYpM ��}�Q L ab g'ik�Vj�LN�W g'ik�¡®Ær
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P¡K?� ® ��K�� �0Q�i � �'M � á"!#! × á"!#! ¬-K-` ��d O�z }?M j[� YpM u � �0\hK-QRZ ` £ r³� }�Ã T & � ��P¡K?� ® ��� bwS y¡LXM � »�L�g�K?L0W vh� & & � }P-f-LcK-M � }3g'M Ypi ysM �DoXQ�� { O�i vp§ j)�/M u £ Y@K�` £ r³� }~� r�W ��i v �ñK?W j%$ ¾ ¿ÀocK?L0W Y¥P¡K?� ® � Z � �0Q?«k\aQ \ LXQ W _�P-f�g�K?L�Q L
$ ¾ ¿ÙQ \]W »@Z ` £ r³� }~� �'Q W � �0Q�M �'P-f-LX\"Q L�§ j K@��` yVLcK-M � }�· T OtS lh� }3` £ j0M vhi � j0Q \
&@W � � }'| ® ¯±i ysM �DK-\ W lpQ � ` ��L¡� }«k` j©«k\aQ \�PRM � yºW Oto�z { j�LX\"¬-K-` �±Z \]S j��̂ LXM �Ä¬-K-` �DoXQ?` ysQ S ��� � ypP¡K?� ® � � � ¯ÀLX\@Z ` £ r³� }��ñK?W jDQ L�� r�W ��«¸LXM v¸K-\

Z ·�OtLXQ 
clh�p} D K C �B �A g'M YpikysM ��zR{pj©ÃRvsM ¹R}~Q LN¬-K-`c�Äg'ikj�S?l�LXM m&n��/M y"Z �¢�0Q

áà
�

á"!#!

á"!#!�àá
A B

D C

i r@� �tL&S ¿ÊLX\�K@«k` jD¬pM � »	§ j�W Ye«kM u � �0\º½ � O�Q³Z \]LXQ \^LXQ W _�«k` £ £ r�´µM �tW �^«kM u � �0\�d O D K C �B g'M Ypi ysM � oXQ?d OpW Y�LX\
LXQ W _ A g'i ysM �[LX\"P¡K?� ® ��§ j)g'i � T y-LX\"i � T � y-LX\@Z ` £ r³� }~´µM �tW � A g'i ysM ��i vhQ LXP-fh�V` j0M vpM Ypi ysM �ÄP-f-oXQ�� { OpLX\"P¡K?� ® �

Z `cYp\/�p}3ik}?Q \aQ�M �'P-f-oXQ�Q LN��r�W/�'$p¾V¿+�/M up£VY@K@\]W/TVlh�p}
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�VM YwocK?Lq� â � vwL&S x £ } � O�` v0Z � �0Q�«k` j)´µM �tW � g'Q i ysM ��i n[oXQaLXM v-W Y�K�LXM vh` £ n�P¡K?� ® �Äi r@` ysQ ` vh` YpQ S �N� }~M }3Ã & � }
LXQ W _�i ysM ���/Q ` r3LX\"P¡K?� ® ��i r@` £ r³� }�� j0Q \a\aM OpK�` O]fk� }0«kM u � �0\hW �©` £ r@� r�W ��i v��ñK?W jD` YpQ S �N� }0P¡K?� ® ��i r�� }?M u £ Y

Z \]LXQ \
��¬-K-Q�ocK?L�oXQ?� LXM vhd�OpocK?L k W/Y��p£V�&O � . . . �¸�/Qkà k + á ocK?L $p¾V¿±�¸�/Q k + á ocK?L $p¾V¿±�V¬-K-Q�ocK?L $ ��¾V¿±Ã &���}~isr@`cTV£ r � W/»

Z `c£ r³�p}3�¢j0Q \a\aM O�Q LNP¡K?�/®°��PRM {p}3� K-Q�ikvhQ 
 �ePR\aQ \^oXQ?¼©��� LXM v-W/Y@K�`cO]fk�p}~«kM up�V�0\��ºQ W/�Dikv
i r�� ��M � »/\�g'i � Y¥� £ � O'Z ` £ r@Q ` T � Q L�¬pQ S � �©´µQ S ��\]S ��g'«k` j)� j0Q \a\aM O Ç M bºØ ß�Q�oXQ�M m £ ��i r@� �0Q � O�Q?Ã & � }��µ` Y
��S ® j[¨©W �©Ã & � }�PXS n[W u O�\ �eW ßeoXQpZ ` £ r@i ¾ �0M � }"Q L�«k` j©´µM �tW �^i ysM ���/Q ` r3oXQaLXM vVW Y¢i r � O�Q�K�«k` j©´µM �tW �^P¡K?� ® �Z `c£ r�ik£VTV��TVvhQ L k LXQ ` &�}~`cYpQ S?�N�p}	W/upO�\ Ç LXM ¾VbeikvhM O��V`cyV�/v-W/�©P¡K?�/®°�Äikvp·cr;�p®°TV��`cYpQ S?�N�p}3�V�¢�0Q
Z �¢�0Q � {p�¡}~g k � OtW/�VlwL&�/vhM �¡j©´µQ S?��`cTV£ r��¢vsM È-�/TVyºK�`c��W/vp\]S?� �µ`cY¥ikvp`cysQ S?�VvhÃ &���}~isr�`cTV£ r�ik¾V�0M ��}3g"L&S?ßµQ L k

Z `cTV��OtS?£Vv�`cO�Q «k\]LcKXf��¢�0\�ikv k g'Q W/vpisr@Q L�g"LXQ ` &�}~�ViklwW/v-LX\�\]S?�Ä´µQ S?��g'Q `c�VvsQ�LX\
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LXQ W _"· Y@W �©� � ��� �0Q L�� � �µoXQ�i r�� �0M Yp· _�L0oXQ?PRM O�M ��� vhg'Q i U°M ¾ ys\"�s� YpM £ � }?M yh� �0Q L0oXQ ��g � \a` b¥i � j�LNd O�oXQ�L&S x £ }
P-f��V` j0M vhi � j0Q \�i }?Q \aQ 
 _�S ��P¡K-` vº� T y�
 nÄ� � �²oXQ�i { ® vp�V� �0Q LN� � �²oXQ � & »"i y�M Yp· _�LNg'i U°M ¾ ys\ W lpQpZ ` £ j0M vhi � »�W l

Z ·�TVOtS?lh�p}3�s�pYpM £V�V}?M y��eW/ß¥K-\ oXQ �hQ LNg'\a`cb¥g'ik�Vj�L
LX\0­6½��ñ½�\a`cb�Ø Î ÍV}¢Z `cj0M v¤«k`cjµW/YpM ��MÎ £VTVbeik�Vj�LNP-fwoXQ��p�V�¡��_^LX\ W/lpQ��V\]LXQ \	\]S?��K@g'\a`cbeg'ik�Vj�LNd�OpLX\ N \a`cbe·�TVOtS?lh�p}

W/Otoq� � YpM £V�V}?M yh�¢�0Q L�oXQ�g'ik�Vj�L
á"!#!������3á ��� � � !�� . . . . . .

W/Oto�� � YpM £V�V}?M y��eW/ßhK-\^oXQ?g'ik�Vj�L�LX\	¶�� �cÂ�\a`cb�K
. . . . . . ��� à�à !#! à !#!�)
!�á�� . . . . . .

Z \]LXQ \�\]S?��K
` T £ r � W »qZ ` yVS j~� }0«k\]W � j©�t¼ � ys��� O�Q S � �0Qcz O�M ¾ _ � T £ rºM � W x ywoXQ?i r@` ysQ «k\]LcKXf�� �0\ai vpQ LNg'\aQ ` bpQ?�/M � ���VÃ T & � � d OpLX\oXQ��/Q ` r�Á T Y¥i r@` j0M vh\]S �"S }�� YpM £ � }?M yh� �0Q L�oXQ�g � \a` beg'i � j�L�d OhW lpQ?` T Yp\"PRM � y0Z ` £ j0M vp\aQ ` bpQ � O�Q X � , X � , . . . , Xn\]S ��K@· Ye� T ¿�M � � O�Q�M vh� YpM £ � }?M y	�eW ßeK-\ oXQ�g � \a` b¢g'i � j�LNd O�«kM lpP-fh�V` £ j0M vRi � j0Q ` y¤\]S ��K@P-fºLX\��^S »�¼ � � yp\aQ ` bpQZ \]LXQ \
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� ® { j �µQ W lDZ �µQ W leg'i OtW x yp· T YpM É }3i vpi y�P-fhz { j©i v � & »�� U K��V· OtLXQ \�� �µQ W lp�^�/M ysi vpg'\]S �"S }3i v-oXM T y�i ® 	 � } � O�Q�LX\P-f � T v ( S ¹ ��M vhi r�M Y 
�Q� L0oXQ�� �"W v � T vh¬pM O�g'\aQ ` � �hK@` yVS j~� }3«k\aQ \�PRM � y • � }/Ø b¥M vhi r�� 
�Q� LX�^g'\aQ ` � ��z }?M jD� �0Q
Z ·�TVOtS?lh�p}	LcK-M ��} 
©S ��LNM Y 
�Q� L�P-f�ikvpisr�`c£ r³�p}~zR¿;K@·�YpikvhQ L 
�Q� L0K-\"MÎ &�TV_/\	¬pM OpW/Y[Z `cyVS?j~�p}~«k\aQ \"PRM ��y�M Yp¬pM O


�Q� L~K-\ root(T ) Z \]S j~� }0«k` ysQ S � root(T ) i r@� �0Q?i � OtLNP-f�
�Q� L�d O�i r�
�Q� L�à n − á M vp� �0Q�� »/Q W l T W � � 
^� �"LX\

�Q� L�d OhW lpQ¤Z ` £ � � Y 
�Q� L�à n− � − á M vhg"W � 
 � �"LX\"g'i � OtLq�/Q ` r�W Y¥i r right(T ) K left(T ) g'M Yh�/M y�i vp\]LXQ \ LcK-M � }i »/M ¯�Q 
�Q� L0K;�tz lwW � 
]�¤Q LXP-fhi r@` O]fk� }0� �0\ai v	
�Q� L�à n M vp� � �"LX\	�V· T £ rqi »/M ¯�Q T W � � 
�� �"LX\�` yVo&W » K-\^oXQ�� { O¤K@i � OtL � T v

Z `cYp\/�p}3PRM ��y�Q L 
�Q� L@­��;M vhzRlwW/���¢�"LX\"d�OhK 
�Q� L@­aÅeM vwW/���¢�"LX\"d�OhW/OtoNzR{pjÀZ ·�TV}?M yk�p} ex(T ) Q L

T W/� 
^�¢�"LX\

ex(T )

root(T )

right(T )left(T )

T zRlwW/� 
^�¢�"LX\

root(T )

left(T ) right(T )

¶�g'M £ ¾ }	LX\ � O�M � � }3� � _�L n \a` b¥d O�M vhQ LNP-f�
�Q� L~W Y@W lpQ?i r���
�Q� L�à n M vh� �0Q�� »/Q W l¢· Y n g'i �"LX\ oXQ�§ � { } �^S »W lpQ�` ysQ z � � }�· Yei v 
�Q� L~K-\�Z � �0Q�z ¿;K~W u O�\ 
�Q� L n i v¤��­'M OpK@� �0Q�W É ¿ M O ai
i r � a � a � . . . an


�Q� L0W Ye�V· T Yp\	PRM � y
· OtW T u vpQ L n g'i �"LX\ oXQ?§ � { } �^S »�K-\^W lpQ?i r@` O�\�PRQ S ��� };Z ` j0M vpi � j0Q \ ��Ø � �'Q�· _�LNd OpLX\"MÎ & T _/\^K-\aP-f^� OsK-\�K-\�� O�M � y
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P,QSR T.Q PVUXWZY [ \<W.] ^ _a`.b c _dQS] egf h&i e<Q Ujb \<R ^ kmlXQn] h o epl%f q \rPLs t/QSi u v�o wFWxb y�z{lXb |�Q U�] ydP,W�P,W WxQ [ }<QCR ^ kmf ~ f � f �r] � }
R ^ k�Q U����,���6P��n�,�n��Wx[ }ZP,W [ \<Q f � epP,Q�o w<Qx� � � ��Y [ q ��] ^ _���b � �?Q Uj��P,W �&b q � ��UXW � y<o e<z�W ��b ^ \<����� y�o e�P,Wx�,l%f q \
���n�,��o edQ o e<��Q f k?s v�o w�] ��o � _�UXW�Q U�b \���� y�o e�P,Wx��o w<QCi ��] |�U%f  ¡UXW ¢g[ � y�f _�] �j�n���,�¤£¥U%f  �i e�Q UjR ^ k&¦  �b �?[ q �

Y sFt/QSz�W§lX��b c�¨g\LUXb ¨g��e�PLi�ugv�o.w¥Wxb y�[©yª[©k«� lXb e���y�fS~ fS� fC�r]<��}F¬�^�­®UXWZY [©¯V]<�
i u ¯�f _<° ±<b �L�&i ² ³  ´� y��6PSU�Q U��µ���������&i u ¯�Uj�&b q � u t/Q i ed��¶�·pf ¸�i e�� P��6lXQ��&b \<i u ¯�U�`.b ^ |<P,Q��¹lXb ¨ u �SQn�n�X��ºB»½¼�¾
P,W ]<ugTµPZid�L[©q �r¿C¨g��Àª|�� U%fS¸�i�ugt/W�¶�i�e<Q Ujb \<i�ug¯�Uj¬�yªQSid�LsFt/QC¬�yªQC� lXb e�¬�yªQBlXQxP,QCÁ�[©\Â¢g��i�ug¯�UL�xÃFb� Ä%^�k&��sFt/Q
f ~ f � f �Z] � }�i �L[ ¨ q �Li k f |ª��[ ¯/b e<i u ¯/Q W�UXQ o Tao Å yªW	�&i u t/W	� y<UXW R ^ k&¦  �b �>[ q ��] �/R ^ k�i u t/W	� y<lXQSQ U�Wx[ }
] ~ PLs t/QSz�W§o �r��b ² u �SQ©�&[ q ed¿ ¨ � À |�¬ yªQC�&Q o e�Q U�Æ(PSU�[ q �ÇP,Q<Y ��[ \<W6] �¤`.b c _dQxÈab e�£¥U%f  �i e<Q U�Wx[ }LP,W R ^ k

Y [©¨gq �r��^X�&P,QSi�e�id�L[©\<Q fShj]<�Éb ^�¯�lXQS�XfSq ��QxPL[©q �r¦��?Q Uji���Êg���É¬�yªQSsFt/QSi�ug��_dQ fSug_
Y [©¨g��y�fSqge�W§fSh?Ë<t/b ÌM�&i�wpo.e<�6PSo.e�Q Uj�&[©qgedi�ugt/WM¶�¬�yªQ

i�e<Q Uji�ug¯�Ur�xÃ¥]<qgÄ%yª��[©q �r¦��«i�ugt/W=ÍÎb e�Q Uj¦��gT sF^���T ·<Q f Ï�tÇsFt/QC[©��e�id�ri�ug³ªwZP,QSi�e,fS~ fS� fC�r]<��}�UXWxb �É�¹lXb ¨gug�SQX�n�X��ºBÐÑ�Ò ·pf ¸�i e<�&b \<i u ¯�Uj`.b ^ |���Q f |B] �/[ ¨ q �Zs edb Ó=£�b }�� ¸�QC¬ yªQCi e<i k f |Mb e Y ��[ q �L¿ ¨ � À |MÔ yªQ o ¯9��b ^ \Fb e�PLi u t/W�Í
] � }¥ÆBÕ�PSUXi ed��i u t/W � y�lXQSWx[ }rP,W Ö ¨ \ÂR Õ ^ k«i �rW§o �r¿ ¨ � À |�� U%f ¸�i u t/WM× Ò i e�Q U�Ø�Ø	Ù�Ù�ÙnØ��&i u ¯�U��&b q � u t/Q i e

Y [©¯/b �g_�i�ugt/W���b ^�\ZUXW �¹fS~ fS� fC�
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o ÌM�&Q i _gf w<i e,× Ò b |��&WxQ [ }<QCb e�Q Ujs t/QSW§o v �&Wx[ } Ò i �L���Xf u t�ÍFPÉo å t Ò b ed� Ò¥æ ×½·,P,[ k«� y��&b \<i _db h�¿ ¨ \<Q f hj] �
o Å yªW	�&b \Zo å t9b epo å t Ò lXQ�� y<o \LUXW z�[ ¯Çi u ¯�f _=WxQ [ }<QCç�f ^ c ��PrW§f ¯Çi u ¯�f _�i _db h�� y�UXW b� À ¨ T.W�Wx[ }Zo \¥i �L¿ ¨ q �
�xÃ�o edQ o epo å t�o \¥�&b \<i _db h?WxQ [ }<QCR ^ k?s t/QCz�[ ¯�o Ì�è�b |��¤WxQ [ }<Q�lXQSi �Éo y�l�·,P,[ kmUXW ¢ Ò�é ×½�&Q o e�� � � �FY [ ¯/b e<��b � ê y

Y sFt/Q
ë ì �è ¶ íî Ã Í

��W§o �¤o ÌM�&Q o e�] � �ZÆ(PSUZ� y���Q f kmUXW [ yªb e<b ^ ¯®ï%[ ¨ \<W6`.b c _dQ Ò W Õ o v�o yªWxb À �Mo yªb tÇ�&Q o e<Q U/UXb �r¬ yªQC[ ¨ _dQ f |B] �6b y§ð
Y [©¨g\<W i�yªQ UXQ Ò¥æ ×��&b \<·,P,[©k
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ç�f ^ c �MUXW ö Ì�¢g��z{o yªQ W�b epo å T�] Tª� |�÷Éb À _d��W§UXQ W6] yªb ø u _dQ%�&i å À _pP,Wao å Tao \mY s t/QCz�[ ¯Ç¿ t�Ujù � u � �Mo å T Ò �&Q z{o yªQ W�UXW
P,W�lXQ�] ê yMb� À ¨ T.W�i �L�&Q i _gf w<i e�s t/Q�] yªb ø u _dQ%�&i å À _ Ò lXQS�&Q i }pf ^ c �/��·<Wxb Ä u �S�<�&i }pf ^ c � � yjY ¿ y�UXQ W ] yªb ø u _dQ%i å À _=ú Ò
fSûr}¥÷ Õ b Àª_�¢g�,ð�üÇfSý�Ujid�L¿C¨gq ��¿Ct�Ujz�Wxb t(]<Ä%��­ Ò ��y�o.w<QC¢g�,ð�o.e<z�Pn��}rPL¢g[©¯/b e<i�}pfS^�c��É¬�yªQBUXW�o.å�Tao.\Â]<yªb ø%ug_dQS�&i�å�Àª_Ò PrüþQ U Ò b e<s t/Q�] � ê ¯9¢gz�Wxb t(] Ä � ­ Ò lXQxU%f � q �S�VY W§o ¨ wLUXQ o T ] Ä � ­ Ò ¬ yªQS¦ h&Q W�z{o yªQ Waÿ ��o �V¢g[ q ¯/b e�i }pf ^ c �/¬ yªQ

Y ��[©qgq ��]<�ÉW§U%fSh o.e,o.Å<yª[©ê<y�b e<b \ÂüþQÏ U6UXW6ÔMÀªv �,ð�çX��­�Q�id�LRS��­
����������	�
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¦ ê ¯ UXW i ��] |�U%f  þUXW�[ q \<W.] �V¦ ¨ ê � |aQ U�·<Wxb Ä u �/�&i }pf ^ c � � y�z�[ ¯�� � � �É÷Éb À _�o y�lj¦ ê ¯�P,WalXQn] ê y�UXW�� � � �
Y W§UXQ [©_�UXQ o.T ]<Ä%��­®¶F��PSUXW z{o.yªQ Waÿx��o.�V�XfS�?¢gsF��¨g_a·<Wxb Ä%ug�Éz�[©�̄�*�����¤�&i�}pfS^�c���o.Å<yªW
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ù � u � �6·<Wxb Ä u �V�&i }pf ^ c �6[ q ��¢g¿ ¨ q �L¿ t�Ujz�Q f h&·<WaPrù � u � �Mo å T Ò z{o yªQ W�UXW�o w<QC� Ò�� ú�� Ò ] Ä ¨ � ¸ Wx[ }Zo \¥�&Q lXQ i e
Y [©¨gyªb ^�_�£�b �gÓdQSb� Àª¨gT.W�Q UjW§fSh?�&b }<WxQ�ï%sF¯/Q W ¿C¨g\<Q fSh«÷Éb Àª_,lXQ
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¬ ê ^ �S��s t/QCz�[ ¯Çi u ¯�f _ Ò b |��¤¬ ¨ e<Wx[ }¥� y�¢gi � TµP,[ q  þo \Zo Õ y�lÎY ¿ y�UXQ W Ò b |	�&�&b \<z{UXb ^ ¯9b e�] ydP,Wxb k��&i � TµP,[ q   Ò
o y�l6UXW z�[ ¯/i u ¯�f _<WxQ [ }<QS¿C¨g_dQ fS|B]<^�_ b �É[ ¨ q �Li k f |&Y ��[ q ¯/b e<��b � ê yM¿ \Âb e�i � TµP,[ q  ´[ q �mo y�l/UXW z�[ ¯Çi u ¯�f _<WxQ [ }<QSs t/Q

Y ¿C¨g_dQ fS��e�Q Ujb \<i���TµP,[©qg 
U Õ W�UXb e,o \Â��Q f |B] �É] ~ PL¢gs t/QSi u � e�b \<i � TµP,[ q   �&i ^ \LU Õ W Q [ u edQ�Y W§UXQ W W§f k6P��ao t(£¥f T.b y��&WxQ [ Ä |�i � TµP,[ q   o \ZUXW
b \<i � TµP,[ q  ´¬ yªQ�ÿ ¨ �%ðgUXQ o t/QC�&i u ê _/Y s � e�Q UX�,ð�U Õ WMPrW§o ^ ¯(Q U��,ð���PSUXW �&b \<£¥f T.b y�WxQ [ Ä |�¢gW§o �&lXb e�Q U�i � TµP,[ q   � y
¢g�,ð<�&z{UXb ^�¯Çid�L[©_gfS¯V]<�V¦�Àªugqg�V�&Q i���TµP,[©qg ´i�e=�,ð���PSUXW��&b \<£¥fST.b y�]<�Sb ^�|Mi���TµP,[©qg ´��y<U Õ W	¬�ug��e��*²��Si�e=id�LsFt/Q �,ð

Y sFt/QSz�[©¯Çi�ug¯�fS_�i���TµP,[©qg  ¬�yªQBo Õ y�l
� [©¨gq �ri�k fS|=o.y�l�·,P,[©k«i�e<¢g·<b �g�É��Q fSqg}<i�e

�&i�¨g~ P,QSWxQ [©Ä%| z�[©¯Çi�ug¯�fS_�Wx[©} �&z{UXb ^�¯b \<£¥fST.b y i���TµP,[©qg  o.y�l i���TµP,[©qg ì í �ë í íÍ � Í
] ~�b h?i � TµP,[ q  ´¬ yªQC¢g�,ð�U Õ W�¬ u � e�� ² �Éi e�] ~ PL¿ ¨ q ¨ e�] �É£¥f T.b y,ÍÎ¢g¿ ¨ q �¤lXb e�Q U�Í �&z{UXb ^ ¯Çi � TµP,[ q  ¡U Õ W Q [ u edQBUXW�o w<Që ¢g¿ ¨ q �¤lXb e�Q U&íLz{UXb ^ ¯(�&i � TµP,[ q  ¡U Õ W�o w<QS·<b � Y W§f ¯V] �V¦ À u q �&�&z{UXb ^ ¯Ç�&i � TµP,[ q   i e��,ð��&b \<£¥f T.b y�`.b ^ |<Prz�[ ¯
] T.b e=i � TµP,[ q   ¬ ¨ ^ \�UXW6£¥f T.b y ë s t/QCz�[ ¯Çi u ¯�f _�írWx[ }¥i � TµP,[ q  ñ¬ yªQBo Õ y�lj�Xf �?¢ UXW6¬ u � e=b e�] ~ PZ¿ ¨ q ¨ e�] �/£¥f T.b y
lXQ�£¥f T.b y�ÍFP�¦ � T�lXQn£¥f T.b y ì ��¿ ¨ q ¨ e�] �¤£¥f T.b y�èF¢g¿ ¨ q �&lXb e�Q U��&�&z{UXb ^ ¯(�&i � TµP,[ q  ®U Õ WMo w<Q�ö � t Y [ q _db ��] �
� î ¢ ír�&z{UXb ^ ¯9�&i � TµP,[ q  �UXW �Xf q ��Q�PrW§f ¯(] �É] ~�b h?¿ \¥i � TµP,[ q  ñ¬ yªQS¢g�,ð�U Õ W ¬ u � e<b e6Y � Í �&z{UXb ^ ¯Ç�&i � TµP,[ q  

Y ¿C¨gqg¨ge�]<^�_a]<|�fST.b yM¿C¨gq �¤lXb e�Q Ur�¤�&z{UXb ^�¯Ç�&i���TµP,[©qg  U Õ W z{UXb e{P,Wao.w<Q�Y sFt/QSW§fSk fS�V£¥fST.b y
� y<U Õ W ¿ ¨ _dQ f |B] � Ô À v��g¿ ¨ _gÿ e=s t/W�b \<£¥f T.b yai e<b yM¿ ¨ q �VlXb e<Q Uji � TµP,[ q   [ q � U Õ W ��b ��lX¿ \F¿ ¨ u � ¨ _XlXb c �Vi �Z[ ¨ q �Zi k f |

Y ¿Cyª[©qg�ge�Q Uj�,ð,U Õ WMPL¿Cy�UXb �̂��e�Q Uj�,ð���PSUXW �&b \<£¥fST.b y�¢g¿C¨gq �&lXb e�Q Ujz�Q fSh&·<W��&i���TµP,[©qg 
Y [©¯ÇRS��å��Éb \<£¥fST.b yM¦��rWxQ [©Ä%|<lXQS��Q fS|B]<�V��z�Q fSh&·<W�W Õ Q [©Ä%|�i�ed���afSv ¦�^�}Â`.b c�_dQSb e<[©¨gq ��sFedb Ó

��[©¨g¯/b e� �v�fS�S�
����������	�
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LNM�O PRQTS&UVO WYXZUVQ [ \ P^],_�]`O a b c&O dfe gNh d/Q�i j kml&S&O n=e o p o q([ r s t P^uIl%v wxh g�y z9{ W�| t s t } t g~i � ��]`Q l�UVQ y w��xh g�y z
X�QT[ \ w � U�t w=��U�y g��.Q [ � b d/Q�Q l�|Y]�t b s�Q U�� WYl�L�_��x� k�O a b c&O dfS&O n=� �.��i � g�� r d9S&Q y w=h g�y z9� WRQ`� U�l�Q U�� �.��S&UVO WYXZUVQ [ \ P
y nNLN� �.��[ � }�e w=Q l�[ r � g�y n�e � � w`�m��U�y � kx��UVO � b d/Q�� �.��L�[ r � g�S6L,O � ��UVQ [ \ P<X�QTO   � P^e k=� WYl�L�_xe gN[ z(��t � \ ��i � g�� r d
y r r o P^[ r � gN],_�e wx� ¡ b ��S&O n=� �.��X�Q�{ Wxy n��m[ r � g�{ W�]`U�X�O wx�m¢ r PYy P^� WRQ£e w6� h d/QT��U�y g�� ¤�LN[ r � gN[ � }¥e wxQ lZ� �.�
]`Q [ � ��l�O gNe g¦X�LTl�y n§]`O WRO ¨<l�U6�m� r s�U�� WRQ e wx©ª� [ � g~i ��y r r o P�« � �¬y w=O W�­®t �TO c�e w�� z�LTl6X�Q¯i � \ WR°�[ n=U.i �¦h r \ ±�L
]`U�y g�­®t �TO c¥��Q l�O   � P^� WRQ °&� [ kmt z�i ��e q&Q t ��� � � �²O wx[ � � g�­®t �TO c�Q l�O n=� �.�³S&e a n�O n=[ r � g�]`U�X�O wx[ � n=Q t cZi �
S&e a n�X�LTl/y n�X�O ´~_,l�U�e gN� r k�Q U.i �²©�µ h � r k,X�O p �	y j WRU	S&e w�O � �/S&O n¬l�O g�O W^O n=� �.��]`U�y g�� z ¶�O W�� X%t r · ¸ ¹ º�� h d/O n=� �.�
� [�kmtTz®­®tT�TO c��»l�O w»L,U�O n=�I�.��S&e�a¼n§e�gNU�X�Q lZO n=[�rm�½g¦X�Q�i=¾�\%wx]`Q tTPHi=��e���rma¼nNX�LTl�]`O WRO ¨`l�U «®¨²� [�k�Q ­®tT�TO c�O n=�I�.�
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� hId/QTe�bm��w�Q LN�`WYl�L�_�i=��g��£rmd
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ç X�Q�i � W�],_�S&e k�O c¥è¬éIX�Q¯{ WYy nNl�U6e g�h d/QT©»é�êÀè�°�]�t b d�é�L&y ¹ df×�O wëi s L,[ q¥�»|YS&Q e �¬t a p �T�<Í ìªL,[ qÌ{ W
¸ � ±í{ Wxl�U�y É=QT� r �TO k�i �²| l�L,O p �T��Q l�Í,L,[ q9X�Q�e k�O c9L,U�� h d/QT��[ z(e b z�t k�î�è<ïHð�ñZO W�LZî=ò¯ïHð�ñZ� î=ò¯ï%è`ñ�S&e �¬t a p �
y n§� WRQ y w�O � w�°�� [ � b � nNl�L,O p �	y ¹ d®]`O a n§� ì Q�é³S&e k�O c®L¦y ¹ d�y n§Í ì L,Q�S&e k�O c�� r � g~i �²óôy ·�� r � }&� n®� [ � z/O w=¿Ny b � �

©ª� hId/Q�l�L,O p��	y.j=WRU�S&e�k�O c�e�d®O w=Oõ ÄRrmº.U�Í,L,[�q¥S&e�k�O c
{ W�O   � P^e k�O cfy n�l�UV°^� r � g�¿§O ¨�Q lZS&Q e �¬t a p �/Í ìªL,[ q¥{ W�S&e k�O cfy n�l�U ��[ z®e b z�t k=S&e �¬t a p �/U ì [ �NL,UëX�Q¯i � W<y É=Q
|�i j kml���Í ì L,[ qÌ{ W	�m[ � z/O ö kx]`O � � W�],_�l�L,O p �¦S&e k�O c®L,U ÷ r n�l�U ��[ k�O ��i º.O w=UVQ [ �=QTe g�S&Q e kmt É=e wx�m©�[ k�O a w�i º.O wxUV[ �

� �£WRQ e�bmc&O d
� hId/QT��[�z®��UVQ U��®WRO a¼kx],_,X�Q���[��%_=hId/UVe�w�i=j=kmlZÍ,L,[�q®L,U O w=S&Q e��¬tTa¼p���Í,L,[�q¥{�Wxy.WYX6l�U Í=O øm�²S&Q y.w
Ã ç Ã ×ç × ç Ã ù¦ú î=ò¯ï%è`ñ î=ò¯ïHð�ñ î=ò¯ï%è`ñ î�è<ïHð�ñî=ò¯ïHð�ñ î=ò¯ï%è`ñ î�è<ïHð�ñ î=ò¯ï%è`ñ ú~û × ç Ã ç

Ã × ç ×
��[ z/e b z�t k=S&O n=e �¬t a p �/e gN[ kml�Q [ k�U�t q6LNS l�L,O p �²S&e k�O c9L,U ÷ r n�],_�l�U e gNh d/QT��[ z®��UVQ U�S&Q e �¬t a p �/Í ìªL,[ q¥{ W

� hIc&O d®üý��bm���¦i=j=kmlZÍ,L,[�q®L,U �`º.Q [�ÁÀÍ,L,[�q¥�xWRQHX�Q�]`Q tTPHi=�/[�rm� g�hIw�O Î � [�z/O w=]`O ���=W�O n=e�k�O c�],_,l�U
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��O j b d/U��m]`Q t c���l�O gN��O j b d/U�e � a qÇX�Q<� h d/Q£��U�y gNe k�Q LTl6l�Q X�O w=e w,LN[ r s t P^Q l�i � � b � �6i � r k»LTy b � s�Q.S&O n=��O j b d/U��	��
9h g�y z
{�W�e�gNU�l�Q U�e
�`·.O Á�{�W�i=��r���O �mo%����l�O g¦y.n�v.rmk�LN]`Q tTc���l�O g�S&O n=��O j=bmd/UëX�QT{�W=y.nf� i=��r���O �mo%�²S&O n���l�O g&L²y.É=e���WRO ÄR�
� r k�Q t PHi �6� a ����t k,L,U � r � gNU�l�Q L�]`Q t c���l�O gN��O j b d/U�e wxQ l�i � r ��O � o �	��l�O g�{ W�e g�i �TO j � nÓ� U�t z�i ���»y r c���],_,l�U UV[ �

� �£rmn=[�wë�.O p�k�Q
UV[ ��],_ëS&O q&e w,L&L�U�t z�i ��¿§O ¨���l�O g¦l�U6��[ z®�»y r c���UV[ �§�m]`Q t c���l�O gN��O j b d/U�| v ö d/�xS&e a g�U	]`UVQ U^l�O � · O w	�

� U�tTz�i=��e�bmz�tTkx]`Q tTc���l�O g�S&e
�`·.O ÁÆl�U U�tTq tT�
¿§O ¨^]`Q t c���l�O g�S&e � ·.O ÁÆl�U ��[ z®�»y r c�� UV[ �§i � \ W��mU�t z�i �²�.O p k�QT� a ��� WRQ£« � ��| v ��y º.�xS&e a g�U�]`UVQ U�l�O � · O w��

� U�tTz�i=��e�bmz�tTk���l�O g�S&e
�`·.O ÁÆl�U U�tTq tT�²UV[���],_xS&O q&e�w�LNU�tTz�i=�
e gN[ n=U.i ��]`O � k=��O j b d/U�� r � gNU�l�Q LN],_�S&U�LTl�L&L,U�e w=]`O ��X�� n�l%t ��e w<Q l���l�O g¦L,U6i b ºªL�e gNh d/Q£],_�y É=e � WRO Ä � ��O j b d/Uxl�O g
� � � �	v r k�Q l�],_���O j b d/U�UV[ ��L,U�� WRQT]`U�t wxS6L,O � ����l%t ¤ l�U�� h d/QHy PRuIl%v w�O n���l�O g¦X�Q�{ WH�.Q [ g¦l�U ��[ z/�»y r c�� UV[ �

� [�n=U.i=�
� WRQ£S&Q y w6� [ � g¦l�Q v É¬y w=U�t c¥[ � ��l�O g Ã¯Ï¼Ï�� r wxi \ a q&e b d/U�S X�O wx{ W�h ·�y É�� r a ¡ P��	��
®h g�y z9�m� r ¹ \ P=X�LTl�{ Wxl�U
L���l�O g�UV[ �NL,U � r � }&� n9� [ z®��UVQ Uël�Q y º�h d/Q l�e w=� }9X�QT¢ r PYy PRe wxi k��~t ��v r �²{ W�S6LTl�]`Q t c���l�O g���O j b d/U/Ã¯Ï¼ÏZS X�O w

� [�z®��UVQ U�[��m��l�O g¦y.n�e�wxhIz/Q UVUVO W�S&e�} y.bm·.U�LN�£��º {�W�L²y.É=e���WRO ÄR����O j=bmd/U�{�W
S&O n=��O j b d/UëX�Q¯i � W�[ k�Q t PHi ��]`Q [ � ��l�O g¦X�Q�{ WYy n§�mS X�O w�S&e � Á y ��y nNl�U�� U�t z�i �²�.O p k�Q�e � Á y �&Ã¯Ï,Ã l�U6S X�O wx� WRQ
X�Q�i � W^Ö Ä ·	�m[ WRO a k`��O j b d/U�],_xU�l�Q LNQ l�U�t cÀS&O n���l�O g²X�Q�i � W^i � \ WR°x[ � g���UVO � b d/Q%],_,X�QVl�O w={ WxL��ýO � b k�Q�Q lZ]`Q t c���l�O g
O   � P^e � Á y �	y n�l�U6]`Q t c���l�O g���O j b d/U�y n§e g�[ r � g�e q t P&� ©�[ � g! ël�O c¥Q l���l�O gZL�[ n=U�l�O � · Q l/v ��y º�O W=v ö d(S&O n=[ r � g
y É=e � WRO Ä ����O j b d/U�X�Q�]`O ��X6y nNl�U^LNUVQ [ \ P=y n§e wx[ k�Q t PHi �/[ � ��l�O g¦y n§O �TQ`� U�y r ÉNl�Q y º�[ � ��l�O g�{ W�S&��UVO � b d/Q£U�l%t �²[ k�Q t PHi �

� [�� g���UVO �Rbmd/QTU�tTc
S&O n=UV[ ��l�Q [ Ä ��X�Q�[ � k�Q t PHi a k`i z�LTlZ÷ r n�e w=]`Q [ � ��l�O g�[ kmt z�i �/�»y r c���O n=e � ·.O ÁÓl�U6i � r k»LTy b � s�Q"��l%t ¤�e w=UVQ [ �=Q£]�t }
l�U Q lZU�t c#��l�O g�[ k�Q t PHi a k`]`Q [ � ��l�O g�X�QT{ WR÷ r n�� r � }&� nÇ� [ kmt z9¸ � ¹ �6O n���l�O gNO W^O n=]`Q t c���l�O gNS&e � ·.O ÁÓl�U ��[ z9�»y r c��

� [�� g�U�l�Q L�]`Q y.j=WRU�y.É=e���WRO ÄR�²��O j=bmd/U�e�w=O W�U�l�Q È�j=wx�®k�Q l�O g��£n�l�O rmbmc&Q
X�QTUVQ [ �=QT� WRQTe g�S l%t ��e w<h d/QT��[ z®�»y r c�� UV[ ��{ W�]`Q t c���l�O g�S&O n=��O j b d/UëX�QT{ Wxy n§S&e � ·.O ÁÆl�U S X�O wxS&Q [ b w�Q�l�U
S&O   b k�Q�l�U [ k�U�t wx��[ z®�»y r c�� O n=]`Q t c���l�O g�S&e � ·.O ÁÆl�U S X�O wxS&Q [ b w�Q�l�U e gNe g�S&UVQ [ �=QTe gNh d/QT],_%$ý[ n9� [ kmv WRO a b ��� n
� WYy PR{ } t gNi � \ W²� [ � z/O w=e b z/Q U�l�Q y º�O n=]`Q t c���l�O gNS&e � ·.O ÁÇl�U h d/Q lZe w=� }fX�Q���[ z/¢ PYy ����l%t ¤�e wx�.Q�Ã¯Ï,Ã¦S&e � Á y �
S&e � ·.O ÁÇl�U6UV[ �§� r �VL,U��m]`Q t c���l�O g�� WYy P^� }¥h a d®S&e � ·.O ÁÆl�U6S X�O wx]`O WRO ¨<l�U6�me r s L,QTUV[ �³Ã¯Ï¼Ï�� r w,X�Q¯UV[ �
� [�z/O wx��[�z®�»y.rmc�� ]`Q tTc���l�O g��xWYy.PRhId/Q l&hIa¼d®S&e
�`·.O Áfl�U UV[����xWYy.PRuIl%v.wx¢IrmPYy.P��xrma¼n�e�w�L'&�&�&�LNS&[�\%wx]`Q tTc���l�O g
e w=�m[ � � g�S X�O w�],_xÊ ö ��y w�LN[ kmt z)( � n=O a n�S X�O w��̄ LTy z�X�Q�� ö º�],_�ËÌO d/Q�y wx]`Q [ � ��l�O g²y É=QTe gN[ r � g i Á&Q y ���»t r z®{ W
�.Q [ g�O w~L�S l�O g�e }¥e � Á y �	y nNl�U6��Q t c&Í=U6[ � ��l�O g�{ W	e g�[ r n=U6]`O � k~l�O g�� WRQTS&Q y w²� [ � � g�Q [ r ¨�h d/U S X�O w%$ý[ n

� [�n=U.i=�¦�.O p�k�QT]`Q tTc���l�O g
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e Õ � ¤ � U�t z�i �/�.O p k�Q£uIl%v w¬l�O r � w=i p kmy ¹ zÆS&e Õ � ¤>{ W�S6LTlZS X�O wx� WRQ~� [ � b � n S X�O w={ W�Í¬t o � �6Q l�Q U�­®l�UVQ y w�LNQ l�O d
O wxQ l�Q U�L�Q l�O d®e g�h d/QT],_%$ý[ n�L�U�t z�i �¦�.O p k�QTS&Q e � Á y � ��l%t ¤�e w�S X�O w6� U�l�Q U �»y   �	�̀ Ï¼Ï�Q l�O dÓL�h d/Q�i s�O c�Q [ b w�Q�l�U

� U�tTz9�`ÄRbm�m�²Q l�Q U�e�wxQ l�O d9S&O n=�»y. %�¦�.O a¼P�e���Á y.��UVQ [�\%P��xWYy.PR��g²l�U e�g�[��m� g�S l�O g��£n§h g�l�O ���
� UVQ U �.O p�k�QT]`Q tTPHi=��Q l6y.WYX6l�O g&L,U�X�Q�i=�=W^S X�O w,X�Q�e���Á y.��y.nNl�U

y ¹ df],_�X�Q�i n=Q t c&Í=U�S&O n=e k�O cÆl�U�Q lZU�t c�S&O n=�»y   ��X�QTS&UVQ [ \ P<LN[ � g��ýO � b k�Q�Q lZÍ,L,[ qfX�Q�y ¹ d9{ W�[ k�Q t PHi � Q l�O d ©HÃ
� [�n=U�l�Q y.º

� U�l�Q U�y.w=Q l�]�tTbmd®],_xS&O n=�»y. %�²S&e�a¼nNL�[�� g �ýO ��bmk�QTQ l�]�tTbmd®{�W�[�k�Q tTPHi=�/Q l�Q U§©�×
h d/Q�i   WR[ w � U�t z�y PR� r w=UV[ � ç�
 X�QT[ WRO ö kxe Õ � ¤Ül�U U�t q t �²S&O n=�»y   ��UVQ [ \ P�i k�O ��XZ÷ r nNl�U e gNh d/Q ],_xS X�O wx�   �
�	y z

� UVQ Uël�Q y.º e�k�O c�{�W=l�U �»y. %�²{�W=X�Q��®rmw=]`Q tTPHi=a¼kx]`O ��XZ{�Wxl�U e�g
� y n�],_,l�U e gNh d/QT��[ z®��UVQ U�� WRO a k¬y WYX6l�U ­(LTl�� WRQ`� UVQ U �.O p k�Q£]`Q t PHi �/e � Á y � ç Ï¼Ï/l�U�Q l/l�O g�� WRQ�e gNh d/QT� z�LTl
e b z�t kxS y ¹ d®� }¥h a dÓl�U e � Á y ��{ W�S&�»l�O a zÓy É=Q<� [ � n=U.i �²]`O � k�Q l�O n=e � Á y �²S&O n=�»l�O a z®O n=UV[ ��LNh d/Q��»y   ��{ W
h d/QTi � \ �6� WRQ£e w=]�t b df{ W�S/�ëO w¬l�U e � Á y �6S&�»l�O a z � h d/Q�e b z/Q È É �»y   � 
 y ¹ df],_�l�U Q l�O d9e � Á y � ],_�l�U �m[ z/O w<��[ z
l�U { W�Q l�Q U�LNQ l�O d9e gNU�l�Q [ k�i �VLTv s`e gNh d/Q£� z�LTl§� h d/Q£e b z/Q U�y w<Q lZ]�t b d®],_,l�U U�t q t �/S&�»y   � 
 e � Á y �/],_,l�U Q l�Q U�e g

� [��m� g�S X�O wx]`O rm�
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],_�S&O n=e���Á y.��UVQ [�\%P�e�gN[�rmn=U6e�WRQ l�Q£S X�O wx�xWRQTS&Q y.wxi=z�LTl
�m[�z/O w<×.-<ÏZO P�× ç Ï6X�QT©½X�O rmbm�TQ�×�Ï�°�ÐHÑÓÒ�Ô
� [�z/O w<× ç Ï6X�Q�y.PR��g�©½X�O rmbm�TQT�~g�°�ÐHØ

� [�rmn=U �®WRO a¼kxQ l�],_xMëtT· �`�=z9[��mk�O ��L�[�rmn=U	/=rm±�tTP�e�¤10�c9l%t ��e�w=Q lZU�tTc�S&O n=�`Á&��Q l
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IKJ�L�M J@N"OKP QKRHS7TVUWLYXKZ\[�TV]6̂ _�P\̀aQKb�TVc�b�Z\d	N�M efIKgih9OKP QKjkPmlnP\oqpretsuO XnP O�vKZ\c�_xw-y�IKz�_|{r}"TVU-s�~Ky*QK����eflnP\TVd�M �"IKJ�X�O� M � c d�P%PX ~Ky*Q ��vKZ c _�w-lnPKvKZ c _�����lnP�I S�� U"M e�����v�P Z Sao ��T U�Q � � U-^ ]�M �/�u^ _�P\v���L�M JiI g h5OKP Q R S6LYynM � ��M e�I S�� � ]�I z _��QKbqM ]7`aQKb���d X L�M JtTVd�M �BX�O*IKz�_-IKJ3L�M J@N�lnP\oqpre����,P QK ¡TVUBL3P TVd Z\¢"TV]tsuO�Z\£�d���d X�PXxM JtvKZ\c�_�v���L�M JtTVd�M ��y�OmIKU
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� � � U�� _\X"T « g h¡X�O/LYXKZ [�PX LYynM � ��¬�M R b|M ]7` I e�P Oq� s�`aQ b�`aOKP OYL­��L3PlnP T ]t� � J7P Z ��o ���u^ _�P\`aQ b|`aOKP OYT « g h¡X�O/T z ® d�wv7M p �©PfQ  "X�O�M Jt` I e�P O�¬�M R b�y��iQ c ¯fM � ]*` I e�P O/� e�� �,P °|± � « �/LYy²X�M e7� �/P OYT z ® diI J�o � R e��YQ d I � ¢�I ]iX�O�PX T z ® dWw�³²M £ S7T U��QKbqM ]7��´*Z\ULxTVj\Z\£�µ��nX�Ory��\����UWoq� � M ��c�d�P%`VP Z\��~tO�TV]�PX�¶�M ®idflnP\oqpre6·$̧�_¹���\e IK��¢Woq�6IKº�d�X�O-PX�»¼oq½�S�LxTVj\Z\£�µ��BP QKc�]�P XrM U�¾�e�P\L3PIK]»�vKy²X�O-LxT z ® d6M ]�PXxT ¿ h�M ¯k¾ e I S�� � ]7T U�� � � UWo �/T ¯fM À�P�»�LxT j\Z £ µ �-T ]�PX L3P T z ® dt~KytPKLxT ¿  ÁI �*X�O@��� � JnO%o �*XnPI �k»¾ e I S�� � ]6T U�� � � UWo �/T ¯fM À�P�»¼LxT j\Z £ µ �/T ]�PX L3P T z ® dr³�PHÂ�LxT ¿  ÁI �*X�O/Ã � S I St¾ � £ J T ]-��� � �WM dao �qÄ7Å-PX T ¿ h�M ¯k¾ e�P%Æ�O XnP OLxT z ® dn¾ e I Sa� e�O Ç d�M S�È�LxT ¿ h�M ¯�PX�»¼¶�M ® d6T j\Z £ µ �rlnPHÈ¹`É P Z ��~tO�LxT z ® dt� e�LxT ¿ h�M ¯V��O XnP O�»¼LxT j\Z £ µ �rlnP�PX�T ¿ h�M ¯TVz�®id��x���WM b3»¼LxTVj\Z\£�µ���~7M  �s�TV¿u ÁIK�	�/ÊÌË"³²M µ�d�PmlnP%QKRH]-���\���WM daoq��Ä�Í�PX�TV¿uh�M ¯q¾�e IKS��$��]6¾�e�P6���i�\����UWoq��ÎÏe IKRHS*È�TV]*»X�O/TVU�Ð	ynM giS6¾�e�P\M ]7oqÑ y��\��JnO�³²M µ�d�P Ç���d�PX�³�PH�xLxTV¿u ÁIK�-QK����U�ÒÓIK¯���QKd�P `aQKbÔ¾�����RHS�Ä }fÕ Å y�s�Ö�Ö�Ö�s Ä*×�s Ä Å L�M JtTV¿uh�M ¯Wy ^ _�P���\����UWoq��^ b�P O,O\M e�PX�Ä } LxTV¿uh�M ¯q±�®i¯Áy�su�\����UWoq£�d7TV¯fM À�PH»�TV]�PX `aQK�H��^ _kOYTV]�LxTVz�®id7TV¿u ÁIK��¾�e�PX�O�PXxT z ® dÁw�³²M £ S�M Jt` I e�P O�¾ e�P\su� � � U�� _\X T « g h­X�O�Ä } ¬�M R b�T ]\y"»¡vKy²X�OY¶�M ® dfÇ UrPI ��T ]�` I e�P O���I ¢rPKQ � � U�^ ]�M ��ØiÙÏÚ�Û��` IK£�dtÜ�� ��QKd IK��¢Woq��IK]
`�M ¢Wv��"suQKd IK��¢�IK]�X�O�PX�TVz�®id©wÔ³²M £�S7TVU�QK��bqM ]6TVc�b�P O�O�Z\�*y�Ý1¬�M RHb|TV]7`VP Z\��~tO�Lx` IKe�P Oq�qIK¢rP,s Ý"O,QKj�IKJ�L3PlnP%TV]6QK����U�^ ]�M ��ØiÞ��` IK£�dYN6ß©� � Ä }�à {�Ý�áu^ b�P O��\��J7P Z\�
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TV]7��prb|����z�c�����LxTVj\Z\£�µ��nIKe l ��e����\e�P `aOmIKUB��d X `VP Z\��~tO©XKZ\[�TV]7`�M ��_�y�QK��gi_���d Xqy*O/M ]�PX-é�ê"wÔ~Ky*QK����e�L�M JtTVd�M �LxT d�M ��Ä1ê�ë/o �WM £ SfI ¢rP\� � �WM dao ��`�M � _�� � z c � �rI e l � e�PX�~Ky*Q �¡L�M JtT d�M �BlnP²�©Ë à ë à w/Ç � d,y�Ë à Ä à é��	ëuy�Ä O\M R ]�P� �WM b�L/I ì e�OY`�M � _Ô� � z c � ��I e l�í � J�`�M ¢�I J�su� � �WM dao ��î�ïÏI c � ¢�� ]�M �WI � ðnñ�PX `�M � _Ô� � z c � ��I e l�� e���Q � bqM ]n`�M � _Ïs�v���� �/P O�u^ ����d é�w-lnP�IKS��$��]7ïÏIKc���¢"��]�M �©IK��ð@`É M ��_|L�M Jt����z�c�����IKe l�OKP QKRHS6QK����UB^ ]�M ����QKbqM ò�d6v���L�M JtTVd�M ��oq�WM £�S
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Q � d�P Z Sao ��T º ¯fM  �L�M JtT d�M ��¾ e�P�lnPK� e,I J �u^ _�P
����y�s�Ö�Ö�ÖÁs �¼×�s � Å LxT º ¯fM  �LxT d�M �Ôw�L3PXnP Oqî*o S�M J�ñ�o S�M ò _qM « �Y¾ � bqM �~KZ [�T ]7T c b\X1� e�M ]�PX�T º ¯fM  �L�M JtT d�M ��X�O/`aQ b|` I � ����OKP Q jkP XrM UBo c  /PX1L3PI ]���Q � � U/` I � ���	O�Z �"X�O�PX�N�M e�ßqI e�O\M ® �*lnPKo p e����� Å�� �¼× � Ö�Ö�Ö � ����� áu^ _�P�� ´ ^ £�_-I��Ï��j�� Å v���X�O/TVU��\��JnO%oq���$e�M £�dYN�yÔßqlnP�wá�QK��U1PIK�/P²PX�`aO\M _���£�RHÑ�PXKZ\c�_kO/¬fZ\d\y*O�QKd�P Z\Saoq�BoqS�M J
LxT d�M �"X�O-`aQ b�` I � ����O,Q j@s XKZ c _kO�¾ e�PKL3PI �/P²M ]B�u^ _�P�w�M SYN�¾ � ]�� � « h O,Q jÔ� e �7XKZ c _kOY¾ e�P�X�O@� !"��X É Z c _kO$#���iQK��UWoq�tIK���	%HS�ßxTV]YN�lnPuy�N�TV]�ßqlnP �/O�Z\b�oq��Ò§Z\j��ÔÍ�LxTVº�¯fM  
X�O-`aQ b�` I � ���YO,Q j�XKZ c _kOY¾ e�PKL3PI �/PKL3PI ]�o S�M JÌ�u^ _�PHw�M S/N1¾ � ] � � « h O,Q j�� e �7Ç � d�M �	¾ e�PmX�OÔ� &'�7X É Z c _kO$#`aQ b�` I � ����O,Q j@± ® ¯ksuQ d�O�Z ]�N�I e�O\M ® �/¾ e�P\o �WM £ S6T U�o S XKZ h X�O3á�Q � UWo �-o _\X²I ]�PX(�ÔÍ\Ç���TV] T º ¯fM  �L�M JtT d�M ��o �WM £ SO\M µ e�P²M JtT d�M �"I e�O\M ® �nX�O-L/I � � % S��iO�Z ]%I g h M Jtv���lnP²o p e�� �,P Q  1I ¢rP ��ÐqXKZ h ¾ e�P�I � ð�X�Ony�suQ � UWo ��Ò§Z j�PX)�ÔÍ\X�O��QK��UWoq£�d
¾ � bqM �-T ]kPX(!+*kXKZ c _kO�I ¢rPK~7M   ��Q d�P `aQ b�` I � ���Yv���X�O��-, � , � Ë���I e�O\M ® ��T U�O XnP O/T º ¯fM  ¼LxT d�M �/.¼o S�M J Q � � U-ÒÓI ¯10 2 ���O�Z b�o �(�KË � Ë � Ë���I ]�PI ]�� h�M  �su� � � UBO XnP y�PX3&54nXKZ c _kO*I ¢rP²T �©P OKPmX�OÏ��Q b|Q � J7P Z �6�-, � Ë � Ë���T ]�� e�Q ò S%I e�O\M ® ��¾ e�P%su� � JnQ ]��QKd�M ��oq��oq�fM ]��-, � , � Ë���v7M £�Jx��h�M  �su�\e�OKP O%oq��¾���bqM ��TV]7!+*kXKZ\c�_kOYvtOKP O�lnPK��ò���PX3&84nXKZ\c�_kO�IK¢rP²M �©Py�ßqlnP�w|~KZ [¼T ]7L�M JtT c b\X�o �WM £ S7v���vKZ c _-I J�X�O/T UB^ _�P\vKZ c _/9-yqI z _�{ � � �WM b|o Ñ y*Q �¼s î*T ÑaM: � ��ÐqXKZ h ~Ky*Q �qñ�� eL�M JtT c b\XWñ"³�y*O/vKZ c _�L�M JtT c b\X1T ]\y"î*L O�y²XKyxL�M JtT c b\XWñ1~KytPKvKZ c _|L�M JtT c b\X�T ]B�u^ _�P\`aQ �H�1s XrM ]�� ekM; ® � �iO	T c b\XkI Jxs�NL�M JtT d�M �BX�O-L O�y²XKy L�M JtT c b\X�lnPK� e%I J�I ¢rP²T UBLYZ « d�T ]7� � � e Z � ]*î*T �WM d I ]�ñ�� e�o S�M J�L3PI ]7Q e�M ]�M ����� � e Z ¢Wo ��î*o �*y�I �T c ¯ I ¢rXnPI ��o S�M JxLxT º ¯fM  �X�O/L O�y²XKy LxT c b\X�v���M ],I z _k� J o �*y�I ��LxT c b\X"s�T �WM d I ]t¾ e�P\L3PI �/PmlnP\· <tsuQ bqM ]6o S�M J�LxT º ¯fM  ��QKbqM ]su� � JnQ ]6o S�M JxT ]�PXxT �WM d I ]6� e�T UBo �WM ì � J ��Q d�P `aQ b�T c b�Z dt� JiI _|^ = <�T U"^ _�PK� £ R Ñ�PXKZ c _kO�Q � ´�� �WM b|T �WM d I ]6� eÐqXKZ h ~Ky*Q ��y>��w$?�{@��O XnP O/T º ¯fM  �LxT d�M �A9Ôo S�M J Q � � U-ÒÓI ¯10 ; 2 �Ï��Q d Z b�o �BPI �/P%Ã � S I S7T ]7T �WM d I ]t¾ e�P\L�M Jt� £ R Ñ�PXKZ c _kOáu^ _�PK`aQKb|`aOKP O�IKe lxLxTVÑaM: ���

L O�y²XKy LxTVc�b\X oq�*y�IK�¡LxTVc�b\X
�-, � ,B� �-, � Ë��
�-, � Ë�� �KË � ,B�
�KË � ,B� �KË � Ë��
�KË � Ë�� �-, � ,B�áu^ _�P�IKe lxÐqXKZ\h|TV]7QKJnO%oq��³²M µ�d�PKPXkXrM U�¾�e�P\TVU"TVd Z\£�d7LxTV�WM d IK]���e

&84
!+*

ïÏI z _k� J3o É �*y�I � LxT c b\X LYynM � �BL O�y²XKyxLxT c b\X�I J3v��kX�OrI ¢rPK� � �WM dao ��î*`aO\M _7ñ�PXxT ÑaM: � �BÐqXKZ h(~Ky*Q �¡� e�ØiÙÏÚ�ÛTVU�QK����U�TV�*Z\S-��QK��bqM ]tTVc�b�P O�Ð	ynM giS6�\J3M ]6O�Z\�"I��Ï��j�w/lnP\oqprefX�O�±�®i¯�TVc�b\X�y*O�¾�e�P\TVU�C�y�È�LxTVc�b\X�y*OÁÇ���TV]tsuQKbqM ]LxT c b\XxM ]fI z _|� J3o �*y�I �¡LxT c b\X1s C¨¾ � � ´	� J�y)C�L O�y²XKyxLxT c b\X M ],I z _�� J3o �*y�I �¡LxT c b\X�È$s�~Ky*Q ��¾ e�PmX�O��` IK£�dtÜ�� �u^ b�Z\d�TV�WM d IK]7��e7s�`aO\M _|LxTVÑaM: ����ÐqXKZ\h ~Ky*QK�1IKJ�L3PIK]�v�P Z\Saoq��TVU�QK����U�^ ]�M ���u^ _�PiÈ$L O�y²XKy
��` IK£�dYN6ß©� �u^ b�Z\d�TV�WM d IK]7��e6s�TVÑaM: ����ÐqXKZ\h ~Ky*QK�1IKJ�L3PIK]�v�P Z\Saoq��TVU�QK����UB^ ]�M ��ØiÞ
DFE�GIH(J KML3NPORQ�S
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P QSR TVU W X Y?Z<[]\ ^ _ `aU b c `9\6[d `:U eSR fhgiR jlk Qm[9n�^ _ joP p-^ q r s t:u v b w p-x e g"yzg|{3P QSR TVU } ~ } Y���\�ZiR `a�6R W ��[,^ q r s t:\�U eSR fhgiR jl� QU } ~ } Y�P T:[ s w r�{	{][ ^ X t�R `���U } ~ } Y��Vy�d T�^ em[ s taP p�U eSR fhgiR j�^ q _ j�� `SR ��n�{�d q �oP p?R Y�� Q d T�g|{3U } ~ } Y���U jl^ _ joP p��a{�R � b ��[n�^]_��zR `:U�b���[ {�uLv�b�w�plx�e g���d]��ji[ ^]��R TVU�}O~�}OY���U�W�XOY�d]Tzg|{3U�j?^]T<{�\�R Y�U�b�c�`iy�g|{3\6[ U�e s��?U�`�[g ��x�e gzd]T�Z<[
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\6[ � d Qm[ {�\�¨©g�R TVªzgiR j�n�« q b c T�¬�­ ®	[ P `9R TV¯�°�d Q±{�R ² piZ<[]R p9³̈��� ��[ �a^ ��U b ��s e<P � v b w p	{][ ^ ´�[�R TV¯�°�\�¨©g U j�« Q g<[ {�ªzgiR j-µ�µ[g R TVªzgiR jVZ<[]P ¶ Q9« q em[ s taP p-U v �·d pid Tzg|{Ln�« q _ q `aP ¸ eV[g�R TV¯�°�\�¨©g �a^ �¹U b ��s e<{,^ ´�R plU j?\6[ U e s �lU `9^ em[��a^ �¹�a^ q º»� ¼ ½�U `P ��¨©g�« q T:[ s f�P p6n�« Q g<[ ¾ ¿ `V{�s f�\�R Y�d ��[g³¯�°³� giR ` ¨*{i¨³« q em[ s w `:[g ¯�°�\�¨©g �a^ ��U b ��s e<{,^ ´6��« q em[ {�d �±d `�[g³¯�°����a{�d j?�6R w b em[{][ ^ ´�[�Z<[]À ��¨³ªzgiR j"\�¨©g �a^ �¹U b ��s e<{,^ ´�U jl« q _ j?[ ^ q ½<« Tzg]¨<R ~ p�ªzgiR j-Á8��ªzgiR j?P ¸ jl{][ ^ X t9¯V^ em[ {�d �±d `:R `:U jl« q T<{�U Âm[g<[n�^]�zR `Ãd]t±Ä$q�`�¯�°³\�giR _�j?ªzgiR j�¨*{3\�¨©g³�a^]�¹U�b���s�e
��� d]¸�e�Å9Æh� n�«�q�_�j"[ ^]q�½�[g�d]Ç�e:{ g]s�p?ªzgiR j?U�����ªzgiR jLÅ�Áld]��ji[ ^]��¯V^]em[ {�d]�±d]`�R `:«�q�em[ s�taPzp�^]q�_�jl� `SR �³ÈKÉLÊmË
d � ji[ ^ ��¯V^ em[ {�d �±d `:R `9^ _ `<k Qm[�Ì �z�Ln�« q _ jl[ ^ q ½:[g�d Ç eV{ g]s plªzgiR j?U ����ªzgiR j�Í	d � ji[ ^ ��¯V^ em[ {�d �±d `:R `9« q em[ s taP p�^ q _ j-� `SR ��ÈKÎ��� d]¸�e�Å9Æh� �Kn�� ��[ {�^]T:[ s�f»^]T:[ s�f�� d]¸�eVµ�ªzgiR j�Å9Æ
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d T�U j?\�g]s ®»U `�� ��[��a{�R b ×,[%Ø6­ b f3[ g]s ¼ jlk Qm[�Ù v ~ p�¯:R ��^ _ QSR ¸ e<k q `V� ÚiR q ½ s t s Q�Û�g]s ¼ j9g|{3P �zR q ��ª ­ ¶ ¼ plP f·d `:� v ´�U `Ü q p�� Q,d ��R TV¯�°�Z<[]� Q±Ý q T�R `:k b c ¼ e9U `Ãd Þ8R �³¨�� ��[��a{�d j�[ ^ q ½9Ì ¶ ¼ pVd ¿ Q±{�¯:R ��^ _ QSR ¸ eKZ<[]\ {][ ^ X t�R `9Ù v ~ pl\��a^ _ QSR ¸ eÌ `SR ß�k q �zR p9¨*{3� j±d �¹k Qm[�n�� ��[��a{ g]¨�°³\�¨©g"Ú|à�¨�d t ZoÛ³� j±d �8U `�Ì ¶ ¼ p�k Qm[�Ì �Ð\6[d `Ãg]s ¼ jlk Qm[ág]s â ¸ Y	Ù q Â g»n�� c q eã � ��[%�a^]�¹Ì�q�¶i¼�t�� ¸�c�ß©giR â�º�Z<[%{�s���Pzpl�a{][ {-R T<k�q��zR p�k�Qm[�U�`:U�j?\6[ U�poR e d]`�d]T�n�� ��[��a{�d]j?\�g<[ ^]Q d]fD[g�ä8¨lå$\ Ü Q g*U�poR e d]`

n�^]e s��¹�a{][ {�k�q��zR p�U�`�R TV¯�°�\�R T<æ©R e9^]QSR `:U�j?� ��[�d]q�}Ob�p�\ {][ ^]XOt�Ì�poR �8ç]¨V[%� ¸�c�ß�è
ã ^]_��zR `Ãd]Q Z Ì�¶i�8U�`9^]QSR `�Pz¿i¸�T�U�jl{�s���Pzp?�a{][ {�k�q��zR plU�`:\3d]`m[d]`SR e�\ {][ ^]XOt9æ�¨*{3� ¸�c�ß�g|{Lè

é:ê�ë�ê:ì�é*íÃë9ízì»î�î�î,ì�éoï,ë*ï�ð»ñ
n�� ��[%��[ s f�çV{�P X q W ®�{,^ ´�� Qiy�ò�R `9\3d `m[d `SR eKg|{Ln�^ �zR `:R TKd q } b p�U `%¨©g�^ QSR `:R TV\3d `m[d `SR eKd b ��g Ü `V� â Y�U jl^ q _ j3U Y*s tn�^]_�b�c�T�R TKd]q�}Ob�p<Z<[�\ {][ ^]XOt ë*ï ¨�� î�î�î � ë9í � ë�ê ¨ ��[ s�f�çV{�Pz²Kq�²K�»{][ ^]´�[ ñ ¨ éoï � î�î�î � é*í � é:ê k�q�_�ó�¸�T

n�{�s���Pzp?�a{][ {�k�q��zR plU�`·ô"õ%öo÷ ô�øhôùR Q%¨�ô?÷ úh÷ ô�øhôù\�U�¸�v�j�¨*{|Z<[]Pz¶iQ:æ�s��¹� ¸�c�ß g|{Lè
n�^]e s���PzplPz× d]XOplk�q��zR p�U�`*Ú*Pzv�û�[]\�R TKd]q�}Ob�p%Û�¯�[ s�_�´�U�`�R TKd]q�}Ob�p<Z<[�\ {][ ^]XOt:æágiR â�º�� ¸�c�ß�g|{Lè

^ T<{%P p�� W c e:\�g]s ®�Pz�K_�poR e9Pz²Kq�²K� g<[ ^ ² p�� Q�R TKd q } b piZ<[]� Q,d T�U `:k q �zR p3k Qm[%��« q T<^ `·å$k q �zR p�U `�[g \6[ U poR e d `Vk q _ º"d �i[R Q·ô?÷ úh÷ ô�øhôù�a^ �¹�6R w b em[%\�U ¸ v jlU j�k Qm[%ü c ��d `�P v û�[�\�R TKd q } b p3¬Ãs ¸ ~ plRý q eSR �,¨³^ _ �zR `Kg<[d ß d `�R TV\3d `m[d `SR e9P poR ¸ t*ò ý ¨V[�U jR TKd q } b p�U `:�a^ �8�a{][ {3� W c e,d Q±{�R ² p�k q �zR p3��¯:R QSR ½Ãg|{6n�^ �zR `:U b ��[ {-[g³{�s f�k ¶ ¸ p<g<[ ^ ² p�k Q d t±Ä q `�R Q:k Q d t±« j?���a{�s `|ô"õ%öo÷ ô�øhôn�^]_�joPzplþ6R ºÐ[g³Pzv�û�[]\�R TKd]q�}Ob�p�¬Ãs�¸�~�p:¨
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¨*{*Z<[]P ¶ Q9^ em[ s taP p-À ² ×���P � _ poR e<P ² q ² �?d Q±{�R ² p-\�R Y�U `:k q �zR p3k Qm[�U j?� ��[�U b ¶ eVk Qm[�g|{-R â _ t·å�k q �zR p-R `*ä k q �zR p���d ×P v û�[%\�R TKd q } b p�¬Ãs ¸ ~ p*g<[ ^ ² p�k Q d t±Ä q `:R Q9k Q d t±« j	å$k q �zR p�^ _ eSR p Ü q eVk q �zR p�k Qm[9n�^ T<{�� W c e9R TKd q } b p�U `�[g��³R Q�� g<[ ^ ² pn�{ g]¨�°|Pzpl� ��{3U�`�R TV\3d]`m[d]`SR e:Pzb���g|{����K��R `�[gã ^]Q d]q�¿i`,d]Ç�e�g|{�[g�d]Q Z \�U�poR e d]`�ç:R ��p�\6[d]`
R TKd]q�}Ob�p ë	��
���
R TV\3d]`m[d]`SR e ��� ë � 
 � 
"ð ���ë�ð ê��a^]�8�6R w�b�em[%\�U�¸�v�j ô"õ%öo÷ ô�øhôPzv�û�[]\�R TKd]q�}Ob�p 
���


\6[Z<[%U�`V­���p�U�j���^]_�joPzp�þ6R º 
�ì�
 \6[d]`9k�¶i¸�pig<[ ^]²Kp-k�Q d]t±Ä$q�`�¯�[ s�_�´LU�`�[g����{,^]´Lk�q��zR p3� å k�q��zR p�U�`:U�poR e d]`Vk�Qm[�¯V{][ {3R `R TV\3d `m[d `SR e�g|{-U jl^ e g<[ {�{�s Y*¨ 
 ¨|� 
 � ë \6[d ` Ü q e:\3d ¿ Q±{id Q±{�R ² plU j?^ q _ jlU Y*s t���n�^ Q °|P pl� ��{3U ` 
�� �� ¨�� 
�� �³� ë�� ê�¨³^ _ eSR ¸ `Kg<[d ß d `:R TV\3d `m[d `SR e9U j?� ×ÃR Q�R TKd q } b p3\6[d `:\3d Q±{�R ² pl¯�[ s taP ¸ e:P r ¨�n�^ _ T<{og<[d ß����d `m[d `�[g 
3ì�
 ¬Ãs ¸ ~ p9¨ ^ _ _ j���^ û�Kn�{�s���d]t±Ä$q�` � � Z<[ 
-ì�
¨³� 
�� � � ë�� �³\6[Z<[]U `9­ � p�U j?^ _ joP p-æ%­ ´�[��L[s Y�¯�[ s _ ´�U `�[g���{,^ ´L��« q T<^ `·ä�k q �zR p-U `�[g�U raR� c p-k q ¸ Tzd �i[]ç:R �n�^]Q °|Pzpl� ��{%U�` 
�� �Z<[�^ ��{�R â _ ¼ q ½9U j?\6[ U raR� c p-k q r ¨V[9n�^ _ j?Ì �D[g � r ¨*{�À ��s t��a^ ��{�R â _ ¼ q ½9Ì ÂSR c pl� ��[ád Þ8R ��U jl{�d j?æ%­ ´�[%à�¨�d t Z � j±d �
 ß,[ s�p�\6[d]`�¨©g<[ {�\�g<[ ^]²Kpig]s�¼�j"\�R TKd]â��-Z<[]P"!LXO`Ãg|{3� ��[ {�$̂#Lß�� ��[ ^]â�`�ªzg<[Z]¨ U�raR� c�p�k�Qm[ág|{6n�{�s�`:� ��[ ^]â�`�ªzg<[Z]¨ Ø�d]®«�q�²Kb�c�piZ<[ ¨�d]½Ãd]â���k�Qm[�¨ R TV¯�°"k�q�`9U�j?PzQSR TKd]â���æ©R ¸�t,¨�d]â��-d]T�g|{�{�s�Y*s�p�\�¨©g<[ {�¬Ãs�¸�~�p�U�jl\6[ U�e s��?U�`V^]_�jl� d]q�f&%�\�g<[d$'�Þ�[k�¶i¸�pig<[ ^]²Kp-k�Q d]t±«�j�R TKd]â���æ©R ¸�t�g|{3�a^]�¹� d]q�f&%�\�R TÃ¨©g<[ {	Ì�j"¬Ãs�¸�~�plU�jl{�s�`:k�Qm[%ØL^]T�n�^]�zR `9k�t�Å9Æ�ÆzZ<[ád]t±Ä$q�`:{ g<[ {�{�s�Y*¨n�{ g<[ {�{�s�Y*¨³«�q�²Kb�c�p<Z<[ ¨�d]½ é U�` Ü q�e ñ Z<[%��^]�zR `:U�b���[ {	{�s�Y*¨³«�q�²Kb�c�pVZ<[ ¨�d]½ ñ U�` é d]â���Z<[�d]�i[]U�jl^]q�_�jlU�Y*s�t�n�^]�zR `:U�b���[ {3[gd q } b p-� Q,d â ��d T�U `:U poR e d `Vk Qm[�g|{Ln�{�d j?P �3[d ®�g]s Ç _ p3k Qm[�U `�\6[ U poR e d `hå$k q �zR p<Z<[��a{�R � b ��[�R `:U raR� c p-k Qm[�Ì ��\6[d `9à�¨�d t Z
( d ×	R TKd â ��{][ ^ X t�[g��-d �i[]ü q t d tVk Qm[�U `�n�{�s �8� d q f&%·d â �¹¯�°�g|{�^ QSR `:U j?� ��[�P Q ¨©g<[ {·g<[ ^ ² pid �o¯:R ¼ e:U j?�a^ �¹�a{][ {3� W c en�^]_��zR `aPzp ë*) ¨�� î�î�î � ë í � ë ê U�poR e d]`�\�R TKd]q�}Ob�p��mR �o¯�°"��^]q�_�j+ s ` d p<d q } b pV¨�d â �¹¯�°�U ` + s ` d pVd q } b p3¬Ãs ¸ ~ p�U jlü q t d tVk Qm[�U `9^ �¹�a{][ {·g<[d ß�U poR e d `Og|{3\3d `m[d `SR e:� Q,d â �-d T�\6[Z<[�U `9Ù , �ô?÷ úh÷ ô�øhô \�U ¸ v jl¯:R QSR ½�g|{Ln�^ �zR `�Å9Æ�Æ�\�¨<R c p?R QÃd t.-�g Ü `V��{ g<[ {�{�s Y*¨³« q ² b c piZ<[ ¨�d ½Ãd â ��k Qm[�¨�R TV¯�°"k q `:U j?P QSR TKd â ��U `n�^]e±^]Q±{�d]�"Pz× d]XOplPzv�û�[]\�R TKd]q�}Ob�p�¯�[ s�_�´�U�`�R TKd]q�}Ob�p�PzpoR ¸�t�¨³^]�¹�a{][ {�k�q��zR p�U�`µ�¨�Á»\�R TKd â �l¨³�0/?¨�Á»\�R TKd â ���áÁ�¨���\�R TKd â ���±�-¨»Å�\�R TKd â �¹k q `%¨ ^ �zR `�U b ��[ {|d â ��1 _ ½9� g]s ¼ j:d �i[©ç:R � p�\6[d `ã � ��[ád]Q Z ªzg]s�û U�`:{�s���Pzp?�a{][ {�k�q��zR p�U�`�U�j?\6[ U�poR e d]`V��^]�zR `:U�b���[ {�{�s�Y*¨³«�q�²Kb�c�p<Z<[ ¨�d]½

R TKd]q�}Ob�p ë�ê2�më9í3�më � �më546�më �R TV\3d]`m[d]`SR e ë ê ì�ë í ð �7�8�ë í ì�ë ê ì�ë � ð �7�8�ë � ì�ë9ízì�ë54�ì�ë � ð �7�8�ë 4 ì�ë � ð �7�8�ë � ì�ë � ð �7�8��a^]�¹�6R w�b�em[�\�U�¸�v�j ô?÷ úh÷ ô�øhôPzv�û�[�\�R TKd]q�}Ob�p ë�ê2�më9í3�më � �më546�më �n�^]Q °|Pzp�� ��{�U�` ë � � ��¨�� ë 4 � ��� ë � � �7�8�³� ë í � ��� ë ê � �7�8��­���p�\6[Z<[%U�`9U�jl� ��[$���8��d]`m[d]`9k�q��zR p-�L[s�Y�U�jÜ ji[d pVg]s ¼ j"\�R TV�mR ��{�¨�d ×oZ<[]P ! X `,g|{3� ��[ {�^ # ß	ªzg<[Z]¨ k Qm[�n�^ �¹{�R â _ ¼ q ½9�3R º�R ß	R `�� Z]giR W p?ªzg<[Z]¨ À ��s t�\ ^ X `�\�U raR� c pR Q�[ ^ W p-\�R TV�mR ��{�¨�d ×]Z<[]P ¶ Q:Ì ß,[ ^ �lg|{V¨ ^ �zR `V« j"¯:R ¶ ph[Ã^ ��R t Ü ji[d p-k Qm[%{][ ^ X t:U j?\�g]s ®»U `9^ _ j�Ù q �zR t	�3R º�R ß�R `:� Z]giR W pn�^]�zR `:U�b���[ {	{�s�Y*¨:�3R º�R ß�R `�� Z]giR W�p Ü j±d]pl��Q,Z<[ ¨�d]½,d]T�^$#L²Kp{�s Y*¨�d q } b p-� Q��mR ��{�¨�d ×�d T�\6[Z<[]U `:U poR e d `9k Qm[�g|{Ln�{][ {3U Âm[g<[�\6[ U poR e d `·ä k q �zR piZ<[]�a{�R � b ��[�R `:U raR� c p-k Qm[�Ì ��\6[d `:à�¨�d t Zk q `,Z<[ ¨�d ½%d T6\6[d `�Ù , ��n�{�s `�^ _ T:[ s f ë*) ¨ � î�î�î � ë9í � ë�ê R TKd q } b p-��« q �zR `�U b ��[ {3�mR ��{�¨�d ×:��d �i[©ªzg]s û(k Qm[ág|{�n�� ��[ {
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\�U ¸ T	¨ ^ �8�a{][ {3k q �zR p�U `*ô?÷ úh÷ ô�øhôù\�U ¸ v j?¯:R QSR ½Ãg|{�n�^ �8�a{][ {*g<[d ß	U poR e d `�g|{ ë��iì�ë��"ð �³\3d `m[d `SR e:� ���̈�	�mR ��{�¨�d ×n�^]e±^]�¹Pz× d]XOplPzv�û�[]\�R TKd]q�}Ob�p�¯�[ s�_�´�U�`�R TKd]q�}Ob�p\ Ü ji[d p-{][ ^ X tVk Q d t±« jVd `m[d `V��{�d jlæ%­ ´�[%P v û�[%\�R TKd q } b p�¬Ãs ¸ ~ p-\6[d `9k ¶ ¸ p|g<[ ^ ² p3k Q d t±« jl¯�[ s _ ´6U `|ä k q �zR p3U j?\ {,^ ´R `:� Z]giR W p Ü j±d p?R TV¯�°:g|{�^ QSR `:U jl^ e±{�d j?k q q X t:[g P QSR TV�mR ��{�¨�d ×���^ _ b × d ����g<[ ^ ² p�U j?P QSR TKd q } b p<¨³��^ e±^ ��P plÙ q �zR tV^ QSR `:U jl{�s `n�^]��Pzp�Ù$q��zR t9�3R º�R ßU j<g]s ®�¯:R ¸ T�n�^ eSR �]d `Væ©R ~ em[%U `:� q ² × s p3R ` Ü q e�[g \3d ¿ Q±{�\ {�R â _ ¼ q ½<\�R TVU raR� c p�^ em[ s b `VU jl^ q _ j-\�giR Q�[g³à�¨�d t Z�^ QSR `:R ¸ ��¯]s _ ji[g|{3U j"P tSR ´9­ ®	[,\�¨©gzZ<[]P QSR â e:\�U poR e d `Vk b ��s eVU j?^ �zR `9\6[ U e s �?U `9^ QSR `�R TVU poR e d `<P �3[d ®8^ Q±{�d j?U Ç ��­ p�ò�R `�\�R TVç:R � p·g|{n�^]�zR `Ãd]Q±¾]½a¯:R ¶iph[%Pz��{�R �8U�`9��{�d]q��oPzp<g<[d]ß�� j±d]�¹àLd]b���{
{�R â _ ¼ q ½<� j±d ��k Qm[�U `�[g�d Q Z \�U raR� c p3���a^ ��{�R Q:Ì QSR c p�Ì ��g|{3� j±d ��k Qm[�� q ² × s p3\��a^ T9R ¼ p�R `�R q ½ s t s QOg]s â ¸ Y	Ù q Â g�ÈKÉLÊmËU j?P v ¶ ¼ p?� v ´�U `�P r ¨ ^ _ j?ª	s ´:{-\6[ U c v Y�U `�[g³Ù v ~ pl¯:R ��^ _ QSR ¸ eÃZ<[]\ {][ ^ X t:^ T:[ s f�P pig]s â ¸ Y	Ù q Â g \�R ß�° ã {][ {¯:R ��^ _ QSR ¸ e9{][ ^ X t,d � ji[ ^ ��U jl{ g<[ {3^ # ß�P × d ®?Z<[�¨ {�s �8�a^ q ¼ j"� d Y�R ¼ plU `�U c v Y�U jl^ T:[ s f�P ¸ e%¨V[%��^ �¹U b � ��[ ^ b `m[�g|{Z<[�¨��a{][ {�� j±d �¹U `%¨��a{�d j?U q â tV^ e g<[ {�� pas # f»« T9R `9U j�[g³P eSR ��^ _ QSR ¸ e<� c q rÃ¨V[,� d ®�R f»k q ¸ T U `-n�^ _ j�ª	s ´:{�[g³k ¶ ¸ pR `-n�^ _ �zR `VU b ��[ ^ eV� pas # f»« T6R `�R TV¯�°�\�R t ¨*{�Ý q T�U j�^ _ j�k q q X t:[g P eSR ��^ _ QSR ¸ ei{][ ^ X t9k Q d t±Ä q `9U j?� ��[�U b ��[ s f�¯�°��� d]¸�e�Å9Æh� n�^]_�j?Ì��D[g³U�raR� c�p�k�Qm[�U�j?^]q�_�jl��¸�j?à�¨�d]t Z U�`|ä k�q��zR p<Z<[]�a{�R �Kb���[
g<[ ¾ �i[ ¨³� j±d ��^ _ º�U `�[g�R TV¯�°"^ T:[ s f�P p-U j�{ g<[ {3� �]¨�d ½:\ {][ ^ X t:ªzg<[Z]¨³k Qm[:n�� ��[%�a{�d j	��d ' p�\6[ U raR� c p-« T�giR j"ªzg<[Z]¨$ÈKÎ{ g<[ ^ e9^ # ßzªzg<[Z]¨ k Qm[:n�� ��[%�a{][ {3ªzg<[Z]¨ k Qm[�U `9{ g<[ {�[g�R TV¯�°"æ©R ~ em[,P QSR em[ s t9U j"[g P QSR TV� �]¨�d ½<� c q r<� j±d �-d T�n�^ _ j^ T:[ s f�P p�P × d ®�Z<[:n�^ _ jig<[ ¾ �i[ ¨³� j±d ��� Q,Z<[%Ä q `9U `�[g \6[ � �]¨�d ½:R Q%¨³^ _ jig<[ ¾ �i[ ¨³� �]¨�d ½:� QÃZ<[�Ä q `9P b j±d ��Ý q T³U `��� d]¸�e�Å9Æh�Ðn�^]q�_�jlÌ��¹ä k�q��zR pVZ<[��a{�R �Kb���[�R `�[g³U�raR� c�p�k�Qm[:n�^]�zR `9k�¶i¸�p-{][ ^]XOt:k�Q d]t±Ä$q�`��a^]�3g<[ ¾]�i[ ¨ \�R TV� �]¨�d]½V{][ ^]XOt
��{�s��¹�a{][ {�å$k�q��zR p�U�`�Rý T9R W�b���[�ä k�q��zR p�\6[d]`��a^]�¹U�q�â�t:\�U�poR e d]`V� �3R º�R ß�R `�� Z]giR W�p�ªzg<[Z]¨ \�U�raR� c�p<g|{*d]�i[]U�j�^]q�_�jl� `SR �³È�
g|{3P v û�[]\�R TKd q } b p-¬Ãs ¸ ~ p?P _ X Q���nV{�s�`:^]T:[ s�w�e ä�k q �zR p<Z<[]�a^ pO°�� ��{%U `��L[s Y�u # eÃd t±« j��a^ pO°�� ��{%U `��L[s Y��� d]¸�e�Å9Æh� n��K{�s�`9^]T:[ s�w�e|ä k�q��zR pl�L[s�Y"g|{3Pzv�û�[�\�R TKd]q�}Ob�p�¬Ãs�¸�~�p9Z<[ád]t±«�j�å$k�q��zR pl�L[s�Y
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 � ���́ f�1 d�� ¾ 4 �2� ¥/�-d50�
�$ ¥ a b 	 �w� � � �"·¸u ¹@© Ð� ©���������� � � j��§1-� 4�	 i 4e$ ���h0)� x�
�$ ¥H¦ b �Îf2(�d�u � � ©���������� �
fh	 � � 
 � ���£f�1 d�� ¾ 4 �2� ¥/�§	 �
0½$ %5$ � fh� 'ZÆZ� �/� � � b u 
 � ���d�
�$ ¥W¦ b ��� � 'Z� $ � c ���� ¼ �/��²�d�$ 
8¦ b � �Y� � i � 'w� '��2� ¥/� d50¶	 �sf�0&�u ¹{��� je$ ¥Rd�� �s¦ b � � � � i j�u � ��� m ¾ '
f�1 d�� ¾ 4�( �2� ¥/�§f�1 d�� ¾ 4�� � j�� u �H� ¤ � ¥�( 
�$ ¥H� ¹{� b d502� �Â0Pu ¹ u ' 	 ��0½$ 4 c �
� j���1-� 4�	 i 4e$ �!
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�$&¥ � �G���sÆZ� j�d��G¦W� b � +lfh	�����
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d502�dh� � Ç ��� � � 
 0)� x a b � �/� $ ¥ c � � 'Z	 � ¹{� ,°¦ b � � � a b u ' � � � $ 4 c � & ( Ê �
�­� � ,�¦ � 4�� � ¦ b � � ©R0�d�� � �
0½$ %5(£0)� xÈ¦ b �½d�� � � � d50 c i b 0½( � � �F� � � �qf2d�� � ¤ 3 �Y0½$ �
� � ¥ u ¥W	 �Â	 ��� j���d�$ i j�0´f�0&� � � ¥
k � � 4ª	 � � � u �Gu ' � � � �N�u %´�Î�d�	 � � � u � a b � �/� $ ¥ c �
¦ b � � � � � c � Æ�$ � ¢��dHd�$ i j�0��F$ �W	 jÉ� ¤ � ¥	�­� � ,g¦ � 4�� � ¦ b � � � �/� 	 i ¹Áu ÅZd��u ¢ c % ( Ê �

º � ���G��¥ d�� ��x�d�$Fi½j�0��F$&�W	/j
fh	 � ¹{� ,sd�� � � � 	 �)d�$ i j�0�¦ b � º © � � j�� �³� ¥ Ð ¦ � � � � � 
�0)� x a b ����
 � Ä
d�$ i j�0��­� � ,g¦ � 4�� �U� d�$ i j�0´¦ b ��fh�u %´� � �
� + � � � � c � 	 ¹{� �³� c m b � f�1 d�� ¾ 4� �G��� c�� � u�%´�§�dwf£� � �
� f�1 d�� ¾ 4³fh	 � ¹{� ,�d�� � � � u Å5� º © � � j�� �³� ¥ Ð ¦ � � � � � 
 0)� x a b5�����B� Ä
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 f2(�� � �d�$ i j�0´¦ b � � � 4�� �
� � Ç ��� f�1 d�� ¾ 4³fh	 � ¹{� ,Nd�� � � � u Å5� c Ã ( � 0½$ 4 c � � u %´��f£� � �
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 f£� � �)d�$ i j�0 � ��� � j�(£� � � c � � � � f�1 d�� ¾ 4ªfh	 � ¹{� ,�d�� � � � � � c m b� �G��� c�� � u�%´�§�d # v � ��� � �{d�$Fi½j�0�(w1/0Pu��
u��W�
f2d�� � c b � ¤ � ¥l	 �)d�$ i j�0´¦ b � º © � � j�� c � � � � b � � Ç ��� � � 
80)� x a b��§����� Ä
d�$ i j�0 ¦ b � � �
� +lf2d�$ i j�0´	 �g	 �q� � � c � & ( Ê ��� d�� � � ��c Ã ("� '»0 c ¾ �»��� ¼ �/�d��u ¢§d�$ i j�0 ¦ b � � ��k � ¢�� ¥�� � ��	 �sf2d�$ i j�0 � � 4�� � c � � � 0)� x a b�� u Å5� � 0½$ 4ª�u %´�0)� x a b�� u Å5�§²�d�$ 
 ¦ � ¾ 'h	 � � 0½$ 4 c � � u %´��d�$ i j�0´¦ b � � ��� +W� j���	 i ¹Áu Å¦ b � � ��� +H� j���	 i ¹Áu ÅYd��u ¢ed�$ i j�0´¦ b � � ��� � �W� ¥ � 	 ��f2d�$ i j�0 � � 4�� �
� � Ç �� 0½$F4 c�� � u�%´�½d�$Fi½j�0
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� y d�� � � � 	 �q� � � b $ � ���­� � ,g¦ � 4�� � ¦ b �d50U� 'Z	 � ¹{� ,°fh	 � � �{d�� � � � (�0½$ 4 c � 1/0&� 05d��u ¢ Ð f�1 d�� ¾ 4³fh	 � ¹{� ,Nd50U	 � � � u �
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