
خدا نام به

ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحلۀ

نیم و ساعت چهار زمان: اول روز ۱۳۹۷ فروردین ۳۰ پنج شنبه،

مثلث محیطی دایره و قطر ها ست برخورد محل P نقطه (AB ∥ CD و BC = AD آن در (که ABCD متساوي الساقین ذوزنقه در .۱
کنید ثابت می کند. قطع Y در را AX ،BC با موازي و D از گذرا خط می کند. قطع X در را BC ،APB

∠Y DA = ۲× ∠Y CA

n اگر کنید ثابت می نویسیم. را آن ها دو به دوي اختلاف اعداد، این جاي به است. شده نوشته تخته روي متمایز حقیقی عدد n کنید فرض .۲
باشد. برابر هم با دسته دو اعداد مجموع که کرد تقسیم دسته دو به می توان را آمده به دست مثبت عدد

(
n
۲
)

باشد، فرد

طبیعی اعداد از s۱ < s۲ < · · · < sn و r۱ < r۲ < · · · < rn صعودي اکیداً دنباله دو و هستند طبیعی عدد دو a > k کنید فرض .۳
که هستند خاصیت این داراي

(ar۱ + k) (ar۲ + k) . . . (arn + k) = (as۱ + k) (as۲ + k) . . . (asn + k)

.ri = si داریم i هر ازاي به یعنی هستند، برابر دنباله دو این کنید ثابت

است. نمره ۱۵ سوال هر بارم



خدا نام به

ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحلۀ

نیم و ساعت چهار زمان: دوم روز ۱۳۹۷ فروردین ۳۱ جمعه،

باشیم داشته x, y ∈ R هر براي که بیابید را f : R → R توابع همه .۴

f(x+ y)f(x۲ − xy + y۲) = x۳ + y۳

کلید، هر وضعیت تغییر با و است متصل لامپ چند یا یک به کلید هر می شوند؛ خاموش و روشن کلید ۵ با اداره اي اجتماعات سالن لامپ هاي .۵
همه ابتدا در اگر کنید ثابت است. متفاوت کلید، دو هر به متصل لامپ هاي مجموعه که می دانیم می کند. تغییر آن به متصل لامپ هاي وضعیت

می شود. روشن لامپ ۲ دست کم آن ها، همه وضعیت تغییر با که دارد وجود کلید ۳ باشند، خاموش لامپ ها

قطع B و A در به ترتیب را ω۲ و ω۱ و می گذرد P از که دل خواه خطی می کنند. قطع Q و P نقاط در را یک دیگر ω۲ و ω۱ دایره دو .۶
محل باشند. D و C بین F و E که طوري به کند قطع E و C در را ω۲ و F و D در را ω۱ تا می کنیم رسم AB با موازي خطی می کند.

می نامیم. R را CD به نسبت P قرینه و Y را BC و AF تقاطع محل ،X را AD و BE تقاطع

دارد. قرار XY روي R کنید ثابت الف)

است. ∠XPY زاویه نیم ساز PR کنید ثابت ب)

است. نمره ۱۵ سوال هر بارم



ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

برخورد محل P نقطه (AB ∥ CD و BC = AD آن در (که ABCD متساوي الساقین ذوزنقه در .۱
AX ،BC با موازي و D از گذرا خط می کند. قطع X در را BC ،APB مثلث محیطی دایره و قطر ها ست

کنید ثابت می کند. قطع Y در را

∠Y DA = ۲× ∠Y CA

اول. راه حل
است. AD پاره خط امتداد از ناشی خط طرف دو در Y و C نقاط می کنیم: حل اضافه فرض این با را سوال

A
B

CD

P

X

Y

Y APD چهار ضلعی نتیجه در ∠Y DP = ∠CBP = ∠XAP می آید به دست Y D ∥ BC که آن جا از
داریم حالا است. محاطی نیز ABCD که کنید دقت هم چنین است محاطی

∠DY P = ∠DAP = ∠DAC = ∠DBC = ∠PDY

PY = PC می شود نتیجه رابطه دو این از .PD = PC که است واضح نیز دیگر طرف از PY = PD پس
می آید به دست نهایت در و

۲∠Y CA = ۲∠Y CP = ∠APY = ∠Y DA

شد. ثابت حکم پس

ایران۲ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

دوم. راه حل

A
B

CD

P

X

Y

داریم است. محاطی Y APD می شود ثابت اول راه حل مشابه

∠DAC = ∠DBC = ∠Y DP = ∠XAP = ∠XAC

می آید به دست PC = PD که آن جا از حالا دارد. قرار ∠Y AD خارجی نیم ساز روي C پس

∠ACD = ∠PCD =
۱
۲∠APD = ۹۰◦ − ۱

۲∠AYD

می دهد نتیجه که دارد را DY A مثلث در Y راس نظیر خارجی محاطی دایره مرکز خواص از تا دو C پس
۲∠Y CA = ∠Y DA داریم خارجی دایره محاطی مرکز خواص بنابر نهایت در است. منطبق نقطه آن بر

است. سوال حکم همان که

ایران۳ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

سوم. راه حل

A B

CD

P

X

Y

M

که است واضح .AD = MD که می کنیم انتخاب گونه اي به D طرف از و Y D امتداد روي را M نقطه
است. محاطی AYMC چهار ضلعی دهیم نشان کافیست حکم اثبات براي پس ∠Y DA = ۲∠DMA

است. متوازي الاضلاع یک MCBD چهار ضلعی پس MD ∥ BC و MD = AD = BC که کنید دقت
می دهد. نتیجه را AYMC چهار ضلعی بودن محاطی که ∠DMC = ∠DBC = ∠XAP نتیجه در

ایران۴ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

چهارم. راه حل

A B

CD

P

X

Y

T

می آید به دست CAX و CBP مثلث دو تشابه از می نامیم. T را BC و AD تقاطع نقطه

BP

AX
=

CB

CA
=

AD

CA
=⇒ AX · AD = CA ·BP (۱)

داریم تالس قضیه طبق دیگر طرف از

AY

AX
=

AD

AT
=⇒ AX · AD = AT · AY (۲)

می آید به دست (۲) و (۱) روابط مقایسه از

AT · AY = CA ·BP = CA · AP =⇒ AT

CA
=

AP

AY
(۳)

می شود نتیجه (۳) رابطه بنابر و ∠Y AC = ∠TAP پس ∠XAP = ∠DAC کردیم ثابت اول راه حل در
داریم نهایت در .△Y AC ∼ △PAT

∠Y CA = ∠ATP =
۱
۲∠ATX =

۱
۲∠Y DA

ایران۵ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

دو به دوي اختلاف اعداد، این جاي به است. شده نوشته تخته روي متمایز حقیقی عدد n کنید فرض .۲
تقسیم دسته دو به می توان را آمده به دست مثبت عدد (n۲) باشد، فرد n اگر کنید ثابت می نویسیم. را آن ها

باشد. برابر هم با دسته دو اعداد مجموع که کرد
اول. راه حل

i > j که ai−aj اختلاف است. فرد عددي n که باشند a۱ < a۲ < · · · < an شده داده اعداد کنید فرض
دسته در باشند داشته  متمایزي زوجیت j و i اگر و اول دسته در باشند داشته یکسانی زوجیت j و i اگر را
برابر هم با دوم دسته اعداد مجموع و اول دسته اعداد مجموع در ai ضریب می دهیم نشان می دهیم. قرار دوم
an−۱−ai, an−۳−ai, · · · , ai+۲−ai اختلاف هاي است). مشابه دیگر (حالت باشد زوج i کنید فرض است.
اعداد مجموع در ai ضریب پس هستند ai شامل اول دسته در ai − ai−۲, ai − ai−۴, · · · , ai − a۲ و

با است برابر اول دسته
i− ۲
۲ − n− i− ۱

۲ =
۲i− n− ۱

۲
ai − ai−۱, ai − ai−۳, · · · , ai − a۱ و an − ai, an−۲ − ai, · · · , ai+۱ − ai اختلاف هاي مشابه طور به

با است برابر دوم دسته اعداد مجموع در ai ضریب پس هستند ai شامل دوم دسته در

i

۲ − n− i+ ۱
۲ =

۲i− n− ۱
۲

می شود. ثابت حکم و است برابر دسته هر اعداد مجموع در ai ضریب پس

ایران۶ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

دوم. راه حل
است بررسی قابل به راحتی حکم درستی (n = ۳) استقرا پایه براي می دهیم. نشان را حکم n روي استقرا با
اعداد کنید فرض می دهیم. نشان n+۲ براي را آن درستی و باشد درست n براي حکم می کنیم فرض پس
x۱, x۲, . . . , xn اعداد دو به دوي تفاضل هاي استقرا فرض طبق باشند. x۱ < x۲ < · · · < xn+۲ شده داده
باقی مانده تفاضل هاي براي را حکم کافیست فقط پس کنیم تقسیم برابر مجموع با دسته دو به می توانیم را

تفاضل هاي دهیم. xn+۲نشان − xn+۱, xn+۲ − xn, . . . , xn+۲ − xn+۳
۲

xn+۱ − x۱, xn+۱ − x۲, . . . , xn+۱ − xn+۱
۲

تفاضل هاي و اول دسته در را xn+۲ − x۱, xn+۲ − x۲, . . . , xn+۲ − xn+۱
۲

xn+۱ − xn, xn+۱ − xn−۱, . . . , xn+۱ − xn+۳
۲

است برابر هم با دسته هر در اعداد مجموع که کرد بررسی می توان به راحتی می دهیم. قرار دوم دسته در را
شد. ثابت حکم پس

ایران۷ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

سوم. راه حل
کردن افراز مثال هر است. فرد عددي n که باشند a۱ > a۲ > · · · > an شده داده اعداد کنید فرض
و A مجموعه دو به را −ai| ها aj| اعداد کنید فرض می کنیم. مدل n×n ماتریسی با را −ai| ها aj| اعداد
ستون و i ام سطر در آن گاه i < j که ai − aj ∈ A اگر بگیرید. نظر در n× n ماتریسی کرده ایم. افراز B
i هر براي باشد برقرار مسئله حکم این که براي حالا می نویسیم. B این صورت غیر در و می نویسیم A j ام

باشیم داشته باید

(i سطر در Aها −(تعداد (i ستون در Aها (تعداد = (i سطر در Bها −(تعداد (i ستون در Bها (تعداد

(اگر B را بقیه و می گذاریم A را چپ سمت خانه n−۱
۲ سطر هر در می سازیم. خاصیت این با ماتریس یک

:n = ۷ براي مثال می گذاریم). A را سطر آن خانه هاي همه داشت وجود خانه n−۱
۲ از کمتر



× A A A B B B

× × A A A B B

× × × A A A B

× × × × A A A

× × × × × A A

× × × × × × A

× × × × × × ×


دارا را شده بیان خاصیت می شوند ساخته شکل این به که ماتریس هایی که کرد بررسی می توان به راحتی

هستند.
کردیم. بیان را آن ها از یکی تنها ما که ساخت بسیاري مطلوب افراز هاي می توان روش این با نکته.

ایران۸ ریاضی المپیاد وبگاه

http://mathysc.ir


ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

و r۱ < r۲ < · · · < rn صعودي اکیداً دنباله دو و هستند طبیعی عدد دو a > k کنید فرض .۳
که هستند خاصیت این داراي طبیعی اعداد از s۱ < s۲ < · · · < sn

(ar۱ + k) (ar۲ + k) . . . (arn + k) = (as۱ + k) (as۲ + k) . . . (asn + k)

.ri = si داریم i هر ازاي به یعنی هستند، برابر دنباله دو این کنید ثابت
اول. راه حل

می کنیم فرض است. واضح حکم که (n = ۱) استقرا پایه براي می دهیم. نشان را حکم n روي استقرا با
عدد در p اول عدد توان بزرگترین می دهیم. نشان n براي را آن درستی و باشد درست n− ۱ براي حکم
.vp(a) > vp(k) که دارد وجود p مانند اول عددي a > k فرض بنابر می دهیم. نشان vp(x) با را x طبیعی

است: زیر شرح به است واضح نیز آن ها اثبات که vp تابع خواص از تا دو

.vp(xy) = vp(x) + vp(y) باشند طبیعی عدد دو y و x اگر •

.vp(x+ y) = vp(x) آن گاه vp(x) < vp(y) که باشند طبیعی عدد دو y و x اگر •

خاصیت دو این از استفاده با و می زنیم خط طرف دو از kn یک می کنیم، باز را مسئله فرض تساوي طرف دو
با است برابر تساوي چپ طرف می کنیم. محاسبه را تساوي طرف دو vp

ar۱+···+rn + k
(
ar۱+···+rn−۱ + · · ·+ ar۲+···+rn

)
+ · · ·+ kn−۱ (ar۱ + · · ·+ arn)

کم ترین باید دوم خاصیت طبق پس است شده نوشته عبارت n مجموع صورت به بالا عبارت که کنید دقت
داریم riها دنباله بودن صعودي اکیداً و شده بیان خواص طبق کنیم. پیدا را عبارت n این بین p توان

vp
(
kn−i

(
ar۱+···+ri + · · ·+ arn−i+۱+···+rn

))
= vp

(
kn−i

)
+ vp

(
ar۱+···+ri + · · ·+ arn−i+۱+···+rn

)
= (n− i)vp(k) + vp

(
ar۱+···+ri

)
= (n− i)vp(k) + (r۱ + · · ·+ ri) vp(a)

> (n− i)vp(k) + ir۱vp(a)

> (n− ۱)vp(k) + r۱vp(a)

بزرگ ترین دوم خاصیت طبق پس است vp (kn−۱ (ar۱ + · · ·+ arn)) همان آخر رابطه که است واضح
راست سمت p توان بزرگ ترین مشابه طور به و (n− ۱)vp(k) + r۱vp(a) با است برابر چپ سمت p توان
می آید به دست که باشند برابر هم با باید عبارت دو این نتیجه در .(n− ۱)vp(k) + s۱vp(a) با است برابر
استقرا فرض طبق حکم تساوي طرف دو از as۱ + k و ar۱ + k عبارت هاي زدن خط با نهایت در .r۱ = s۱

می آید. به دست

ایران۹ ریاضی المپیاد وبگاه

http://mathysc.ir


ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

دوم. راه حل
می کنیم فرض مسئله کلیت از شدن کاسته بدون پس r۱ = s۱ دهیم نشان کافیست فقط اول راه حل مشابه
مسئله تساوي روابط این از استفاده با .k = dk۱ و a = da۱ ،d = (a, k) می کنیم تعریف .s۱ ≥ r۱ + ۱

می کنیم: باز نویسی را
n∏

i=۱
(driari۱ + dk۱) =

n∏
i=۱

(dsiasi۱ + dk۱) =⇒
n∏

i=۱

(
dri−۱ari۱ + k۱

)
=

n∏
i=۱

(
dsi−۱asi۱ + k۱

)
دنباله دو بودن صعودي اکیداً بنابر که می گیریم نظر در dr۱ar۱+۱

۱ پیمانه به را آخر تساوي طرف دو حالا
می آید به دست

(
dr۱−۱ar۱۱ + k۱

)
kn−۱
۱ ≡ kn

۱ (mod dr۱ar۱+۱
۱ ) =⇒ dr۱ar۱+۱

۱ | dr۱−۱ar۱۱ k
n−۱
۱ =⇒ da۱ | kn−۱

۱

رابطه با این و a | k می دهد نتیجه که a۱ = ۱ پس (a۱, k۱) = ۱ که کنید دقت اما a۱ | kn−۱
۱ پس

است. تناقض در a > k

ایران۱۰ ریاضی المپیاد وبگاه
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ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

باشیم داشته x, y ∈ R هر براي که بیابید را f : R → R توابع همه .۴

f(x+ y)f(x۲ − xy + y۲) = x۳ + y۳ (۱)

اول. راه حل
براي g(x) = f(x)

x
می کنیم تعریف .f(۰) = ۰ می آید به دست و x = y = ۰ می دهیم قرار (۱) رابطه در

به می شود تبدیل (۱) رابطه پس x ̸= ۰ هر

g(x+ y)g(x۲ − xy + y۲) = ۱ (۲)

می دهیم نشان نمی شود). صفر هیچ گاه x۲ − xy+ y۲ که کنید (دقت x+ y ̸= ۰ که x, y ∈ R هر براي
.x۲ − xy + y۲ = b و x+ y = a به طوري که دارند وجود x, y حقیقی اعداد b ≥ a۲

۴ که ,aاي b هر براي
داریم

b = x۲ − xy + y۲ = (x+ y)۲ − ۳xy = a۲ − ۳xy ⇒ xy =
a۲ − b

۳
است نامنفی آن دلتاي b ≥ a۲

۴ فرض طبق که هستند z۲ − az + a۲−b
۳ = ۰ معادله ریشه هاي x, y پس

شکل به می توان را (۲) رابطه پس می دهد. نتیجه را x, y داشتن وجود که

g(a)g(b) = ۱ (۳)

می توانیم (۳) رابطه در پس a ≥ a۲
۴ که است واضح ۰ < a ≤ ۴ کنید فرض .b ≥ a۲

۴ و a ̸= ۰ که نوشت
براي پس a = ۴ می دهیم قرار (۳) رابطه در هم باز .g(a) = ±۱ می دهد نتیجه که b = a دهیم قرار
را a (۳) رابطه در .g(a) = ±۱ داریم a > ۰ هر براي کل در نتیجه در g(b) = ±۱ داریم b ≥ ۴ هر
حالا .a ̸= ۰ هر براي g(a) = ±۱ می شود نتیجه است مثبت b که آن جا از و می دهیم قرار دلخواه عددي
b ≥ r۲

۴ هر براي (۳) رابطه طبق .g(s) = −۱ و g(r) = ۱ که داشته باشند وجود حقیقی r, s کنید فرض
در هم با رابطه دو این وضوح به که g(b) = −۱ داریم b ≥ s۲

۴ هر براي دیگر طرف از و g(b) = ۱ داریم
این دوي هر که f(x) = −x یا f(x) = x می دهد نتیجه که است −۱ ثابت یا ۱ ثابت g پس تناقض اند

می کنند. صدق (۱) رابطه در توابع
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دوم. راه حل
داشته وجود a حقیقی عدد اگر که کنید دقت ابتدا می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي

داریم حالا .a = ۰ می دهد نتیجه P (a, ۰) ،f(a) = ۰ که باشد

P (x, x− y) −→ f(۲x− y)f(x۲ − xy + y۲) = (۲x− y)(x۲ − xy + y۲)

(x+ y ̸= ۰ می کنیم (فرض می آید به دست P (x, y) بر رابطه این کردن تقسیم با

f(۲x− y)

f(x+ y)
=

۲x− y

x+ y
(۱)

که آن جا از و f(۳x − ۱) = (۳x − ۱)f(۱) می دهد نتیجه که y = ۱− x می دهیم قرار (۱) رابطه در
در رابطه این دادن قرار با .f(x) = xf(۱) می آید به دست می گیرد بر در را حقیقی مقادیر همه ۳x− ۱

مسئله اند. جواب هاي f(x) = −x و f(x) = x توابع پس f(۱) = ±۱ می شود نتیجه مسئله صورت
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سوم. راه حل
داریم می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي

P (x, ۰) −→ f(x)f (x۲) = x۳

P (x, x) −→ f(۲x)f (x۲) = ۲x۳

 =⇒ f(۲x) = ۲f(x) (۱)

می کنیم تعریف .f(۱) = ۱ می کنیم فرض .f(۱) = ±۱ می دهد نتیجه P (۱, ۰) که کنید دقت هم چنین
همه می خواهیم حالا x۲− xy+ y۲ = z۲− ۳a می آید به دست تعریف این بنابر و a = xy و z = x+ y

باشیم داشته باید پس .z۲ − ۳a = ۱ که باشد داشته وجود a حقیقی عدد آن براي که بیابیم را z هایی

۱ = z۲−۳a = z۲−۳xy = z۲−۳x(z−x) = ۳x۲−۳zx+z۲ ⇐⇒ ۳x۲−۳zx+(
z۲ − ۱) = ۰

یعنی باشد نامنفی آن دلتاي باید باشد داشته جواب x براي حقیقی اعداد در آخر تساوي اینکه براي

۰ ≤ ∆ = ۹z۲ − ۱۲ (z۲ − ۱) = ۱۲− ۳z۲ ⇐⇒ −۲ ≤ z ≤ ۲

y۰ و x۰ ،a حقیقی اعداد −۲ ≤ z ≤ ۲ اگر می شود نتیجه هستند پذیر برگشت بالا روابط که آن جا از
f(z) = z می آید به دست P (x۰, y۰) از پس z۲ − ۳a = ۱ و a = x۰y۰ ،z = x۰ + y۰ که دارند وجود
هر براي f (۲nx) = ۲nf(x) می شود نتیجه استقرایی طور به و (۱) رابطه از حالا .−۲ ≤ z ≤ ۲ هر براي
به طوري که دارد وجود n طبیعی عدد که است واضح می گیریم. نظر در را x دلخواه حقیقی عدد طبیعی. n

داریم نهایت در و −۲ ≤ x
۲n ≤ ۲ پس |x| ≤ ۲n+۱

f(x) = ۲nf
( x

۲n

)
= x

سوال جواب هاي همه پس می دهد را f(x) = −x جواب مشابه کاملا طور به نیز f(۱) = −۱ حالت
آمدند. به دست
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چهارم. راه حل
مشابه و f(۰) = ۰ داریم اول راه حل مشابه می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي
می کنیم فرض که f(۱) = ±۱ و طبیعی n هر براي f(۲nx) = ۲nf(x) کرد ثابت می توان سوم راه حل

داریم .f(۱) = ۱

P (x, ۱− x) −→ f
(۳x۲ − ۳x+ ۱) = ۳x۲ − ۳x+ ۱

x ≥ ۱
۴ هر براي پس می پوشاند را ۱

۴ مساوي یا بزرگ تر اعداد همه ۳x۲ − ۳x + ۱ عبارت که کنید دقت
دارد وجود n طبیعی عدد که است واضح می گیریم. نظر در را x دل خواه و مثبت عدد .f(x) = x داریم

می آید به دست این از و ۲nx ≥ ۱
۴ که

f(x) =
f (۲nx)

۲n
= x

P (−x, ۰) و P (x, ۰) تساوي دو مقایسه با دیگر طرف از .f(x) = x داریم نا منفی عدد هر براي پس
اگر تنها و اگر f(a) = ۰ می دانیم دوم راه حل مانند که کنید (دقت است فرد تابعی f می شود نتیجه
می دهد. را f(x) = −x جواب نیز f(۱) = −۱ حالت .f(x) = x داریم حقیقی x هر براي پس (a = ۰
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پنجم. راه حل
می کنیم فرض .f(۰) = ۰ داریم اول راه حل مشابه می دهیم. نشان P (x, y) با را مسئله شده داده تساوي

که کنید دقت .|f(x۰)| > |x۰| که باشد داشته وجود x۰ اي ̸= ۰

P (x۰, ۰) −→ f(x۰)f
(
x۲
۰
)
= x۳

۰ =⇒
∣∣f (

x۲
۰
)∣∣ < x۲

۰

داریم طبیعی n هر براي سوم راه حل مشابه که کنید دقت . ∣∣f (
x۴
۰
)∣∣ > ∣∣x۴

۰
∣∣ می شود ثابت ترتیب همین به

به طوري که دارند وجود حقیقی β و α اول راه حل مشابه . ∣∣f (
x۰
۲n
)∣∣ > ∣∣ x۰

۲n
∣∣ پس f (۲nx) = ۲nf(x)

α + β =
x۰
۲n

, α۲ − αβ + β۲ = x۴
۰

از حالا می شود. برقرار کنیم انتخاب بزرگ کافی اندازه به عددي را n اگر که ۴x۴
۰ >

(
x۰
۲n
)۲ اگر تنها و اگر

می آید به دست P (α, β)

∣∣∣x۰
۲n

∣∣∣ · ∣∣x۴
۰
∣∣ = ∣∣∣f (x۰

۲n

)∣∣∣ · ∣∣f (
x۴
۰
)∣∣ > ∣∣∣x۰

۲n

∣∣∣ · ∣∣x۴
۰
∣∣

f(x) = ±x داریم x هر براي پس می شود رد مشابه به طور نیز |f(x۰)| < |x۰| حالت است. تناقض که
هستند. f(x) = −x و f(x) = x توابع مسئله جواب هاي تنها می شود ثابت اول راه حل مشابه و
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لامپ چند یا یک به کلید هر می شوند؛ خاموش و روشن کلید ۵ با اداره اي اجتماعات سالن لامپ هاي .۵
مجموعه که می دانیم می کند. تغییر آن به متصل لامپ هاي وضعیت کلید، هر وضعیت تغییر با و است متصل
کلید ۳ باشند، خاموش لامپ ها همه ابتدا در اگر کنید ثابت است. متفاوت کلید، دو هر به متصل لامپ هاي

می شود. روشن لامپ ۲ دست کم آن ها، همه وضعیت تغییر با که دارد وجود
اول. راه حل

را است متصل آن به کلید تعداد بیش ترین که لامپی می دهیم. نشان ۱, ۲, ۳, ۴, ۵ شماره هاي با را کلید ها
می کنیم: تقسیم حالت پنج به را مسئله می نامیم. A

باشد. متصل A لامپ به کلید ۵ اول. حالت
را کلید سه همین باشند وصل B به کلید سه حداقل اگر می گیریم. در نظر را B مانند دیگر لامپ یک
می زنیم. را است وصل B که کلید ۱ و نیستند وصل B که کلید هایی از کلید ۲ این صورت غیر در می زنیم.

باشد. متصل  A لامپ به کلید ۴ دوم. حالت
کلید هایش که دارد وجود B مانند لامپی نیست یکسان کلیدي دو هیچ لامپ هاي مجموعه که آن جا از
غیر در می زنیم. را کلید ۳ همین باشد داشته اشتراك ۳ حداقل اگر باشد. داشته اشتراك A کلید هاي با
را نیستند وصل B به ولی وصل اند A به که کلیدي ۴ از کلید ۲ و B و A بین مشترك کلید ۱ این صورت

می زنیم.
باشد. متصل A لامپ به کلید ۳ سوم. حالت

نیست یکسان کلید دو این لامپ هاي مجموعه که آن جا از نباشد. متصل ۲ و ۱ کلید هاي به A کنید فرض
۳ حداکثر به لامپ این هم چنین است. متصل کلید دو این از یکی به فقط که دارد وجود B مانند لامپی
و ۱ کلید هاي نتیجه در نیست وصل ۳ مانند ۵ و ۴ و ۳ کلید هاي از یکی حداقل به پس است متصل کلید

می زنیم. را ۳ و ۲
باشد. متصل A لامپ به کلید ۲ چهارم. حالت

مانند لامپی پس نباشد متصل ۳ و ۲ و ۱ کلید هاي به A کنید فرض می کنیم. عمل قبل حالت مشابه کاملا
کلید هاي از یکی به حداقل B هم چنین نباشد. وصل ۲ کلید به ولی باشد وصل ۱ کلید به که دارد وجود B

می زنیم. را ۴ و ۲ و ۱ کلید هاي پس نیست وصل نیز ۴ مانند ۵ و ۴
باشد. متصل A لامپ به کلید ۱ پنجم. حالت

وصل دیگر کلیدي به که دارد وجود B مانند لامپی و متصل اند کلید ۱ دقیقا به لامپ ها همه که است واضح
می زنیم. را دیگر دل خواه کلید ۱ و B و A به متصل کلید ۲ پس باشد

است. برقرار مسئله حکم ممکن حالات همه در پس
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دوم. راه حل
غیر در زیرا n ≥ ۳ که کنید دقت می نامیم. b۱, b۲, . . . , b۵ را کلید ها و a۱, a۲, . . . , an را لامپ ها
۱۰ × n جدولی باشد. برقرار نمی تواند سوال شرط و داریم لامپ ها از زیر مجموعه ۴ حداکثر این صورت
لامپ ها از یکی با متناظر آن ستون هر و کلید ها از سه تایی یک با متناظر آن سطر هر که می دهیم تشکیل

است.
a۱

(b۱, b۲, b۳)

a۲

(b۱, b۲, b۴)

an

(b۳, b۴, b۵)

−→ z۱

−→ z۲

−→ z۱۰

سطر با متناظر کلید ۳ وضعیت تغییر از پس اگر می نویسیم را ۱ عدد jام ستون و i ام سطر تقاطع خانه در
عدد خانه این در این صورت غیر در و بوده اند) خاموش لامپ ها همه می کنیم (فرض شود روشن aj لامپ i ام
متصل کلید Xj به aj لامپ کنید فرض می دهیم. نشان zi با را i ام سطر اعداد مجموع می نویسیم. را صفر

باشیم داشته باید پس (Xj

۳
)
+
(
Xj

۱
)(۵−Xj

۲
) با است برابر j ام ستون اعداد مجموع این صورت در باشد.

۱۰∑
i=۱

zi =
n∑

j=۱

((
Xj

۳

)
+

(
Xj

۱

)(۵−Xj

۲

))
(۱)

گرفت نتیجه به راحتی می توان مقادیر این بررسی با و است ۵ تا ۱ از طبیعی عددي Xj که کنید دقت حالا
داریم (۱) رابطه طبق پس است. ۴ مساوي یا بزرگ تر همواره (

Xj

۳
)
+
(
Xj

۱
)(۵−Xj

۲
) عبارت که

۱۰∑
i=۱

zi ≥ ۴n

است. سوال حکم همان این و zi ≥
⌈۴n
۱۰
⌉
≥ ۲ که دارد وجود i اي کبوتري لانه اصل طبق نتیجه در
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سوم. راه حل
هر براي کنیم فرض می توانیم می دهیم. نشان A۱, A۲, . . . , A۵ با را کلید هر به متصل لامپ هاي مجموعه

داریم ۱ ≤ i < j < k ≤ ۵

|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − (|Ai ∩ Aj|+ |Aj ∩ Ak|+ |Ak ∩ Ai|) + ۳|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≤ ۱ (۱)

رابطه چپ سمت در باشد آمده Ai, Aj, Ak مجموعه هاي از تا سه یا یک در لامپی اگر که کنید دقت زیرا
مساوي یا بزرگ تر عبارت این اگر پس نمی شود شمرده این صورت غیر در و می شود شمرده بار یک (۱)
زیر رابطه به و می کنیم جمع هم با را ممکن رابطه (۵

۳
)
= ۱۰ همه حالا می آید. به دست حکم باشد ۲

می رسیم
∑

۱≤i<j<k≤۵
|Ai ∪ Aj ∪ Ak| − ۳

∑
۱≤i<j≤۵

|Ai ∩ Aj|+ ۳
∑

۱≤i<j<k≤۵
|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≤ ۱۰ (۲)

می دانیم شمول و عدم و شمول اصل طبق هم چنین

|Ai∪Aj ∪Ak| = |Ai|+ |Aj|+ |Ak|− (|Ai ∩ Aj|+ |Aj ∩ Ak|+ |Ak ∩ Ai|)+ |Ai∩Aj ∩Ak|

می آید به دست (۲) رابطه در تساوي این دادن قرار با و

۶
∑
۱≤i≤۵

|Ai| − ۶
∑

۱≤i<j≤۵
|Ai ∩ Aj|+ ۴

∑
۱≤i<j<k≤۵

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≤ ۱۰ (۳)

می توان به راحتی می نامیم. an را متصل اند کلید n دقیقا به که لامپ هایی تعداد ،۱ ≤ n ≤ ۵ هر براي
که کرد بررسی

∑
۱≤i≤۵

|Ai| =
(۱
۱

)
a۱ +

(۲
۱

)
a۲ +

(۳
۱

)
a۳ +

(۴
۱

)
a۴ +

(۵
۱

)
a۵

∑
۱≤i<j≤۵

|Ai ∩ Aj| =
(۲
۲

)
a۲ +

(۳
۲

)
a۳ +

(۴
۲

)
a۴ +

(۵
۲

)
a۵

∑
۱≤i<j<k≤۵

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| =
(۳
۳

)
a۳ +

(۴
۳

)
a۴ +

(۵
۳

)
a۵

می آید به دست آن کردن ساده و (۳) رابطه در تساوي سه این دادن قرار با

۶a۱ + ۶a۲ + ۴a۳ + ۴a۴ + ۱۰a۵ ≤ ۱۰ =⇒ a۱ + a۲ + a۳ + a۴ + a۵ ≤
۱۰
۴ (۴)

اعضاي تعداد دیگر طرف از و دارد عضو ۳ حداقل Ai ها اجتماع می دانیم دوم راه حل مشابه که کنید دقت
اولیه فرض پس است تناقض در (۴) رابطه با این که a۱ + a۲ + a۳ + a۴ + a۵ با است برابر Ai ها اجتماع

می شود. ثابت حکم و بوده غلط
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و ω۱ و می گذرد P از که دل خواه خطی می کنند. قطع Q و P نقاط در را یک دیگر ω۲ و ω۱ دایره دو .۶
در را ω۲ و F و D در را ω۱ تا می کنیم رسم AB با موازي خطی می کند. قطع B و A در به ترتیب را ω۲

تقاطع محل ،X را AD و BE تقاطع محل باشند. D و C بین F و E که طوري به کند قطع E و C
می نامیم. R را CD به نسبت P قرینه و Y را BC و AF

دارد. قرار XY روي R کنید ثابت الف)

است. ∠XPY زاویه نیم ساز PR کنید ثابت ب)

اول. راه حل
ω۱ ω۲

P

Q

A

B

C

D

F
E

X

Y

S
R

که کنید دقت الف)

∠QEB = ∠QPB = ∠QDA =⇒ ∠QEX = ∠QDX

برخورد محل است. محاطی نیز Y CFQچهار ضلعی مشابه طور به و است چهار ضلعیXDEQمحاطی پس
∠QSX = ∠QEB = ∠QCY که است واضح می نامیم. S را چهار ضلعی دو این محیطی دایره دوم

داریم می نامیم. R′ را XY با DSC مثلث محیطی دایره دوم برخورد محل هم خط اند. X,S, Y پس

∠R′DC = ∠R′SC = ∠Y SC = ∠Y FC = ∠FAP = ∠FDP = ∠CDP

R ≡ R′ و است CD به نسبت P قرینه R′ پس ∠R′CD = ∠DCP می آید به دست مشابه طور به و
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شد. ثابت قسمت این حکم در نتیجه
و است متوازي الاضلاع AFRD پس RD = PD = AF و FR = FP = AD که است واضح ب)

داریم تالس قضیه طبق .RF ∥ AD و RD ∥ AF

RY

RX
=

AD

DX
=

PF

DX

ثابت .PY
PX

= PF
DX

دهیم نشان کافیست پس RY
RX

= PY
PX

با است معادل حکم نیم ساز قضیه طبق هم چنین
پس ∠ADP = ∠AFP که کنید دقت می آید. به دست حکم این از و △PDX ∼ △Y FP می کنیم

دهیم نشان کافی است نتیجه در ∠PDX = ∠PFY

PD

DX
=

FY

FP
⇐⇒ AF

FY
=

DX

AD

ثابت نیز قسمت این حکم و است برابر RX
RY

با آخر رابطه طرف دو RF ∥ AD و RD ∥ AF که آن جا از
می شود.
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دوم. راه حل
الف)

ω۱

ω۲
A

B
P

C

D

F
E

X

Y

R

∠RFD = نتیجه در هستند متساوي الساقین ذوزنقه ADFP و PBCE چهار ضلعی هاي که کنید دقت
دو حالا .RC ∥ BX پس ∠FCR = ∠PCF = ∠PBE و RF ∥ AX پس ∠PFD = ∠ADF

که خطوطی پس موازي اند هم با دو به دو مثلث دو این اضلاع بگیرید. نظر در را XAB و RFC مثلث
متجانس مثلث هاي اصطلاحاً مثلث ها این (به همرس اند نقطه یک در می کنند متصل هم به را متناظر رئوس
همرس اند XR و AF و BC خطوط یعنی می شود) اثبات به راحتی تالس قضیه با نیز حکم این و می گوییم

است. سوال حکم همان که
ب)

P

A

X

Y

F

Z

R
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داریم تالس قضیه طبق کند. قطع Z در را PY تا می کنیم رسم PF با موازي خطی A نقطه از

PF

AZ
=

Y F

Y A
=

FR

AX

∠ZAP = که کنید دقت دیگر طرف از .AX = AZ می شود نتیجه PF = FR که آن جا از پس
که می شوند هم نهشت بین زاویه و ضلع دو حالت به XAP و ZAP مثلث دو پس ∠FPA = ∠XAP

می آید به دست تالس قضیه طبق نهایت در .ZP = PX می دهد نتیجه

PY

PX
=

PY

PZ
=

FY

FA
=

RY

RX

می شود. نتیجه نیم ساز قضیه طبق حکم و
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سوم. راه حل
ω۱

ω۲
A

B
P

C

D

F
E

X

Y

R

K

L

رسم BX با موازي C از حالا .RD ∥ AY و RC ∥ BX کرد ثابت می توان دوم راه حل مشابه الف)
حکم و است R همان R′ می شود نتیجه R′D ∥ AY دهیم نشان اگر کند. قطع R′ در را XY تا می کنیم

داریم تالس قضیه طبق می شود. ثابت قسمت این

R′Y

Y X
=

Y C

Y B
=

CF

AB
(۱)

حکم (۱) رابطه طبق پس R′X
XY

= DE
AB

معادلاً یا R′X
XY

= XD
AX

دهیم نشان باید تالس قضیه عکس طبق و
می دهیم: نشان روش دو به را معادل حکم این .DE + CF = AB با است معادل

اول. روش

A

B
P

C

D

F
E

S

SPFE چهار ضلعی که است واضح می نامیم. S را AB با PEF مثلث محیطی دایره دوم برخورد محل
هم این از SE ∥ AD نتیجه در ∠DAP = ∠FPA = ∠PSE داریم پس است متساوي الساقین ذوزنقه
BS = CF می شود ثابت مشابهاً .AS = DE و است متوازي الاضلاع ASED چهار ضلعی می آید به دست

می شود. ثابت معادل حکم و
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دوم. روش

A

B
P

C

D

F
E

H
X′

Y ′

که می دانیم می نامیم. H و X ′ ،Y ′ ترتیب به را عمود ها پاي و می کنیم عمود CD بر P و B ،A نقاط از
DY ′ = HF می دهد نتیجه که هم نهشتند AY ′D و PHF مثلث دو پس PH = AY ′ و PF = AD

داریم حالا .CX ′ = HE مشابهاً و

DE + CF = DY ′ + Y ′E + CX ′ +X ′F = HF + Y ′E +HE +X ′F = X ′Y ′

می آید. به دست معادل حکم و X ′Y ′ = AB پس است مستطیل ABX ′Y ′ هم چنین
KPL مثلث دهیم نشان کافیست می نامیم. L و K ترتیب به را CD با PY و PX برخورد محل ب)

می دهیم: نشان روش دو به را حکم این است. متساوي الساقین
داریم تالس قضیه طبق اول. روش

Y L

LP
=

Y C

CB
=

Y R

RX

چهار ضلعی نتیجه در .KR ∥ PY مشابه به طور و LR ∥ PX می آید به دست تالس قضیه عکس از پس
.PK = LR = PL و است متوازي الاضلاع یک PLRK

داریم تالس قضیه طبق می آید. به دست سوال حکم این از و KH = LH می دهیم نشان دوم. روش
KE

ED
=

PB

AB
=⇒ KE =

ED · PB

AB
(۲)

هم چنین

ED = DY ′ + Y ′E = HF + Y ′E = Y ′F − EH = AP +HF − EH (۳)

می کنیم: محاسبه را KH طول (۳) و (۲) روابط از استفاده با حالا

KH = KE + EH
(۲)
=

ED · PB

AB
+ EH

(۳)
=

AP ·BP +HF ·BP − EH ·BP + EH · AB
AB

=
AP ·BP +HF ·BP +HE · AP

AB

.KH = LH دید می توان به راحتی و کنیم محاسبه را LH طول می توانیم مشابه طور به

ایران۲۴ ریاضی المپیاد وبگاه

http://mathysc.ir


ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحله راه حل هاي و سوالات

چهارم. راه حل
P

C

D

F
E

R

X′

Y ′

K

L

X ′, P, Y ′ هم خطی با معادل سوال حکم می نامیم. Y ′ و X ′ ترتیب به را CD به نسبت Y و X قرینه الف)
مشابه به طور .X ′D ∥ PF می شود نتیجه ∠XDF +∠PFD = ۱۸۰◦ که آن جا از کنید دقت می شود.
چهار ضلعی دو نتیجه در DE ∥ CF هم چنین Y ′C ∥ PE و Y ′F ∥ PD ،X ′E ∥ PC می شود ثابت

می دهد. نتیجه را X ′, P, Y ′ هم خطی که X ′P ∥ PY ′ پس متجانس اند هم با PFCY ′ و X ′DEP

P نقطه از دیگري پرتوي هم چنین بگذرد P از آن بازتاب که می تابانیم CD خط به پرتویی X ′ نقطه از ب)
محل می گذرد. Y ′ از پرتو این بازتاب کردیم بیان که تجانسی طبق می تابانیم CD خط به زاویه همان با و
∠RKL = ∠PKL = ∠X ′KD که کنید دقت می نامیم. L و K ترتیب به را CD با پرتو دو این برخورد
PKRL چهار ضلعی که است واضح حالا می گذرد. R از نیز Y ′L مشابه به طور و می گذرد R از X ′K پس
این و می گذرد P از است ∠X ′RY ′ زاویه نیم ساز همان که ∠KRL زاویه نیم ساز پس است لوزي یک

است. سوال حکم معادل
اثبات قابل به راحتی مثلث ها تشابه با شده بیان راه حل در تجانس از استفاده با که قضایایی تمام نکته.

است.
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