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 بـه   AC  ضـلع   را روي  D ي  نقطـه .  اسـت  BC وسط ضـلع     M ي  نقطه.  قائمه است  A ي   زاويه ABCدر مثلث   ) ۱
 P را BDC و AMCهـاي    هاي محيطي مثلـث     محل برخورد دوم دايره   . AD=AMكنيم كه     اي انتخاب مي    گونه
 . استACB ي ساز زاويه  نيم CPنشان دهيد خط . ناميم مي

 

  
 قطر يكي از وجوه     OAايم به طوري كه       ناميده A و   O دو رأس مكعبي را     ) ۲

تر است يا از       به خودش بيش   O از   ۱۳۸۶هاي به طول      تعداد مسير . مكعب است 
O   به Aيك مسير بـه طـول        (؟n       اي از      عبـارت اسـت از دنبالـهn +  رأس  1

 ). دو سر يك ضلع مكعب باشند،مكعب كه هر دو رأس متوالي در دنباله

  
  
گوييم ساختماني به ساختمان ديگر مشرف است اگر خـط واصـل از               مي. در شهري تعدادي ساختمان وجود دارد     ) ۳

شده   خواهيم در مكاني داده     مي. درجه بسازد 45اي بيش از      بالاي ساختمان اول به بالاي ساختمان دوم با زمين زاويه         
نــشان دهيــد اگــر . ســاختمان جديــدي بــسازيم

هــاي قبلــي بــه هــم مــشرف نباشــند  ســاختمان
توان اين كار را طوري انجام داد كـه بـاز هـم               مي

شهر را  . هيچ ساختماني به ديگري مشرف نباشد     
خطــي  اي افقــي و هـر ســاختمان را پـاره   صـفحه 

  .ظر بگيريدعمودي بر روي صفحه در ن
  

 

  
  . نمره است۷بارم هر سؤال 
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هـا مربـع كامـل و         عـدد طبيعـي متمـايز يافـت كـه مجمـوع آن             nتوان    ، مي nنشان دهيد براي هر عدد طبيعي       ) ۴
 .ها مكعب كامل باشد ضرب آن حاصل

  
  
دو . اسـت  C1 ي اي داخـل دايـره       نقطـه  A و    بر هم مماس خارجي هـستند      P ي   در نقطه  C2 و   C1 ي  دو دايره ) ۵

AM و   AMمماس   M و   M(كنيم     رسم مي  C2 ي   دايره  بر ′  تقـاطع دوم    نقاط). ها هستند    محل تماس مماس   ′
AM و AM N و N را، به ترتيب، C1ي  دايره با ′  نشان دهيد. ناميم  مي′

  
PN MN
PN M N

=′ ′ ′  
  
  
شود شروع به چـاپ كـردن اعـداد            است كه وقتي روشن مي     طراحي كرده ماشيني  براي جشنواره خوارزمي    فرهاد   )۶

خاصيت اين ماشين اين است كه براي هـر عـدد   . كند اي مي   طبيعي ويژه 
دانيم  مي. كند  را چاپ ميn۳ و  n    ،n۲د   سه عد   دقيقاً يكي از   nطبيعي  

  .شود  چاپ نمي۱۳۸۲۴ ثابت كنيد عدد. كند  را چاپ مي۲ماشين عدد 
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او نام به
۱۳۸۶ رياضی، المپياد دوره�ی پنجمين و بيست دوم مرحله سؤالات راه�حل

.∠PBC = ∠ADP می�گيريم نتيجه دارند قرار دايره� يک روی C و D ،P ،B نقطه�های که آن�جا از .۱
مثلث که آن�جايی از .∠CAP = ∠PMB درنتيجه هستند، هم��دايره C و M ،P ،A نقطه�های هم�چنين
.BM = AD لذا و AM = MB پس است. وتر نصف (AM) وتر بر وارد ميانه�ی است، قائم�الزاويه ABC

ارتفاع طول پس هستند. هم�نهشت يک�ديگر با PAD و PMB مثلث دو که می�آيد دست به بالا نتايج از
يک به ∠ACB زاويه�ی ضلع دو از P نقطه�ی می�دهد نتيجه که است برابر مثلث دو اين در P از رسم�شده

دارد. قرار زاويه اين نيم�ساز روی نتيجه در و است فاصله

مسيرهای تعداد تقارن دليل به خودش(يا به O از n طول به مسيرهای تعداد an فرضکنيد اول. راه�حل .۲
تقارن دليل به (يا باشد A به O از n طول به مسيرهای تعداد bn و خودش)، به رأس يک از n طول به

وجه). يک در غيرمجاور رأس به رأس يک از n طول به مسيرهای تعداد
مسئله شرط طبق کنيد. توجه مسير اين رأس −nامين ۱ به بگيريد. نظر در را خودش به O از مسير يک
از رأس سه فاصله�ی که می�دانيم است. ۲ برابر O از فاصله�اش که باشد رأسی يا و O خود بايد رأس اين
قطر يک به رو�به�رو وجه يک در که رأس دو بين دو طول به مسيرهای تعداد هم�چنين و است ۲ با برابر O
زير رابطه�ی نتيجه در است. ۳ برابر خودش به رأس يک از ۲ طول به مسيرهای تعداد و ۲ برابر هستند

است: برقرار
an = ۲ (bn−۲ + bn−۲ + bn−۲) + ۳an−۲

که: می�آيد دست به سادگی به ترتيب همين به
bn = ۲ (an−۲ + bn−۲ + bn−۲) + ۳bn−۲

داريم: يک�ديگر از رابطه دو اين کردن کم با
an − bn = an−۲ − bn−۲

۱



نتيجه: در
a۱۳۸۶ − b۱۳۸۶ = a۱۳۸۴ − b۱۳۸۴ = . . . = a۰ − b۰ = ۱

. a۱۳۸۶ > b۱۳۸۶ بنابراين
رئوس را رأس چهار اين هستند. واقع OA منصف عمود روی مکعب رئوس از رأس چهار دوم. راه�حل
فرآيند با حال می�گذرد. ميانی رئوس اين از يکی از A به O از ۱۳۸۶ طول به مسير هر می�گوييم. ميانی

می�سازيم. O به O از مسيری A به O مسير هر از زير
نسبت را داده�ايم انجام� که حرکت�هايی قرينه�ی کرد، عبور ميانی رأس يک از مسير که باری اولين از بعد

برسيم. O نقطه�ی به بار اين تا می�دهيم انجام OA منصف عمود صفحه�ی به
می�توان که آن�جا از که کنيد دقت می�شود. تبديل O به O از يکتا مسيری به A به O از مسير هر پس
به O از مسيرهای تعداد پس نمی�شود. تبديل مسير يک به مسيری دو هيچ داد انجام را کار اين عکس
سپس و پايين تعدادی از که مسيری که کنيد دقت اما است. A به O مسيرهای مساوی يا بيش�تر O
هيچ يافته�ی تبديل بنابراين و نمی�گذرد ميانی رئوس از هيچ�گاه است شده تشکيل O رأس از رفتن بالا

است. بيش�تر O به O از مسيرهای تعداد کل در بنابراين نيست.، A به O از مسيری

بناشده ساختمان�های اگر دهيم. نمايش hX با را صفحه از X نقطه�ی در ساختمان ارتفاع کنيد فرض .۳
که است آن معادل اين بودن مشرف� تعريف به توجه با نباشند، مشرف يک�ديگر بر B و A نقطه�ی دو در
زاويه اين اگر باشد. ۴۵◦ مساوی يا کم�تر زمين با می�سازند ساختمان�ها سر دو بين واصل خط که زاويه�ای

داريم: بناميم، θ را
۱ = | tan(۴۵◦)| ≥ | tan θ| = |hA − hB|

|A−B|
⇔ |hB − hA| ≤ |B −A|

که نقطه�ای که کنيد فرض است. شهر صفحه�ی در B و A نقطه�ی دو فاصله�ی |B − A| از منظور که
h با را نظر مورد ساختمان ارتفاع و باشد P نقطه�ی کنيم، بنا را جديد ساختمان آن در می�خواهيم
از بعد که می�کند ايجاب ساختمان اين بنای از بعد ساختمانی دو هيچ نبودن مشرف شرط نمايش�دهيم.
|h− hA| ≤ |P −A| باشيم داشته A نقطه�ی ساختمان مثل ديگر ساختمان هر برای ساختمان اين بنای

.h ∈ [−|P −A|+ hA, |P −A|+ hA] معادلاً و
زيرا است، مثبت نقطه�ای شامل مختلف ساختمان��های برای بازه�ها اين اشتراک که دهيم نشان است کافی
نبودن�ها مشرف برای نياز مورد شرط�های همه�ی بنابراين و می�گيريم نقطه اين برابر را h صورت اين در

می�شود. برآورده
کنيد بگيريد(دقت مختلف ساختمان��های برای بالا بازه�های بالايی کران� بين در عدد کوچک�ترين برابر را h
کنيد فرض دارد). وجود عددی کوچک�ترين حتماً است، متناهی شهر ساختمان�های تعداد که آن�جا از که

.h = hB + |P −B| پس است. شده بنا B نقطه�ی در که باشد ساختمانی به مربوط عدد اين
اين برای دارد. قرار بازه�ها همه�ی در عدد اين که دهيم نشان بايد حال است. واضح عدد اين بودن مثبت

نباشد. A ساختمان به مربوط بازه�ی در عدد اين که کنيد فرض خلف برهان به منظور
h /∈ [−|P −A|+ hA, |P −A|+ hA]

۲



اين برای ممکن حالت تنها بود، بازه�ها بالای کران� بين در بالايی کران کوچک�ترين h که اين به توجه با
با اين اما (h < −|p − A| + hA).باشد کم�تر آن پايين کران از h که است اين نباشد، بازه اين در h که

که: می�دهد نتيجه مثلث نامساوی به توجه
hB + |P −B| < −|P −A|+ hA ⇒ hA − hB > |P −A|+ |P −B| ≥ |A−B|

مسئله فرض خلاف که بوده�اند مشرف هم به قبلاً ساختمان دو اين بنابراين و |hA−hB| > |A−B| پس
ثابت حکم ترتيب اين به و دارد قرار بازه�ها همه�ی در معرفی�شده h که می�دهد نشان تناقض اين است.

می�شود.

بيابيم. مسئله شرايط با طبيعی عدد n ،n طبيعی عدد هر ازای به که است کافی حکم اثبات برای . .۴
بگيريد: نظر در را زير اعداد

۱۳, ۲۳, . . . , n۳

است. کامل مکعب نيز آن�ها حاصل�ضرب نتيجه در هستند. کامل مکعب اعداد اين از کدام هر که می�دانيم
کامل مربع نتيجه در و است

(
n(n+۱)

۲

)۲ برابر آن�ها جمع که می�کنيم اثبات استقرا کمک به همچنين
باشد، برقرار n − ۱ برای حکم که کنيد فرض حال است. درست وضوح به n = ۱ برای حکم اين است.

يعنی:
۱۳ + ۲۳ + · · ·+ (n− ۱)۳ =

(
n (n− ۱)

۲

)۲

که: دهيم نشان بايد n حالت در حکم گرفتن نتيجه )برای
n (n− ۱)

۲

)۲
+ n۳ =

(
n (n+ ۱)

۲

)۲

است: بررسی قابل سادگی به هم اين )که
n (n− ۱)

۲

)۲
+ n۳ =

n۴ − ۲n۳ + n۲

۴ =

(
n (n+ ۱)

۲

)۲

می�شود. کامل اثبات ترتيب اين به و

می�کنيم. ثابت را لم يک ابتدا .۵
در را C۱ ترتيب به ،P از گذرا قاطع دو باشند. خارجی مماس P در C۲ و C۱ دايره�ی دو کنيد فرض لم.
متشابه A′B′P و ABP مثلث دو صورت اين در دوم). بار می�کند(برای قطع B′ و A′ در را C۲ و ،B و A

هستند.

۳



اثبات.
به ظلی زاويه�ی با ∠PAB زاويه�ی صورت اين در می�کنيم. رسم را P در دايره دو مشترک مماس
زاويه�ی با ظلی زاويه�ی اين نيست.) A شامل که است.(کمانی برابر است BP کمان به مربوط که P رأس
نهايت در هستند. برابر هم با لذا و است رأس به متقابل P رأس با C۲ در B′P کمان به مربوط ظلی
کل در پس است. برابر است کمان همين به رو�به�رو که ∠PA′B′ زاويه�ی با هم جديد ظلی زاويه�ی اين

می�شود. اثبات حکم بنابراين و ∠PBA = ∠P ′B′A′ مشابه کاملاً استدلال با . ∠PA′B′ = ∠PAB

با صورت اين در باشند. C۲ دايره�ی با N ′P و NP دوم تقاطع محل ترتيب، به S′ و S کنيد فرض
نوشت: می�توان C۲ به نسبت N ′ و N قوت برای هستند، مماس C۲ بر NM و N ′M ′ که اين به توجه

NM ۲ = NP.NS, N ′M ′۲ = N ′P.N ′S′

نتيجه اين که N ′P
PS′ = NP

PS لذا و هستند متشابه PNN ′ و PSS′ مثلث دو بالا لم طبق که کنيد دقت حال
داريم: نتايج اين ترکيب با حال . N ′P

N ′S′ =
NP
NS )می�دهد

NM

N ′M ′

)۲
=

NM ۲

N ′M ′۲ =
NP

N ′P
.
NS

N ′S′ =
NP

N ′P
.
NP

N ′P
=

(
NP

N ′P

)۲

می�دهد. نتيجه را حکم طرف دو از جذر گرفتن نهايت در

۴



می�کنيم: ثابت را لم دو ابتدا سؤال حل برای .۶
می�شود. چاپ نيز n شود، چاپ ۶n و باشد طبيعی عددی n اگر .۱ لم

است. سرراست کاملاً اثبات اثبات.
نمی�شوند. چاپ ۴n و ۲n پس است، شده چاپ ۶n عدد ،۶n و ۴n ،۲n عدد سه بين
نمی�شوند. چاپ ۹n و ۳n پس است، شده چاپ ۶n عدد ،۹n و ۶n ،۳n عدد سه بين
شود. چاپ بايد n پس نمی�شوند، چاپ ۲n و ۳n عددهای ،۳n و ۲n ،n عدد سه بين

می�شود. چاپ ۱۶n ولی نمی�شود چاپ ۸n شود، چاپ ۲n و باشد طبيعی عددی n اگر .۲ لم

است. قبلی لم مشابه هم لم اين اثبات اثبات.
نمی�شوند. چاپ ۳n و n پس است، شده چاپ ۲n عدد ،۳n و ۲n ،n عدد سه بين

نمی�شوند. چاپ ۶n و ۴n پس است، شده چاپ ۲n عدد ،۶n و ۴n ،۲n عدد سه بين
شود. چاپ بايد ۹n پس نمی�شوند، چاپ ۶n و ۳n عددهای ،۹n و ۶n ،۳n عدد سه بين

نمی�شوند. چاپ ۲۷n و ۱۸n پس است، شده چاپ ۹n عدد ،۲۷n و ۱۸n ،۹n عدد سه بين
شود. چاپ بايد ۱۲n پس نمی�شوند، چاپ ۱۸n و ۶n عددهای ،۱۸n و ۱۲n ،۶n عدد سه بين

نمی�شوند. چاپ ۸n و ۴n پس است، شده چاپ ۱۲n عدد ،۱۲n و ۸n ،۴n عدد سه بين
نمی�شوند. چاپ ۳۶n و ۲۴n پس است، شده چاپ ۱۲n عدد ،۳۶n و ۲۴n ،۱۲n عدد سه بين
شود. چاپ بايد ۱۶n پس نمی�شوند، چاپ ۲۴n و ۸n عددهای ،۲۴n و ۱۶n ،۸n عدد سه بين

۵



استفاده بار سه با شود. چاپ ۱۳۸۲۴ = ۲۹×۳۳ کنيد فرض خلف برهان به اصلی مسئله�ی مورد در حال
شده چاپ ۲ که اين به توجه با ديگر طرف از بشود. چاپ هم ۶۴ عدد بايد که می�دهد نتيجه اين ۱ لم از
۶۴ = ۴ × ۱۶ که می�دهد نتيجه ۲ لم از دوباره استفاده�ی شود. چاپ بايد هم ۱۶ عدد ۲ لم طبق است،
چاپ نبايد ۱۳۸۲۴ که می�دهد نشان تناقض اين است. متناقض بالا صحبت�های با که نمی�شود چاپ

بشود.

۶
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