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يک مربع کامل است. ثابت کنيد  np1عددی طبيعی باشد، به طوری که  nعددی اول و  pفرض کنيد  .١
nتوان می   تا مربع کامل نوشت. pرا به صورت مجموع  1

 

Bمفروض است. روی اضلاع آن سه مثلث  ABCی الزاويهمثلث حاده .٢ AC ،C AB  وABC  را به
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Bباشد، نشان دهيد  BCوسط ضلع  Mاگر  M  برAC   .عمود است  

  

ها افقی و مربع يکسان را طوری در صفحه قرار داد که اضلاع آن nهايی را پيدا کنيد که بتوان nتمام  .٣
 عمودی باشند و شکل حاصل حداقل سه محور تقارن داشته باشد. 
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 ، داشته باشيم:xبا ضرايب حقيقی را پيدا کنيد که برای هر عدد حقيقی  Pهای ایتمام چندجمله .٤
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) ABCدر مثلث  .٥ )AB AC های سازهای رأسنيمB  وC  اضلاع مقابل را به ترتيب درP  وQ 
IPگيريم. اگر می Iی ساز را نقطهی تقاطع دو نيمچنين نقطهکنند. همقطع می IQ ی باشد، زاويهA 

 چند درجه است؟
 

 جدولی با يک سطر و تعدادی نامتناهی خانه در نظر بگيريد، که از سمت چپ متناهی باشد(نظير شکل زير) .٦

 

.........  
              

  
تعدادی مهره قرار گرفته ها ای که در بعضی خانهبه گونه ايمدر اين جدول تعدادی متناهی مهره قرار داده

  ها انجام داد:توان روی مهرهتر از يک مهره باشد.) دو عمل زير را میتواند بيشخانه میاست. (در يک 
ی های خانهتوان يکی از مهرهی مجاور، در هر يک تعدادی مهره وجود داشته باشد، میاگر در دو خانه )١

 ی سمت راست را حذف کرد. سمت چپ را دو خانه به راست برد و يک مهره از خانه

ها توان يکی از مهرههای سوم به بعد بيش از يک مهره وجود داشته باشد، میدر حالتی که در يکی از خانه )٢
 خانه به سمت چپ برد.  دو  ی ديگر رارا يک خانه به راست و يک مهره

رسيم که ديگر هيچ عملی قابل الف) ثابت کنيد که با آغاز از هر حالتی، پس از تعدادی عمل به وضعيتی می
  انجام نيست. 

اُم يک مهره قرار دارد. ثابت کنيد با انجام اعمال ذکر شده nهای اول تا ب) فرض کنيد در هر يک از خانه
nی ای از خانهگاه مهرههيچ   اُم جلوتر نخواهد رفت.1



او نام به
۱۳۸۰ رياضی، المپياد دوره�ی نوزدهمين دوم مرحله سؤالات راه�حل

با .p|(x − ۱)(x + ۱) نتيجه در و p|x۲ − ۱ پس .۱ + np = x۲ که باشد صحيحی عدد x کنيد فرض .۱
که می�شود يافت k طبيعی عدد بنابراين .p|x + ۱ يا و p|x − ۱ است، اول عدد يک p که اين به توجه

می�کنيم: تقسيم حالت دو به را مسئله اين�جا از .x = kp− ۱ يا و x = kp+ ۱

x = kp+ ۱ ⇒ ۱+ np = (kp+ ۱)۲ = k۲p۲ + ۲kp+ ۱

⇒ n = k۲p+ ۲k

⇒ n+ ۱ = pk۲ + ۲k + ۱ = (p− ۱)k۲ + (k + ۱)۲

⇒ n+ ۱ = k۲ + · · ·+ k۲︸ ︷︷ ︸
p−۱

+(k + ۱)۲

x = kp− ۱ ⇒ ۱+ np = (kp− ۱)۲ = k۲p۲ − ۲kp+ ۱

⇒ n = k۲p− ۲k

⇒ n+ ۱ = pk۲ − ۲k + ۱ = (p− ۱)k۲ + (k − ۱)۲

⇒ n+ ۱ = k۲ + · · ·+ k۲︸ ︷︷ ︸
p−۱

+(k − ۱)۲

است. کامل مربع p مجموع np+ ۱ صورت هر در پس

می�کنيم. اثبات و بيان را زير لم ابتدا .۲
CAY ،BCX متساوی�الاضلاع مثلث�های آن، از خارج در و ABC حاده�الزاويه مثلث اضلاع روی بر اگر لم.
در باشند، ABZ و BCX مثلث�های محيطی دايره�های مرکز ترتيب به O۲ و O۱ و کنيم بنا را ABZ و

.BY ⊥ O۱O۲ صورت اين

۱



که است روشن صورت اين در باشد. B از غير دايره دو اين برخورد نقطه�ی M کنيد فرض اثبات.
،∠AY C = ۶۰◦ اين�که به توجه با حال .∠CMA = ۱۲۰◦ نتيجه در و ∠BMC = ∠AMB = ۱۲۰◦

پس: است. محاطی AMCY چهارضلعی
∠AMY = ∠ACY = ۶۰◦ ⇒ ∠AMB + ∠AMY = ۱۲۰◦ + ۶۰◦ = ۱۸۰◦

است O۲ و O۱ مرکز به دايره دو مشترک وتر BM طرفی از هستند. هم�خط Y و M ،B نقطه�های بنابراين
.BY ⊥ O۱O۲ نتيجه در است. عمود O۱O۲ يعنی دايره دو خط�المرکزين بر بنابراين و

می�پردازيم. مسئله حل به فوق لم داشتن نظر در با حال
متساوی- مثلث�هايی به تا می�کنيم کامل زير شکل طبق را ABC مثلث اضلاع روی ساخته�شده مثلث�های
اين ضلع�های از ضلع سه وسط�های C ′ و B′ ،A′ نقطه�های وضوح به صورت اين در شوند. تبديل ����الاضلاع

هستند. متساوی�الاضلاع مثلث�های

روی O۱ باشد، ABZ محيطی دايره�ی مرکز O۲ و BCX محيطی دايره�ی مرکز O۱ اگر که کنيد دقت حال
علاوه: به و است واقع BC ′ روی O۲ و BA′

BO۱
O۱A′ =

BO۲
O۲C ′ = ۲

.O۱O۲ ∥ A′C ′ تالس قضيه�ی طبق بنابراين
که می�دانيم لم طبق اما .MB′ ∥ BY ،Y C وسط B′ و است BC ضلع وسط M که آن�جايی از هم�چنين

.A′C ′ ⊥ MB′ بنابراين ،O۱O۲ ⊥ BY

می�پردازيم: لم چند اثبات و بيان به ابتدا .۳
شکل از تقارنی محور نيز l۲ به نسبت l۱ قرينه�ی آن�گاه باشند، شکلی از تقارن محور دو l۲ و l۱ اگر لم.

بود. خواهد

متعلق هم می�دهيم نمايش X۱ با را آن که l۲ به نسبت X قرينه�ی است، تقارن محور l۲ چون اثبات.
می�دهيم نمايش X۲ با را آن که l۱ به نسبت X۱ قرينه�ی است، تقارن محور l۱ چون و است شکل به

۲



برای X ′ از که l۲ به نسبت X۲ قرينه�ی است، تقارن محور l۲ چون نهايت در است. شکل به متعلق هم
X قرينه�ی X ′ که ديد می�توان سادگی به اما است. شکل به متعلق نيز هم می�کنيم استفاده نمايشش
نقطه�ی هر برای کل در پس است. آمده دست به l۲ به نسبت l۱ کردن قرينه� از که است خطی به نسبت
از تقارنی محور هم خط اين بنابراين و دارد قرار شکل در هم خط اين به نسبت X قرينه�ی شکل، در X

است. شکل

دايره�ای آن برای بتوان که ناحيه�ای صفحه(يعنی از کران�دار ناحيه�ای در که اشکال از مجموعه هر لم.
تقارن محور دو نمی�تواند باشد، بگيرد.) قرار دايره آن درون تمامی به که يافت بزرگ چند هر شعاع با

باشد. داشته موازی

به نسبت l۱ قرينه�ی ۱ لم طبق باشند. مجموعه برای موازی تقارن محور دو l۲ و l۱ کنيد فرض اثبات.
را آن که l۳ به نسبت l۲ قرينه�ی ترتيب همين به است. شکل تقارن محور هم می�ناميم l۳ را آن که l۲

شکل تقارن محور بايد موازی خط نامتناهی ترتيب همين به است. شکل تقارن محور هم می�ناميم l۴

اين لذا و شد خواهد واقع خطوط اين طرف يک در ما مجموعه�ی بعد به جايی از وضوح به اما باشند.
تقارن محور دو مجموعه�ای چنين بنابراين باشند. ما تقارن محور که ندارد امکان بعد به جايی از خط�ها

باشد. داشته نمی�تواند موازی

درجه ۴۵ زاويه�ی با يا و عمودی افقی، است خطی افقی، و عمودی اضلاع با مربع تعدادی تقارن محور لم.
افقی. محور به نسبت درجه ۱۳۵ يا

در بسازد. α زاويه�ی x محور مثبت قسمت با و باشد شکل اين از تقارنی محور l خط کنيد فرض اثبات.
ديد سادگی به می�توان باشد، l به نسبت مربع�ها از يکی افقی اضلاع از يکی قرينه�ی A′B′ اگر صورت اين
عمودی بايد هم A′B′ است، افقی يا و عمودی مربع�ها ضلع چون اما بسازد. ۲α زاويه�ی x محور با بايد که

.α ∈ {۰, ۴۵◦, ۹۰◦, ۱۳۵◦} نتيجه در و ۲α ∈ {۰, ۹۰◦, ۱۸۰◦, ۲۷۰◦} پس باشد. افقی يا و

۳



می�رويم. اصلی مسئله�ی سراغ به حال
شده معرفی زاويه�ی چهار از مختلف زاويه�ی سه دارای بايد ما تقارن محور سه سوم، و دوم لم�های طبق
يافت خط دو می�توان حالت�ها اين از کدام هر در که ديد می�توان ساده بررسی يک با حال باشند. بالا در
اين کردن قرينه با کنيد، استفاده اول لم از حال باشد. درجه ۴۵ برابر هم به نسبت آن��های زاويه�ی که

می�کند. پيدا زير صورت به هم�رس تقارن محور چهار ما شکل هم�ديگر به نسبت محور دو

وضعيت حال دارد. صورت اين به تقارن محور ۴ حتماً سؤال صورت در مطرح�شده مجموعه�ی بنابراين
می�کنيم. بررسی محور چهار اين به نسبت را مربع�ها

در يا و آن�ها تقاطع نقطه�ی در نه و محورها روی يا است محور�ها بين ناحيه�های در يا مربع هر مرکز
است. تقاطع نقطه�ی

همين از مربع ۸ محورها، به نسبت مربع اين قرينه�کردن باشد، محورها بين ناحيه�های در مربع مرکز اگر
می�کند. ايجاد نوع

از مربع ۴ محورها، به نسبت مربع اين کردن قرينه باشد، آن�ها) تقاطع نقطه�ی نه (و محورها روی اگر
می�کند. ايجاد نوع همين

دسته�هايی به می�توان را مربع�ها بقيه�ی تقاطع، نقطه�ی� مرکز به مربع�های گذاشتن کنار با ترتيب اين به اگر

۴



اگر لذا دارد. وجود مربع يک يا صفر هم تقاطع نقطه�ی مرکز به کرد. تقسيم ۸ يا ۴ اعضای تعداد با
باشد، داشته تقارن محور سه حداقل که داد قرار صفحه در عمودی و افقی اضلاع با يکسان مربع nبتوان
مقدارهای همه�ی برای که می�دهد نشان زير مثال�های باشد. ۴k + ۱ يا و ۴k صورت دو از يکی به بايد n

يافت. خاصيت اين با مربع ۴k + ۱ يا و ۴k می�توان k

است. زير فرم به P صورت اين در باشد. P (x) چندجمله�ای درجه�ی n کنيد فرض .۴
P (x) = anx

x + an−۱x
n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰ (an ̸= ۰)

می�کنيم. محاسبه مسئله صورت در داده�شده عبارت طرف دو در را x توان بزرگ�ترين ضريب حال
P (۲P (x)) = P (۲(anxn + · · ·+ a۰))

= an(۲(anxn + · · ·+ a۰))n + · · ·+ a۰

ديگر طرف از است. ۲nan+۱
n برابر جمله اين ضريب و است xn۲ آن در x توان بزرگ�ترين که

۲P (P (x)) = ۲P (anx
n + · · ·+ a۰)

= ۲an(anxn + · · ·+ a۰)n + · · ·+ a۰

نهايت در است. ۲an+۱
n برابر آن ضريب که است xn۲ همان هم اين�جا در x توان بزرگ�ترين که

۲P (x)۲ = ۲(anxn + · · ·+ a۰)
۲

است. ۲a۲n جمله اين ضريب و بوده x۲n برابر آن در x توان بزرگ�ترين که
قرار برابر از بود. خواهد xn

۲ عبارت سمت دو در x توان بزرگ�ترين لذا و n۲ > ۲n باشد، n > ۲ اگر حال
و an ̸= ۰ فرض با که ۲nan+۱

n = ۲an+۱
n می�آوريم دست به تساوی طرف دو در جمله اين ضريب دادن

است. محتمل P (x) درجه�ی برای حالت سه ترتيب اين به باشد. برقرار نمی�تواند هيچ�گاه n > ۲

باشيم: داشته بايد و است P (x) = a۰ صورت اين در .n = ۰ اول. حالت
a۰ = ۲a۰ + ۲a۲۰ ⇒ ۲a۲۰ + a۰ = ۰ ⇒ a۰(۲a۰ + ۱) = ۰

۵



هستند. P (x) ≡ − ۱
۲ و P (x) ≡ ۰ آن جواب�های تنها بنابراين و a۰ = − ۱

۲ يا و a۰ = ۰ پس
باشيم: داشته بايد و ،a ̸= ۰ که P (x) = ax+ b صورت اين در .n = ۱ دوم. حالت

a(۲(ax+ b)) + b = ۲a(ax+ b) + ۲b+ ۲(ax+ b)۲

a بايد پس است. ۲a۲ برابر x۲ ضريب راست سمت در حالی�که در است، صفر چپ طرف در x۲ ضريب
نيست. طور اين کرده�ايم فرض حالت اين در که باشد صفر برابر

باشيم: داشته بايد و ،a ̸= ۰ که P (x) = ax۲ + bx+ c صورت اين در .n = ۲ سوم. حالت
P (۲P (x)) = ۲P (P (x)) + ۲P (x)۲

⇒ ۴aP (x)۲ + ۲bP (x) + c = ۲aP (x)۲ + ۲bP (x) + c+ ۲P (x)۲

⇒ ۲aP (x)۲ = c+ ۲P (x)۲

باشد. a = ۱ بايد a ̸= ۰ چون که و ۲a۳ = ۲a۴ که می�شود نتيجه طرف دو در x۴ ضريب دادن قرار برابر از
می�توان که است x۲ + bx صورت به قسمت اين جواب بنابراين .c = ۰ که می�دهد نشان بالا تساوی حال

می�کند. صدق مسئله شرط در ديد
آمد. دست به مسئله جواب�های همه�ی بنابراين

صورت: اين در می�کنيم. استفاده سينوس�ها قضيه�ی از AIQ و AIP مثلث دو در .۵
IP

sin(∠A۲ )
=

AI

sin(∠P )
,

IQ

sin(∠A۲ )
=

AI

sin(∠Q)

مکمل يا و هستند برابر هم با زاويه دو اين يا پس .sin(∠P ) = sin(∠Q) آن�گاه ،IP = IQ اگر بنابراين
که ∠B = ∠C آن�گاه ∠P = ∠Q اگر بنابراين .∠Q = B + ۱

۲∠C و ∠P = ∠C + ۱
۲∠B اما يک�ديگرند.

نتيجه در .∠P + ∠Q = ۱۸۰◦ پس است. AB > AC فرض خلاف
∠C +

۱
۲∠B + ∠B +

۱
۲∠C = ۱۸۰◦ ⇒ ∠B + ∠C =

۲
۳۱۸۰

◦ = ۱۲۰◦ ⇒ ∠A = ۶۰◦

هر در می�کنيم. شماره�گذاری ...،۳ ،۲ ،۱ عددهای با راست به چپ از را جدول اين خانه�های الف) .۶
را زير مجموع فرآيند از گام هر در می�دهيم. نمايش ak با را kام خانه�ی در موجود مهره�های تعداد حالت

بگيريد: نظر در

S =
+∞∑
k=۱

kak+ مهره�ها تعداد تفاضل

۶



کاهش واحد يک حداقل دو) نوع از چه و يک نوع از (چه عمل هر انجام با S مقدار که می�کنيم ادعا
زيرا: می�يابد.

i+ (i+ ۱) + ۱ اندازه�ی به S از باشند، +iام ۱ و iام خانه�های خانه، دو اين و باشد، يک نوع از عمل اگر
يک حداقل نتيجه در و می�شود تبديل S − i به S بنابراين می�شود. اضافه S به iتا + ۲ و کم�شده واحد

می�يابد. کاهش واحد
(i − ۲) + (i + ۱) و کم�شده ۲i اندازه�ی به S از باشد، iام خانه�ی خانه، اين و باشد، دو نوع از عمل اگر

می�يابد. کاهش واحد يک و شده تبديل S − ۱ به S پس می�شود. آن جای�گزين
که کنيد بناميم.(دقت S۰ کار ابتدای در را S مقدار اگر بنابراين .S ≥ ۰ بايد هم�واره که کنيد دقت اما
از بيش�تر انجام به قادر ما است) متناهی نيز S۰ مقدار لذا است، متناهی کار آغاز در مهره�ها تعداد چون

می�رسد. پايان به عمليات عمل، S۰ انجام از بعد حداکثر بنابراين و نيستم عمليات S۰

بگيريد. نظر در می�شود، تعريف زير شکل به که را فيبوناتچی اعداد دنباله�ی ب)
f۱ = f۲ = ۱, fn+۲ = fn+۱ + fn n ≥ ۰

،n طبيعی عدد هر برای که کرد ثابت استقرا کمک به می�توان �راحتی به که کنيد دقت ابتدا
f۱ + f۲ + · · ·+ fn = fn+۲ − ۱

می�کنيم. تعريف زير صورت به را S مجموع مسئله، حل برای حال
S =

+∞∑
k=۱

akfk

زيرا نمی�کند. تغيير مسئله صورت در ذکرشده عمل دو از هيچ�يک انجام با S مقدار که می�کنيم ادعا
.fn+۲−fn−fn+۱ = ۰ با است برابر S تغييرات شود، انجام n+۱ام و nخانه�های روی و باشد ۱ نوع عمل اگر

با است برابر S تغييرات شود، انجام nام خانه�ی روی و باشد ۲ نوع از عمل اگر و
fn+۱ + fn−۲ − ۲fn = fn + fn−۱ + fn−۲ − ۲fn

= fn−۱ + fn−۲ − fn

= ۰

S مقدار شد، گفته آن�چه طبق و است S۰ = f۱+ f۲+ · · ·+ fn = fn+۲− ۱ با برابر کار ابتدای در S مقدار
خانه�ی از مهره�ای مرحله�ای، در اگر بنابراين ماند. خواهد باقی fn+۲ − ۱ مقدار همين مرحله�ها همه�ی در

بود. نخواهد اين�گونه که بشود fn+۲ حداقل بايد S مقدار برود، جلوتر +nام ۱

۷
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