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و I نقطۀ در را یکدیگر C و B زاویه�های درونی نیمسازهای (∠A =۹۰◦)ABC قائم�الزاویۀ مثلث در .١
برابر دو BC DE چهارضلعی مساحت کنید ثابت می�کنند. قطع E و D در ترتیب به را روبرو ضلعهای

است. B IC مثلث مساحت

دنبالۀ .٢
an+۱ = an +an−۱۱+a۲

n−۱ (n ⩾۱)

که کنید ثابت است. شده داده ،a۱ =۲ و a۰ =۱ که طوری به

۵۲< a۱۳۷۱ <۶۵

خط هر است. دایر شهرها این بین قایقرانی خط چند دارد. وجود شهر چند رودخانه�ای طرفین در .٣
شهر هر از است. دایر دیگر سمت در شهر یک به رودخانه سمت یک از شهر یک بین دقیقاً قایقرانی
قایقها این به�وسیلۀ بتوان شهر دو هر بین اگر است. دایر قایقرانی خط دیگر طرف در شهر k به دقیقاً
دو هر بین می�توان هم باز قایقرانی خطهای این از هریک حذف با که کنید ثابت آنگاه کرد، آمد و رفت

.(k >۱) کرد آمد و رفت قایقرانی، خطوط این از استفاده با شهر

عدد ،t طبیعی عدد هر برای کنید ثابت .۴

A =۱t +۲t +·· ·+۹t −۳(۱+۶t +۸t )

است. بخشپذیر ١٨ بر

نقطۀ در را AM میانۀ C زاویۀ درونی نیمساز اگر .∠B =۲∠C و ∠A ⩽۹۰◦ داریم ABC مثلث در .۵
MDC∠؟ =۴۵◦ شرطی چه با .∠MDC ⩽۴۵◦ که کنید ثابت است)، BC وسط M) کند قطع D

f p (x) = ،X در x هر برای که باشد تابعی f : X → X و متناهی مجموعۀ یک X ̸=∅ می�کنیم فرض .۶
و ثابت و اول است عددی p آن در که ،x

f p (x) = f ◦ f ◦ f ◦ . . .◦ f︸ ︷︷ ︸
مرتبه p

(x)

است. بخشپذیر p بر Y مجموعۀ عناصر تعداد که کنید ثابت آنگاه ،Y = {x ∈ X | f (x) ̸= x} اگر

١
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چنان را I M و I N خطوط .∠B IC =۱۳۵◦ پس هستند ∠C و ∠B نیمسازهای C E و BD چون
.∠M I N =۴۵◦ پس .∠B I M =۴۵◦ و ∠C I N =۴۵◦ که می سازیم

پس (زض ز) △I NC =△I DC و △B M I =△BE I که می شود معلوم به سادگی

S(△I MB) = S(△I EB) (۱)
S(△I NC ) = S(△I DC ) (۲)

نیز و

S(△I M N ) = I M · I N · sin(۱۸۰◦−۱۳۵◦)

۲

= I E · I D · sin(۱۳۵◦)

۲
= S(△I ED)

(۳)

داشت خواهیم (۳) و (۲) ،(۱) طرفین جمع با

S(△B IC ) = S(△I EB)+S(△I DC )+S(△I ED)

پس
۲S(△B IC ) = S(△BEDC )

۱
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می کنیم ثابت استقرا با .bn = an−۱+ ۱
an−۱

می دهیم قرار .۲

a۱ = b۱ =۲ و an = bn

پس ،an = bn اگر

an+۱ = an + ۱

an−۱+ ۱
an−۱

= an + ۱

an

bn+۱ = ۱

an
+an

از بنابراین .an = an−۱+ ۱
an−۱

پس .an+۱ = bn+۱ پس

a۲
n−۱+۳> a۲

n−۱+
۱

a۲
n−۱

+۲> a۲
n−۱+۲

می شود نتیجه

a۲
i−۱+۳⩾ a۲

i > a۲
i−۱+۲ (۱)

داشت خواهیم n تا ۱ از iهای برای (۱) نامساوی طرفین جمع با

۲n +۱< a۲
n <۳n +۲

pبنابراین،
۲n +۱< an <

p
۳n +۲

داشت خواهیم n =۱۳۷۱ دادن قرار با

۵۲< an <۶۵

بین ارتباط واقعند) رودخانه طرف دو در (که B و A شهرهای بین قایقرانی̖ خط حذف با کنید فرض .۳
نشان S با کرد، آمد و رفت قایق با A از آنها به بتوان که را شهرهایی تمام شود. قطع شهرها این
و باشند چپ) سمت (مثلا˹ دارد قرار A که رودخانه از سمت آن در S از عضو n۱ کنید فرض می دهیم.
دایر S از چپ سمت شهرهای از که قایقرانی خطوط کل تعداد .B ∉ S پس دیگر؛ طرف در عضو n۲

S از راست سمت شهرهای از که قایقرانی خطوط کل تعداد و (n۱−۱)k + (k −۱) مساوی هستند،
پس است. n۲k برابر هستند دایر

(n۱−۱)k + (k −۱) = n۲k

نیست. بخشپذیر k بر چپ طرف و است بخشپذیر k بر راست طرف زیرا ندارد، امکان که

داریم t >۱ به ازای است. برقرار t =۱ به ازای حکم .۴

A =۱t +۲t +·· ·+۹t −۳(۱+۶t +۸t )

=۲t +۳t +۴t +۵t +۷t +۹t

−۲−۲×۶t −۲×۸t

۴ ۲از صفحه ی



ریاضی المپیاد دهمین دوم مرحله ی مسائل حل

است. بخشپذیر ۹ بر A بدهیم نشان باید پس است. بخشپذیر ۲ بر به وضوح که

دهیم نشان باید پس ،t >۱ چون

A ≡۲t +۴t +۵t +۷t −۲−۲×۸t

≡ (۷t +۲t )+ (۵t +۴t )−۲(۱+۸t ) (mod ۹)

خواهد بخشپذیر a +b بر at +bt (زیرا است. برقرار حکم فرد t حالت در است. بخشپذیر ۹ بر
باشد، زوج t اگر بود.)

A ≡۷(۷t−۱+۲t−۱)−۵×۲t−۱+۵(۵t−۱+۴t−۱)

−۴t−۱−۱۶(۸t−۱+۱)+۱۴ (mod ۹)

بنابراین، است. بخشپذیر ۹ بر پرانتز داخل عبارات پس است فرد t −۱ چون

−A ≡۵×۲t−۱+۴t−۱−۱۴
۹≡ (۲t−۱+۷)(۲t−۱−۲)

≡ (۲t+۱+۱+۶)(۲t−۱−۲) (mod ۹)

داشت خواهیم t −۱ بودن فرد بنابر که

۲t−۱−۲≡ ۰,۲t−۱+۱+۶≡ ۰ (mod ۳)

است. بخشپذیر ۱۸ بر پس است بخشپذیر ۲ بر هم و ۹ بر هم A عدد پس A ≡ ۰ یا −A ≡ ۰ پس

پس .∠MDC =∠M AC + ۱
۲∠C داریم ADC مثلث در .۵

۲∠MDC =۲∠M AC +∠C

پس ∠AMB =∠M AC +∠C چون و

۲∠MDC =∠M AC +∠AMB (۱)

بود. خواهد متساوی الساقین BEC مثلث می نامیم. E را AC با ∠B درونی نیمساز برخورد نقطۀ حال

.E H = E M پس می کنیم رسم AB بر را E H عمود E از شد. خواهد BC بر وارد ارتفاع E M پس
داشت خواهیم AE M مثلث در .E A ⩾ E H داریم E H A قائم الزاویۀ مثلث در

E A ⩾ E M =⇒∠E M A ⩾∠M AC

و ۹۰◦ ⩾ ۲∠MDC بنابراین و ۹۰◦ ⩾∠M AC +∠AMB یعنی −◦۹۰؛ AMB ⩾ M AC پس
.۴۵◦ ⩾∠MDC

آنگاه .∠A = ۹۰◦ یعنی ،E H = E A که است برقرار هنگامی ∠MDC = ۴۵◦ تساوی حالت
شد. خواهد ∠C =۳۰◦ و ∠B =۶۰◦

هم ارزی رابطۀ یک رابطه این .a ∼ b ⇐⇒∃i , f i (a) = b می کنیم تعریف چنین X روی را ∼ رابطۀ .۶
زیرا است

. f p (a) = a زیرا a ∼ a الف)  

۴ ۳از صفحه ی
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پس . f i (a) = b که هست i پس a ∼ b اگر ب)  

f p−i (b) = f p−i ( f i (a)
)= f p (a) = a

است. برقرار هم تقارنی خاصیت و

که هستند i۲ و i۱ آنگاه b ∼ c و a ∼ b اگر ج)  

b = f i۱ (a)

c = f i۲ (b)

}
=⇒ c = f i۲

(
f i۱ (a)

)= f i۱+i۲ (a) =⇒ a ∼ c

است. ترایایی فوق رابطۀ پس
از بیش هم ارزی دستۀ یک اگر می گوییم حال می شود. افراز هم ارزی دسته های به X مجموعۀ پس
{ f (a) . . . , f p (a)} مجموعۀ اعضای کنیم ثابت باید یعنی دارد. عضو p حتماً باشد داشته عضو یک
که کرد فرض (می توان که هستند j و i نباشد چنین اگر خلف برهان بنابر متمایزند. (a ̸= f (a))

(۱⩽ j ⩽ p و ۱⩽ i ⩽ p

f i (a) = f j (a) =⇒ f i− j (a) = a

f (a) = نتیجه در .r p + s( j − i ) = ۱ که هستند s و r پس ،p > j − i ⩾ ۱ چون طرفی از
Z است. بخشپذیر p بر هم ارزی دستۀ هر اعضای تعداد پس (. f (a) ̸= a (که f r p+s( j−i )(a) = a

بنابراین می گیریم. عضوی p مجموعه های این سردسته های شامل Y از مجموعه ای زیر را

Y = ∪
a∈Z

Xa =⇒ |Y | = ∑
a∈Z

|Xa | =⇒ p
∣∣ |y |

۴ ۴از صفحه ی
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