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نقاط در ترتیب به را D A و C D ،BC ،AB خطوط ∆ خط است، شده داده ABC D متوازی�الاضلاع .١
S را BP و AD برخورد محل و R را DN و AB برخورد محل اگر می�کند. قطع Q و P ،N ،M
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آورید. به�دست را زیر سیالۀ معادلۀ صحیح جوابهای .٢
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k =) ،Ak را X ناتهی زیرمجموعه�های ،n ⩾ ۱ آن در که X = {۱,۲,۳, . . . ,n} مجموعۀ برای ب)
مجموعۀ عضوهای تمام حاصلضرب اگر .(m = ۲n −۱ که است (بدیهی می�نامیم. (۱,۲,۳, . . . ,m

١
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که کنید ثابت دهیم، نشان ak با را Ak

m∑
i=۱

m∑
j=۱

۱

ai × j۲
<۲n +۱

AB۲+ صورت چه در محاطند، R شعاع به دایره�ای در که می�گیریم نظر در را ABC مثلثهای مجموعۀ .۴
ABC D چهاروجهیهای مجموعۀ همچنین کنید. حساب را ماکزیمم این است؟ ماکزیمم AC۲+BC۲

آنها یال ۶ مربعات مجموع صورت چه در می�گیریم؛ نظر در باشند محاط R شعاع به کره�ای در که را
برابرند. هم با وجوه حالت این در کنید ثابت و کنید محاسبه نیز را ماکزیمم این است؟ ماکزیمم

که دهید نشان باشد، گویا ضرایب با چندجمله�ای یک f (x) و x۳−۵x +۳= ۰ معادلۀ ریشۀ α اگر .۵
بود. خواهد معادله ریشۀ نیز f

(
f (α)

)
آنگاه باشد، بالا سوم درجۀ معادلۀ ریشۀ f (α) ]اگر[ هرگاه

نشان کنیم. فرش زیر اشکال به موزاییکهایی با را ۵×۱۳۷ ابعاد به شکل مستطیل زمینی می�خواهیم .۶
نیست. امکانپذیر عمل این دهید

٣ شکل ٢ شکل ١ شکل

۵ شکل ۴ شکل

است.» واحد ضلع به مربعها از هریک فوق شکل پنج «در

٢ ٢از صفحه�ی
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داشت خواهیم می دهیم؛ قطع BPS و DN R موربهای با را AMQ مثلث .۱
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می شود نتیجه آنها دادن قرار مساوی از و
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SQ داشت خواهیم (۲) و (۱) مقایسۀ از

می گیریم. y ⩾ ۰ شود کاسته مسأله کلیت از اینکه بدون .۲

داشت خواهیم x = X +۱ دهیم قرار اگر حال
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y ⩾ X ۲+ X
۲ + ۱

۲ > ۰ که می گیریم نتیجه و X ۲+ X
۲ < y پس ۳

۴ X ۲+X +۱> ۰ اینکه به توجه با
بنابراین، است). صحیح عدد y)
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سیالۀ معادلۀ در X = ۰,−۱,۳ فقط بنابراین و −۱⩽ X ⩽ ۳ پس X ۲ −۲X −۳⩽ ۰ نتیجه، در
پس می کند. صدق فوق
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(bi × شکل به کسرهایی همۀ پس ۱هاست،
/(∏

x∈Ai
x
)

همۀ مجموع
m∑

i=۱

۱
ai

که آنجا از ب)  

می توان می شوند. ظاهر آن در هستند، X مجموعۀ مختلف اعضای biها آنها در که b۲×·· ·×bk )
قبلی عدد ضرب شدن باعث که می شود ظاهر یا ۱⩽ i ⩽ n هر بگوییم که شمرد اینگونه را اعداد این
مجموع ،i هر اضافه شدن پس است. قبلی مجموع همان دارای که نمی شود ظاهر ویا می گردد ۱

i در
نیز را ۱ یعنی نباشد مخرج در iای هیچ که را حالتی ما روش این با البته می کند؛ برابر ۱+ ۱

i را قبلی

۵ ۲از صفحه ی
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داریم پس شود. کم کل مجموع از باید که می شماریم
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آنگاه باشد، مثلث صفحۀ در دلخواهی نقطۀ P اگر .۴

PA۲+PB۲+PC۲ = AB۲+ AC۲+BC۲

۳
+۳PG۲

بگیریم، O را دایره مرکز اگر حال میانه هاست. تلاقی محل G که

O A۲+OB۲+OC۲−۳OG۲ = ۱

۳
(AB۲+ AC۲+BC۲)

تلاقی محل بر دایره مرکز یعنی OG = ۰ که است ماکزیمم وقتی AB۲+BC۲+AC۲ که است بدیهی
پس باشد. منطبق میانه ها

O A۲+OB۲+OC۲ =۳R۲ =⇒ AB۲+ AC۲+BC۲ =۹R۲

آنگاه باشد، دلخواه چهاروجهی یک ABC D و فضا در دلخواه نقطه ای P اگر همچنین

PA۲+PB۲+PC۲+PD۲ =

۴PG۲+ ۱

۴
(AB۲+ AC۲+ AD۲+BD۲+BC۲+C D۲)

شود، اختیار کره مرکز P اگر نتیجه در

∑
X∈{A,B ,C ,D}

OX ۲ =۴OG۲+ ۱

۴

∑
X ,Y ∈{A,B ,C ,D}

X Y ۲

یا

۴R۲−۴OG۲ = ۱

۴

∑
X ,Y ∈{A,B ,C ,D}

X Y ۲

۵ ۳از صفحه ی
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باشد. منطبق O بر G یعنی باشد مینیمم OG۲ که است ماکزیمم
∑

X ,Y ∈{A,B ,C ,D} X Y ۲ مقدار وقتی
۱۶R۲ برابر

∑
X Y ۲ ماکزیمم صورت این در گردد. منطبق کره مرکز بر چهاروجهی ثقل مرکز باید پس

بود. خواهد

A

B

C

D

E

F

O

و BOC مثلثهای چون است. EF وسط O که می دانیم می گیریم. AD و BC وسطهای را F و E

در برابرند؛ نیز هستند آنها قاعده های نظیر ارتفاعهای که OF و OE پس متساوی الساقینند AOD
یالهای پس .BC = D A یعنی C E = DF پس برابرند. OF D و OEC قائم الزاویۀ مثلث دو نتیجه،

برابرند. هم با وجوه دیگر عبارت به و برابرند روبه رو

با معادله ای هیچ در α نتیجه، در نیست. تجزیه قابل پس ندارد گویا ریشۀ x۳−۵x +۳= ۰ معادلۀ .۵
معادلۀ اگر حال بود. نخواهد صادق ۳ از کمتر درجۀ از و گویا ضرایب

f (x)۳−۵ f (x)+۳= ۰

نتیجه، در هست. نیز معادله این ریشه α فرض طبق بگیریم، نظر در را

f (x)۳−۵ f (x)+۳

معادلۀ ریشه های x۳ −۵x +۳ = ۰ معادلۀ ریشه های تمام یعنی است. بخشپذیر x۳ −۵x +۳ بر
f
(

f (α)
)۳− یعنی است اخیر معادلۀ ریشۀ نیز f (α) پس بود. خواهند نیز f (x)۳−۵ f (x)+۳= ۰

بود. خواهد x۳−۵x +۳= ۰ معادلۀ ریشۀ f
(

f (α)
)

نتیجه در .۵ f
(

f (α)
)+۳= ۰

یک را مستطیل خانه های باشد. شده پوشانده ۵ تا ۱ شکلهای با نظر مورد مستطیل که می کنیم فرض .۶
می کنیم. سفید و سیاه میان در

۵ ۴از صفحه ی
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۴ ،۱ شکلهای بود. خواهد ۱ برابر سفیدها با سیاه ها تفاضل پس است فرد مربعها تعداد که آنجا از
یا داریم سیاه یک و سفید چهار یا ،۲ شکل مورد در هستند. مساوی سفید و سیاه رنگهای دارای ۵ و

که کنیم فرض حال برعکس. یا داریم سفید دو و سیاه پنج یا ،۳ شکل مورد در برعکس،

x۱ = سیاه خانۀ یک و سفید خانۀ چهار با ۲ شکل تعداد
x۲ = سفید خانۀ یک و سیاه خانۀ چهار با ۲ شکل تعداد
x۳ = سیاه خانۀ دو و سفید خانۀ پنج با ۳ شکل تعداد

x۴ = سفید خانۀ دو و سیاه خانۀ پنج با ۳ شکل تعداد

اینکه به توجه با
سیاه مربعهای −تعداد سفید مربعهای ۱=تعداد

باشیم داشته باید می شوند، حذف دوم طرف در ۵ و ۴ ،۱ شکلهای اینکه و

۱= (۴x۲+x۱)+ (۲x۳+۵x۴)− (۴x۱+x۲)− (۵x۳+۲x۴)

=−۳x۱+۳x۲−۳x۳+۳x۴

رسیده ایم. به تناقض است، بخشپذیر ۳ بر دوم طرف اینکه به توجه با

۵ ۵از صفحه ی
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