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طبیعی، n و m هر برای دهید نشان الف) .١

n∑
k=۱

k(k +۱) · · · (k +m −۱) = n(n +۱) · · · (n +m)

m +۱

سمت به n که وقتی دهید نشان باشد، گویا ضرایب با m درجۀ از چندجمله�ای یک P (x) اگر ب)
کند، میل n∑بینهایت

k=۱P (k)

nm+۱

است. حد دارای

در محاط دایرۀ مرکز O و BD قطر وسط J ،AC قطر وسط I ،ABC D محیطی چهارضلعی در اگر .٢
استقامتند. یک بر O و J ،I نقاط کنید ثابت باشد، چهارضلعی

شرط در که است N به طبیعی) اعداد (مجموعۀ N از f مانند پوشا تابع تنها همانی، تابع که کنید ثابت .٣

f
(

f (n)+ f (m)
)= n +m (n,m ∈N)

می�کند. صدق

است: شده تعریف چنین {an} دنبالۀ .۴

an =
{۱
۲ n =۱ ۲n−۳)اگر
۲n

)
an−۱ n ⩾۲ اگر

.
n∑

k=۱
ak <۱ ،n ⩾۱ هر به�ازای کنید ثابت

نمایش hd و hc ،hb ،ha با را مقابل وجه بر رأس هر از وارد ارتفاعهای ABC D چهاروجهی در اگر .۵
کنید ثابت دهیم،

۱

ha
< ۱

hb
+ ۱

hc
+ ۱

hd

١
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بقیه اعداد این از هریک گذاشتن کنار با که مفروضند خاصیت این با مثبت گویای عدد ۱۳۶۹n تعداد .۶
دسته هر در اعداد تمام حاصلضرب که کرد تقسیم تعداد) نظر (از مساوی دستۀ ١٣۶٨ به می�توان را

مساویند. اعداد این تمام کنید ثابت باشد. یکسان

٢ ٢از صفحه�ی
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۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
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داریم الف) .۱

k(k +۱) · · · (k +m −۱)

= k(k +۱) · · · (k +m −۱)× k +m −k +۱

m +۱

= ۱

m +۱

(
k(k +۱) · · · (k +m)− (k −۱)k · · · (k +m −۱)

)
بنابراین

n∑
k=۱

k(k+۱) · · · (k+m−۱) = ۱

m+۱

(
n(n+۱) · · · (n+m)− ۰

)
= n(n+۱) · · · (n+m)

m+۱

نسبت استقرا با اثبات است. m+۱ برابر
n∑

k=۱
P (k) در n توان بزرگترین که می دهیم نشان ابتدا ب)

صورت به می توان را m درجۀ از چندجمله ای هر که است واضح است. m به

ax(x +۱) · · · (x +m −۱)+Pm−۱(x)

است. m −۱ حداکثر درجۀ از چندجمله ای Pm−۱ و ثابت است عددی a آن در که نوشت

نتیجه، در و است (a ̸= ۰) ax +b صورت به P (x) آنگاه ،m =۱ اگر حال

P (۱)+P (۲)+·· ·+P (n) = a(۱+۲+·· ·+n)+nb

= a
n(n +۱)

۲
+nb

نتیجه در و است m +۱=۲ ،n به نسبت آن درجۀ که است واضح

lim
n→∞

∑n
k=۱ P (k)

n۲
= a

۲

۱
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آنگاه باشد برقرار m از کمتر درجۀ با چندجمله ایهای مورد در فوق حکم اگر

Pm(x) = ax(x +۱) · · · (x +m −۱)+Pm−۱(x)

بنابراین،
n∑

k=۱
P (k) = a

n∑
k=۱

k(k +۱) · · · (k +m −۱)+
n∑

k=۱
Pm−۱(k)

برابر (الف) بنابر اول جملۀ و است m حداکثر درجۀ از استقرا فرض بنابر دوم جملۀ

a

m +۱
n(n +۱) · · · (n +m −۱)

بنابراین، و است m +۱ آن در n توان که است

lim
n→∞

∑n
k=۱ P (k)

nm+۱
= a

m +۱

است. موجود

می دهیم. نمایش S I AB به را I AB مانند مثلث هر مساحت و S به را ABC D چهارضلعی مساحت .۲
که است واضح

S I DC +S I B A = ۱

۲
S (۱)

S JDC +S JB A = ۱

۲
S (۲)

SODC +SOB A = ۱

۲
S (۳)

،ABC D محیطی چهارضلعی در که می دانیم

AB +DC = AD +BC

I

J
O

A

B

B0

C
C0 D

E

خط روی و B ′ نقطۀ AB خط روی آنگاه کنند. قطع را یکدیگر E در تا می دهیم امتداد را C D و AB

داریم باشد. EC ′ = DC و EB ′ = AB که می کنیم انتخاب طوری را C ′ نقطۀ C D

S I EC ′ +S I EB ′ = ۱

۲
S

۵ ۲از صفحه ی
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و
S IC ′EB ′ = S IC ′B ′ +SEC ′B ′

نتیجه، در

S IC ′B ′ = ۱

۲
S −SEC ′B ′ (۴)

می آیند. به دست زیر تساویهای دهیم انجام O و J به نسبت را فوق عملیات نظیر اگر

S JC ′B ′ = ۱

۲
S −SEC ′B ′ (۵)

و

SOC ′B ′ = ۱

۲
S −SEC ′B ′ (۶)

می شود نتیجه (۶) و (۵) ،(۴) از

S IC ′B ′ = S JC ′B ′ = SOC ′B ′ (۷)

استقامتند. یک بر I و O ،J نقطۀ سه رو این از

،n = (n −۱)+۱ آنگاه ،n ⩾ اگر۲ . f (n) ⩾ ۲ آنگاه باشد، n ⩾ ۲ اگر که می کنیم ثابت ابتدا .۳
f (α) = n −۱ که دارند وجود β و α مانند طبیعی اعدادی پس پوشاست f و ۱,n −۱ ∈N چون

بنابراین، و f (β) =۱ و

f (n) = f (n −۱+۱) = f
(

f (α)+ f (β)
)=α+β

. f (n) = n که است بدیهی استقرا، به حال . f (۱) =۱ پس .α+β⩾۲ که است واضح

رابطۀ از .۴

an =
(
۲n −۳

۲n

)
an−۱

که می شود نتیجه بلافاصله

۲kak = (۲k −۳)ak−۱, (k ⩾۲)

داریم رو این از
ak−۱ = (۲k −۲)ak−۱−۲kak

بنابراین

n∑
k=۱

ak =
n+۱∑
k=۲

ak−۱

=
n+۱∑
k=۲

(
(۲k −۲) ak−۱−۲kak

)
=۲a۱−۲(n +۱) an+۱

پس .an > ۰ ،n هر به ازای که است روشن استقرا به
n∑

k=۱
ak <۲a۱ =۱

۵ ۳از صفحه ی
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،SBC D = Sa می دهیم نمایش زیر صورتهای به را وجه ها از هریک مساحت ABC D چهاروجهی در .۵
.S ABC = Sd و S ABD = Sc ،S AC D = Sb

داشت خواهیم دهیم نمایش V با را هرم حجم اگر حال

۱

۳
Saha = ۱

۳
Sbhb = ۱

۳
Sc hc = ۱

۳
Sd hd =V

A

B

C

D

H

K

.Sd = ۳V
hd

و Sc = ۳V
hc

،Sb = ۳V
hb

،Sa = ۳V
ha

داریم رو این از

که می کنیم ثابت حال
Sa < Sb +Sc +Sd

کرده وصل D و C ،B رئوس به را H می کنیم، رسم BC D وجه بر را AH ارتفاع A از اثبات برای
است عمود BC بر AK می کنیم. وصل A به K از می کنیم. رسم BC یال بر را HK عمود H از و
صفحۀ در دیگر، بیان به .AHK ⊥ BC پس HK ⊥ BC و AH ⊥ BC پس ،AH ⊥ BC D زیرا
کلیۀ بر نتیجه در و است عمود AHK صفحۀ بر BC پس عمودند BC بر HK و AH خط دو AHK

داریم طرفی از است. عمود AK بر به خصوص و آن خطوط

S ABC = Sd = AK ·BC

۲

SHBC = K H ·BC

۲

دلیل به .Sd > SHBC نتیجه در و AK > K H پس است، وتر AK ،AHK قائم الزاویه مثلث در اما
داریم نامساوی سه این جمع از .Sc > SHBD و Sb > SHC D که می شود ثابت مشابه

Sa < Sb +Sc +Sd

۳V

ha
< ۳V

hb
+ ۳V

hc
+ ۳V

hd

داشت خواهیم پس
۱

ha
< ۱

hb
+ ۱

hc
+ ۱

hd

فرض باشد، BC D مثلث خارج H که حالتی در باشد. BC D مثلث داخل در H که بود حالتی این
داشت خواهیم می گیریم. HD و BC تقاطع محل را L و باشد BC طرف در H می کنیم

Sb > SHC D > SLC D

Sc > SHBD > SLBD

۵ ۴از صفحه ی
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A

B

C

D

H

L

پس
Sb +Sd > SLC D +SLBC

داریم رو این از و
Sa < Sb +Sc +Sd

یعنی،
۳V

ha
< ۳V

hb
+ ۳V

hc
+ ۳V

hd

است. برقرار حکم پس

تمام است (کافی گرفت نظر در طبیعی می توان را اعداد تمام شود کاسته مسأله کلّیت از اینکه بدون .۶
که را اعداد از هریک که است آشکار کنیم). ضرب مخرجها مشترک مضرب کوچکترین در را اعداد
گردد. یکسان دسته دو هر حاصلضرب که کرد تقسیم مساوی دستۀ دو به می توان را اعداد بقیۀ برداریم،

با می دهیم. نشان pk و . . . ،p۲ ،p۱ به است رفته کار به اعداد این تجزیه در که را اولی اعداد تمام
کار به یکسان اول اعداد اعداد، تمام تجزیۀ در که کرد فرض می توان p۱p۲ · · ·pk در اعداد تمام ضرب
یکسان اعداد این از هریک در اول اعداد این از هریک توان که دهیم نشان است کافی حال است. رفته
m = ۱۳۶۹n که دهیم نشان αm و . . . ،α۲ ،α۱ با ترتیب به را p۱ اول عدد توانهای اگر است.
که می کنیم توجه حال است. چنین نیز piها سایر برای و α۱ =α۲ = ·· · =αm که می کنیم ادعا است
تقسیم مساوی دستۀ دو به می توان را بقیه بگذاریم، کنار را هریک که هستند خاصیت این دارای αiها

یا تقسیم، عدد یک به را αi هر اگر که می کنیم توجه و گردند یکسان دسته هر اعداد حاصلجمع که کرد
می ماند. باقی خاصیت این کنیم جمع عدد یک با ویا ضرب عدد یک در

۲ به بقیه مجموع می گذاشتیم کنار را یکی اگر زیرا فرد، یا هستند زوج یا هم با αiها همه که است آشکار
،α۲−αk ،α۱−αk اعداد پس باشد اعداد این کوچکترین αk که می کنیم فرض حال می شد. بخشپذیر
که αi −αk = ۲mi γi که می کنیم فرض حال هستند. αiها خاصیت این دارای نیز αn −αk و . . .

بنابراین miهاست). کوچکترین̖ p) می کنیم تقسیم ۲p به را αiها −αk همۀ آنگاه هستند فرد γiها

می گردد ظاهر است) صفر همان (که زوج عددِ یک و فرد عددِ یک αn−αk
۲p و . . . ،α۱−αk

۲p اعداد بین در
.αi =αk ،i هر به ازای اینکه مگر است ممکن غیر که

۵ ۵از صفحه ی
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