
سی و هفتمین المپیاد آزمون مرحلة اول  
 ریاضی کشور

 

  

 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 1 ةصفح 

پاسخ درست به  کوتاه است.و پاسخ یانهیگزآزمون به دو شکل پنج نیا یهاسؤالآموز عزیز، دانش
پاسخ  ینمرة منفي دارد ول 1 یانهیگزپاسخ غلط به هر سؤال پنج نمرة مثبت دارد. 4هر دو نوع سؤال 

 چهارنامه در مورد هر دو نوع سؤال مشابه و شامل پاسخ کوتاه نمرة منفي ندارد.پاسخ یهاغلط به سؤال
 .با سیاه کردن مشخص کنیدتوانید یک رقم از ارقام صفر تا نه را است که در هر کدام میستون 

نامنفی  ،کوتاهسؤؤؤخهای پاجواب سؤؤؤؤال تر از و کمعددی 
صحیح آن را جداگانه در  10000 سمت  شما باید ارقام ق ست.  ا

سؤالی پاسخ سیاه کنید. به عنوان مثال اگر پاسخ   73/695نامه 
نامه، در پاسخ نظر کرده واز قسمت اعشاری صرف بود شما باید

 ید.های مربوطه را سیاه کنرو، رقممانند شکل روبه
سؤال س ،ایگزینهپنج هایدر مورد  ت را در شمارة گزینة در

 د.سیاه کنی ، مربوط به رقم یکان،سمت راست ستون
 بخشی  پاسخکوتاه تٍبرخی از سوالا در انتهایضمنا امسال 

 

خواهدشد. این بخش یک نمایش داده  با علامت ، کهاستشدهاطمینان از پاسخ قرار دادهبه عنوان 
روند و بهبوده  احتمالی خطاهای محاسباتی از برای جلوگیری خاصیتی از جواب را مطرح کرده و صرفاً

 حل هیچ کمکی نخواهد کرد.
 

نامة خود مشخص شمارة صفر!( کد دفترچة شما چند است؟ آن را در صفحة اول پاسخ سؤال) .0
 است.شدهنامه توضیح دادهکنید. مشخص نکردن این کد، عواقب ناگواری دارد که روی جلد پاسخ

 

 عدد صحیح است؟دامنه تابع زیر، شامل چند  .1

𝑓(𝑥) = √-1+ √-1+√
12
x2-2x

34

 

 
 محل انجام محاسبات:

 
 
 
 



سی و هفتمین المپیاد آزمون مرحلة اول  
 ریاضی کشور
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 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 2 ةصفح 

دهند. اگر تعداد اعداد گویا بین این که تشکیل یک تصاعد حسابی میعدد حقیقی داریم 1397 .2
 چند حالت مختلف دارد؟ 𝑛بنامیم، تعداد مقادیر ممکن برای  𝑛عدد را  1397

 

.99مجموع ارقام عدد  .3 . .9⏞  
97

× 66. . .6⏞  
97

 است.( 7رقم دهگان جواب برابر با  ) چند است؟ 

 
3خواهیم یک جدول می .4 × که یک مسیر کاری کنیم. به طوریرا به کمک دو نوع کاشی زیر، کاشی 3

 کاری مطلوب داریم؟. چند حالت کاشینیایدپدید  آن سیاه از یک ضلع جدول به ضلع مقابل
 

 
1) 338           2) 174           3) 169           4) 343          5) 512 

 

 
 محل انجام محاسبات:
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 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 3 ةصفح 

 پذیر باشد؟بر هر دو رقم خود بخش که رقم صفر نداشته باشد وچند عدد طبیعی دورقمی داریم .5

 
 𝐵𝐷و  𝐴𝐸 هایخطپاره نامیم. زاویه بین تلاقی امتدادمی 𝐺را  𝐴𝐶با  𝐸𝐵در شکل زیر محل تلاقی  .6

 𝐴𝐺𝐵̂درجه است. اگر زوایای  10برابر با  𝐶𝐵و  𝐷𝐴 هایخطپاره درجه و زاویه بین تلاقی امتداد 70برابر 
 باشد.()شکل دقیق نمیرا بیابید. 𝑥مقدار  ،دندرجه باش 70و  95به ترتیب برابر  𝐵𝐾𝐸̂و 

 
 
,𝑎1در چند جایگشت  .7 𝑎2, … , 𝑎13  جواب مربع کامل  ) شرایط زیر برقرار است؟ ،13تا  1از اعداد

 است.(

𝑎1, 𝑎2 < 𝑎3 

𝑎4, 𝑎5 < 𝑎6 

𝑎3, 𝑎6 < 𝑎7 

𝑎7 < 𝑎8, 𝑎9 

𝑎8 < 𝑎10, 𝑎11 

𝑎9 < 𝑎12, 𝑎13 

 محل انجام محاسبات:
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 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 4 ةصفح 

𝐶𝑀طوری در نظر بگیرید که  𝐴𝐶را روی ضلع  𝑀، نقطه 𝐴𝐵𝐶در مثلث  .8 = 2𝐴𝑀زاویه  . نیمساز
عمود است. مساحت  𝐵𝑀بر خط  𝐴𝐷 کند. فرض کنیدقطع می 𝐷را در نقطه   BCخط، پاره Âداخلی 

 است؟ 𝐵𝑀𝐷چند برابر مساحت مثلث  𝐴𝐵𝐶لث ثم

 

 دهند.(نمایش می [𝑥]را با  𝑥)جزء صحیح عدد  موعه اعداد حقیقی چند جواب دارد؟معادله زیر در مج .9

[𝑥](𝑥 − 1) = 2|𝑥| 

 بی نهایت  (5          5 (4           4 (3           3 (2           2( 1 

 

10. 𝑛 ها یک عدد اول است. حداکثر مقدار که اختلاف هردوتایی از آنعدد طبیعی داریم𝑛 تواند چند می
 باشد؟

 
صحیح در صفحه  ، روی نقاطی با مختصات7ٍضلعی )محدب یا مقعر( با مساحت رئوس یک پنج .11

)نقاط  تواند درون این چندضلعی باشد؟مختصات قرار دارد. حداکثر چند نقطه با مختصات صحیح می
 شود.(روی مرز جزء نقاط درونی حساب نمی

1) 6            2 )2             3 )3                 4 )4            5 )5  
 

,1,2}از مجموعه  .12 … کدام مربع کامل که هیچطوریتوان انتخاب کرد بهمیحداکثر چند عدد  {765,
 است.( 12 ،حاصل جمع ارقام جواب )؟ نباشد 765ها برابر دوتایی از آننبوده و جمع هیچ 

 

−}مجموعه از  𝑎برای چند مقدار  .13
5
5 , −

4
5 , … ,

4
5 ,

5
𝑓(𝑥)، تابع {5 = 𝑎𝑥 − [𝑥]  

 یک است؟بهیک
 

 
 محل انجام محاسبات:

 
 

 

 
 
 

 



سی و هفتمین المپیاد آزمون مرحلة اول  
 ریاضی کشور

 

  

 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 5 ةصفح 

 𝑛باشد، چند عدد طبیعی مختلف  𝑛ضرب ارقام حاصل 𝑃(𝑛)، و 𝑛مجموع ارقام عدد  𝑆(𝑛) اگر .14
 ه:کطوریتوان یافت بهمی

𝑆(𝑛) + 𝑃(𝑛) = 𝑛 

 

وسط ضلع  𝑀، روروبهدر مستطیل شکل  .15
𝐴𝐷 .داخل مستطیل درنظر ای دایره است

 𝐵𝐶، 𝐷𝐶 هایخطبگیرید به طوری که بر پاره
 خطپاره باشد و محل تماس آن بامماس  𝑀𝐵و 

𝑀𝐵 را 𝑃 اگر  .بنامید𝑀𝑃 = 𝐴𝐷   باشد، نسبت
)شکل  ؟طول به عرض مستطیل کدام است

 باشد.(دقیق نمی

1)  
5

4
              2)   2             3)   

3

2
                 4)  

5

2
           5)  3  

 
اند. تعدادی از آننفر دستگیر شده 5در یک عملیات امنیتی،  .16

افراد مجرم همواره دروغ دانیم اند. میگناهها مجرم و تعدادی بی
نفر  5گویند. اگر این گناه همواره راست میگفته و افراد بی

 جملات زیر را گفته باشند دقیقا چند مجرم داریم؟

 است.گناه بی نفر از ما نفر اول:حداقل دو 

  نفر از ما مجرم است.نفر دوم: حداقل دو 

 گناه هستند.نفر سوم: همه بی 

  از ما مجرم است.نفر چهارم: دقیقا یک نفر  

 گناه است.نفر پنجم: دقیقا یک نفر از ما بی 

 1) 1            2 )2             3) 3                 4) 4            5) 5  
 

 محل انجام محاسبات:
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 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 6 ةصفح 

 رو مربوط به بخشی از نمودارشکل روبه .17
 های زیر است؟یک از گزینهکدام

 1)  𝑥𝑥                                        2) (cos(𝑥))𝑥             

3) (sin(𝑥))𝑥                            4)  (sin(𝑥))sin𝑥 

5) 𝑥sin(𝑥)  

  
 
 
 
 
 
 

و  𝐴𝐶 هایخطپارهبه ترتیب بر روی  𝑁و  𝑀قائمه بوده و نقاط  𝐵، زاویه 𝐴𝐵𝐶در مثلث قائم الزاویه  .18
𝐴𝐵 اند که ای انتخاب شدهبه گونه𝑀𝑁  بر𝐴𝐶   عمود باشد. محل تلاقی امتداد𝑀𝑁  با امتداد ضلع𝐵𝐶 
و   𝑀𝑁باشد. اگر طول  𝐴𝐶ضلع  وسط  𝑂است. فرض کنید  𝑀𝑁برابر  𝑃𝑁دانیم که نامیم. میمی 𝑃را 
𝑂𝑁  متر باشد، طول وتر مثلث قائم الزاویه سانتی 21و  20به ترتیب برابر𝐴𝐵𝐶 .را بیابید 

 است.( جواب سوال عدد طبیعی )

 
 ؟دو ویژگی زیر باشدهر که دارایوجود دارد به طوری 𝑛∈ℕ(𝑎𝑛) مانندچند دنباله از اعداد طبیعی  .19

 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

2

𝑎𝑛−1
      (𝑛 ≥ 2) 

 𝑎3 = 54000 
 

 محل انجام محاسبات:
 
 

 
 

 

 
 



سی و هفتمین المپیاد آزمون مرحلة اول  
 ریاضی کشور

 

  

 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 7 ةصفح 

{را بر روی تخته 2,1,…,1397} مجموعهناتهی ای هآوا همه زیرمجموعه ،در کلاس ترکیبیات .20
. وی در ادامه به جای هر زیرمجموعه میانگین اعضای آن را قرار می دهد. میانگین اعداد نوشته نوشت

 شده بر روی تخته چند است؟

 
,𝑎)چند زوج مرتب حقیقی .21 𝑏)  ه:کوجود دارد به طوری 

{
(𝑎 + 𝑏)3 = 2(𝑎 − 𝑏)

3(𝑎 − 𝑏)2 = 4𝑎𝑏
 

 

 نهایت بی (5   3(4        2(3                 1(2         0(1 
 

𝐴𝐵𝐶 ،(𝐴𝐵درون مثلث متساوی الساقین  .22 = 𝐴𝐶)  نقطه𝑃  مفروض است. پای عمودهای𝑃  بر
به ترتیب  𝑋𝑍𝑌̂و   𝐵𝐴𝐶̂دانیم مقدار زاویه نامیم.میمی 𝑍و 𝑋 ،𝑌را به ترتیب  𝐵𝐶و  𝐴𝐵 ،𝐴𝐶اضلاع 

𝑃𝑋 اشند. اگربمی درجه 70و  40 = 2𝑃𝑌 =  چقدر است؟ 𝑃𝑍 باشد، طول 4

 1)√3             2 )√2              3)2                  4)√6             5) 2√2  
 

-ها شمارهترتیب حروف الفبا به آندانشکده علوم ریاضی دانشگاه شکرستان تعدادی استاد داردکه به .23

است. رئیس دانشکده از اساتید خواسته که برای خود کدی شامل چهار عدد شدهو ... داده 3، 2، 1های 
𝑛باید اعداد  𝑛اول درست کنند. استاد شماره  + 1 ،𝑛 + 2 ،𝑛 + 𝑛و  3 + را درنظرگرفته و  4

جای هریک از این چهار عدد، یکی از عوامل اول آن را به دلخواه بنویسد. برای مثال اگر شماره سپس به
، 5، 3تواند این کد را انتخاب کند: را درنظرگرفته و می 57و  56، 55، 54باید اعداد باشد،  53استادی 

دانیم که اساتید به هرشکلی که کد خود را انتخاب کنند، (. میهای دیگری نیز دارد)او انتخاب 3و  7
 دانشکده حداکثر چند استاد دارد؟ین اکد هیچ دو استادی برابر نخواهدشد. 

 

 
 محاسبات:محل انجام 
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 ریاضی کشور

 

  

 5/11/1397 جمعه  1کد سؤالات: 
 8 از 8 ةصفح 

𝑎دانیم می  𝑏و 𝑎برای اعداد حقیقی  .24 ∈ 𝑏و  [0,3] ∈  و حداکثر مقدار عبارتحداقل .[1,2]
 𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2  ،را به ترتیب𝑚  و𝑀 4] نامیم. مقدار جزءصحیحمی(𝑀 −𝑚)] چند خواهد بود؟ 

 

:𝑓چند تابع صعودی  .25 {1,2,3,4,5,6} →  به طوری که برای هر ،داریم  {1,2,3,4,5,6}

 1 ≤ 𝑖 ≤  داشته باشیم: 6

|𝑓(𝑖) − 𝑖| ≤ 1 

 
 1)144           2 )164               3)89                  4)324             5) 128  



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

مجاور عدد دو هر بين از که طوری به نوشت رديف يک در را ۶ و . . . ،۲ ،۱ اعداد می توان طريق چند به .۱
باشد؟ بخش پذير ديگری بر يکی

۱۰ (۵ ۸ (۴ ۶ (۳ ۴ (۲ ۲ (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
بنابر باشد. رديف عدد چپ ترين يا راست ترين بايد ۵ پس است ۱ باشد ۵ مجاور می تواند که عددی تنها
راست عدد دو پس می کنيم، برابر دو را حالات تعداد انتها در و باشد راست ترين ۵ می کنيم فرض تقارن
وجود حالت دو آن مکان برای باشد ۶ و ۱ مجاور می تواند تنها ۳ عدد که آن جا از هستند. ۱, ۵ رديف
بايد رديف اعداد که می آيد بدست راحتی به اين صورت در باشد يک مجاور که است اين اول حالت دارد.
به نيز حالت اين در و باشد رديف عدد چپ ترين که است اين دوم حالت باشند. ۴, ۲, ۶, ۳, ۱, ۵ شکل به
با می شود برابر نهايی جواب پس باشند. ۳, ۶, ۲, ۴, ۱, ۵ شکل به بايد رديف اعداد می شود نتيجه سادگی
■ .۲ × ۲ = ۴

رسم طوری A مرکز به دايره ای بگيريد. نظر در را ∠BAC = ۹۰◦ فرض با ABC قائم الزاوية مثلث .۲
نقطة که کند قطع M و E نقطة دو در را BC ضلع و F در را AC ضلع ،D در را AB ضلع که می کنيم
به >DE کمان های طول نسبت هم چنين و است BC ضلع وسط M می دانيم است. M و D نقاط بين E
چقدر ABC مثلث حادة زاوية دو تفاضل مطلق قدر مقدار است. ۴ به ۲ به ۳ نسبت با برابر >MF به >EM

است؟
۱۰◦ (۵ ۳۰◦ (۴ ۴۵◦ (۳ ۵۰◦ (۲ ۷۰◦ (۱

است. درست ۵ گزينة پاسخ:

A

B CME

F
D

α

α
α
۲

۳α
۴

.∠MAC = α پس AM = MC می آيد بدست است وتر نصف ميانه قائم الزاويه مثلث در که آن جا از
نوشت می توان سوال شرط طبق هم چنين

∠EAM =
۱
۲∠MAF =

۱
۲α, ∠DAE =

۳
۴∠MAF =

۳
۴α

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

نتيجه در

۹۰◦ = ∠MAF + ∠MAE + ∠EAD =
۳
۴α +

۱
۲α + α =

۹
۴α =⇒ α = ۴۰◦

■ می شود. ۱۰◦ مسئله جواب و ∠B = ۵۰◦ پس

را آن رمز هفته هر و کند انتخاب رمز خود گاوصندوق برای می خواهد جناب خان .۳
رمز ارقام است مايل جناب خان و است سه رقمی عدد يک گاوصندوق رمز دهد! تغيير
نباشد. کمتر قبلی رمز در متناظر ارقام از جديد، رمز ارقام به علاوه و باشند متمايز
رمز اولين اگر باشد. ۱۵۹ نبايد بعدی رمز کرد انتخاب را ۲۵۹ بار يک اگر مثلاً
رمز شکل اين به نمی تواند ديگر هفته چند از بعد حداکثر او باشد، ۱۴۰ گاوصندوق
بود.) خواهد ۱۴۰ همان رمز اول، هفتة که کنيد (توجه دهد؟ تغيير را گاوصندوقش

۱۶ (۵ ۱۹ (۴ ۲۰ (۳ ۲۴ (۲ ۲۸ (۱

است. درست ۳ گزينة پاسخ:
،۷ ارقام از شود استفاده می تواند رمز برای که عددی بزرگ ترين باشند متفاوت بايد رمز رقم های که آن جا از
می شود اضافه واحد يک حداقل رمز ارقام مجموع هفته هر از پس که کنيد دقت است. شده تشکيل ۹ و ۸

حداکثر جناب خان پس

۹ + ۸ + ۷ − (۱ + ۴ + ۰) = ۱۹

هفته ۲۰ برای مثالی حالا هفته. ۲۰ می شود اول هفتة احتساب با که کند انتخاب رمز می تواند ديگر هفتة
می دهيم: ارائه

۱۴۰, ۱۵۰, . . . , ۱۹۰, ۲۹۰, . . . , ۸۹۰, ۸۹۱, . . . , ۸۹۷.

■

:(m,n) = ۱ شرط با n ∈ N و m ∈ Z هر برای است. مفروض f : Q −→ Q تابع .۴

f
(m
n

)
=

m

n+ ۱
f تابع دربارة زير گزاره های از کدام يک است. n و m مشترک عليه مقسوم بزرگ ترين (m,n) از منظور که

است؟ درست
است. نزولی) يا (صعودی يک نوا f تابع (۲ است. يک به يک f تابع (۱
f(x) ≤ x داريم x ∈ Q هر ازای به (۴ است. گويا اعداد همه f تابع برد (۳

هستند. صحيح گزينه ها همة (۵

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۲ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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است. درست ۳ گزينة پاسخ:
که m = n + ۱ می دهيم قرار شده داده تساوی در .(n, n + ۱) = ۱ طبيعی، n هر برای که است واضح
،(۲, ۱) جفت های اگر می شود. رد اول گزينة و نيست يک به يک تابع پس f (

n+۱
n

)
= ۱ می دهد نتيجه

f(۲) < f
(۵

۳
)
> f(۱) اما ۲ > ۵

۳ > ۱ نوشت می توان دهيم، قرار (m,n) جای به را (۱, ۱) و (۵, ۳)
اين به کافی ست چهارم گزينة کردن رد برای می شود. رد نيز دوم گزينة و نيست هم يک نوا تابع نتيجه در
a
b

دلخواه گويای عدد می کنيم. اثبات را سوم گزينة درستی حالا .f(−۱) = −۱
۲ > −۱ که کنيم توجه

فرض پس هستند f برد در −۱ و ۱ که است واضح .b ∈ N کنيم فرض می توانيم می گيريم. نظر در را
فرض .(a۳, a۲b − ۱) = ۱ می دهيم نشان هستند. بيشتر يک از b و |a| عدد دو از يکی حداقل می کنيم

نوشت می توان باشد. عدد دو از مشترکی اول عامل p کنيد

p
∣∣ a۳ =⇒ p | a =⇒ p

∣∣ a۲b =⇒ p | ۱

برای که فرض هايی طبق کنيد (دقت n = a۲b− ۱ و m = a۳ دهيم قرار می توانيم پس است. تناقض که
■ است. پوشا f پس f (

m
n

)
= a

b
می شود نتيجه و است) طبيعی عددی n کرده ايم وضع b و a

رقم به واحد دو صدگان، رقم به واحد يک اگر و باشد کامل مربع که دارد وجود abc رقمی سه عدد چند .۵
باشد؟ کامل مربع و رقمی سه حاصل شود، اضافه آن يکان رقم به واحد سه و دهگان

۴ (۵ ۳ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۰ (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
هستند. طبيعی اعدادی x, y که می کنيم تعريف y۲ نيز را حاصل عدد هم چنين abc = x۲ می دهيم قرار

نوشت می توان

x۲ + ۱۲۳ = y۲ =⇒ ۱۲۳ = y۲ − x۲ = (y − x)(y + x)

واضح که y − x = ۱ و y + x = ۱۲۳ اول حالت دارد: وجود حالت دو پس ۱۲۳ = ۳ × ۴۱ می دانيم
abc = ۳۶۱ جواب که y − x = ۳ و y + x = ۴۱ دوم حالت نمی شود. رقمی سه y۲ حالت اين در است
■ دارد. جواب يک تنها مسئله پس می دهد به دست را

ناميده ايم. A را آن ها بزرگ ترين و ساخته ايم متمايز ارقام با رقمی سه عدد سه ،۹ تا ۱ ارقام همة از استفاده با .۶
است؟ چند A برای ممکن مقدار کم ترين

۳۱۲ (۵ ۳۹۸ (۴ ۹۱۲ (۳ ۱۹۸ (۲ ۳۴۵ (۱

است. درست ۱ گزينة پاسخ:

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۳ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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۲ و ۱ حداقل ديگر عدد دو صدگان و متمايزند ارقام زيرا است ۳ ،A صدگان برای ممکن مقدار کم ترين
در شده اند استفاده ديگر عدد دو صدگان برای ۲ و ۱ ارقام باشد ۳ با برابر A صدگان اگر هم چنين است.
■ می دهد. رخ اتفاق اين باشند ۳۴۵ و ۲۸۹ ،۱۶۷ عدد سه اگر که باشد، ۳۴۵ می تواند A حداقل نتيجه

درست زير گزاره های از تا چند .A ⊗ B = {ab | a ∈ A,B ∈ B} می کنيم تعريف A,B ⊆ R برای .۷
است.) گنگ اعداد مجموعة نماد Q′) است؟

Q′ ⊗Q′ = R− {۰} •{√۲, ۵}⊗Q′ = R− {۰} •

Q⊗Q′ = Q′ •{√۲,√۳}⊗Q′ = R− {۰} •

صفر (۵ يک (۴ دو (۳ سه (۲ چهار (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
نيست. گنگ عددی اما دارد وجود چپ سمت مجموعة در صفر زيرا نيست صحيح ۳ گزارة که است واضح
آن از راحتی به و می دهيم نشان را ۴ گزارة درستی ابتدا می دهيم. نشان را ديگر گزارة سه درستی حالا
باشد. ناصفر و گويا عددی q کنيد فرض ({√۲,√۳} ⊂ Q′ (زيرا می شود نتيجه نيز ۱ گزارة درستی
حالا می شوند. توليد ناصفر گويای اعداد همة پس است گنگ عددی q√۲ که داد نشان سادگی به می توان
به اما است گويا نيز آن ها نسبت باشند گويا q′√۳ و q′√۲ عدد دو هر اگر باشد. گنگ عددی q′ کنيد فرض
اعداد همة نتيجه در و است گنگ آن ها از يکی حداقل پس نيست گويا

√
۲
۳ که کرد بررسی می توان راحتی

■ داد. نشان نيز را ۲ گزارة درستی می توان مشابه طور به می شوند. توليد نيز گنگ

يک محيط روی و درون واحد ضلع به متساوی الاضلاع مثلثی .۸
شکل در که ،P رأس می غلطد. شکل، مانند ،۲× ۴ مستطيل
به بار اولين برای که زمانی تا حرکت ابتدای از شده، مشخص

می کند؟ طی را مسافتی چه بازگردد، اوليه اش مکان
۲π (۵ ۷π

۳ (۴ ۴π (۳ ۳π (۲ ۱۰π
۳ (۱

است. درست ۱ گزينة پاسخ:
۳۰◦ کمان اندازة به مستطيل گوشة در و ۱۲۰◦ کمان اندازة به اضلاع طول در نباشد، چرخش راس P اگر

با می شود برابر می کند حرکت P که کمان هايی مجموع پس می کند. حرکت ۱ شعاع به دايره يک از

۱۲۰◦ + ۰◦ + ۱۲۰◦ + ۳۰◦ + ۰◦ + ۳۰◦ + ۱۲۰◦ + ۰◦ + ۱۲۰◦ + ۳۰◦ + ۰◦ + ۳۰◦ = ۶۰۰◦

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۴ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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با می شود برابر P حرکت مجموع پس
۶۰۰
۳۶۰ × ۲π =

۱۰π
۳

■

بخش پذير z بر x× y و باشند متمايزی و ناصفر ارقام x, y, z که دارد وجود (x, y, z) مرتب سه تايی چند .۹
باشد؟

۱۵۶ (۵ ۱۵۲ (۴ ۱۴۸ (۳ ۱۴۴ (۲ ۱۴۰ (۱

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
انتخاب نمی توانيم جفتی هيچ z = ۵, ۷ برای که است واضح می کنيم. حالت بندی z مختلف مقادير روی
،z = ۲ اگر دارد. وجود حالت ۸ × ۷ = ۵۶ ديگر عدد دو برای ضرب اصل طبق باشد z = ۱ اگر کنيم.
متمم اصل طبق پس شود فرد x × y که دارد وجود حالت ۵ × ۴ = ۲۰ داريم فرد رقم ۵ که آن جا از
حالت ۵۶ − ۳۰ = ۲۶ که می شود نتيجه قبل حالت مشابه ،z = ۳ اگر دارد. وجود حالت ۵۶ − ۲۰ = ۳۶
وجود (۲, ۶), (۶, ۲) حالت دو تنها نباشند ۸ با برابر x, y از هيچ کدام که صورتی در ،z = ۴ اگر دارد. وجود
می شود. ۱۴+ ۲ = ۱۶ حالات تعداد مجموع در و دارد وجود حالت ۲× ۷ باشد ۸ آن ها از يکی اگر و دارد
وجود حالت ۲ × ۳ × ۲ = ۱۲ پس ۳ از مضربی ديگری و باشد ۲ از مضربی بايد x, y از يکی ،z = ۶ اگر
کل حالات تعداد نهايتا دارد. وجود حالت ۲ و ۴ ترتيب به که است واضح نيز z = ۹ و z = ۸ برای دارد.

با است برابر

۵۶ + ۳۶ + ۲۶ + ۱۶ + ۱۲ + ۴ + ۲ = ۱۵۲.

■

بزرگ ترين بار هر می زنيم: خط را آن ها شکل اين به ما و شده نوشته تخته روی ۱۳۹۵ و . . . ،۲ ،۱ اعداد .۱۰
کوچک به بزرگ از به ترتيب را آن عليه های مقسوم همة و انتخاب را نخورده خط آن از قبل تا که عددی
تا می کنيم تکرار را کار همين و می رويم خط نخورده عدد بزرگترين سراغ به مجدداً سپس و می زنيم خط

است؟ کدام می خورد خط که عددی آخرين بخورند. خط اعداد همة
۷۰۳ (۵ ۷۰۱ (۴ ۶۹۸ (۳ ۴۱ (۲ ۳۷ (۱

است. درست ۳ گزينة پاسخ:
طبيعی عدد آن گاه x < ۶۹۸ اگر زيرا دارد ۱۳۹۵ تا ۶۹۸ از مضربی ۶۹۸ از کوچک تر عدد هر که کنيد دقت
از بزرگ تر اعداد همة که زمانی پس (۲ × ۶۹۸ = ۱۳۹۶ (زيرا ۶۹۸ ≤ ۲nx ≤ ۱۳۹۵ که دارد وجود n
خط ۶۹۸ که است واضح باشند. باقی مانده آن عليه های مقسوم و ۶۹۸ دارد امکان تنها بخورند خط ۶۹۸

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۵ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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از بزرگتر ديگری مضرب آن ديگر عليه مقسوم سه که کرد بررسی می توان راحتی به هم چنين است نخورده
■ است. ۶۹۸ می خورد خط که عددی آخرين پس خورده اند خط قبلا و دارند ۶۹۸

می کنيم: تعريف زير صورت به حقيقی اعداد مجموعة در را ∗ عمل .۱۱

x ∗ y =
x+ y

۱ − xy

است؟ کدام a ∗ (b ∗ c) مقدار باشند، x۳ − ۳x۲ − ۲x+ ۵ ريشه های a, b, c اگر
−۲ (۵ ۸

۳ (۴ −۸ (۳ −۲
۳ (۲ ۲ (۱

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
نوشت می توان

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ b+ c

۱ − bc
=

a+ b+c
۱−bc

۱ − a(b+c)
۱−bc

=
a+ b+ c− abc

۱ − (ab+ bc+ ca)

داريم نيز ديگر طرف از

x۳ − ۳x۲ − ۲x+ ۵ = (x− a)(x− b)(x− c) = x۳ − (a+ b+ c)x۲ + (ab+ bc+ ca)x− abc

پاسخ اول تساوی در روابط اين دادن قرار با و abc = −۵ و ab + bc + ca = −۲ ،a + b + c = ۳ پس
■ است. ۸

۳ با برابر که می آيد بدست

کنند: صدق زير شرط در که بيابيد را طبيعی اعداد از (a, b, c) مرتب سه تايی های تعداد .۱۲

a(b, c) = b(c, a) = c(a, b) = ۲۶ × ۳۸ × ۵۱۰

است.) b و a مشترک عليه مقسوم بزرگ ترين (a, b) از (منظور
۷۲۰ (۵ ۱۶۲۰ (۴ ۲۰۰۰ (۳ ۲۰۸۰ (۲ ۳۲۴۰ (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
ترتيب به a, b, c در ۲ توان کنيد فرض باشند. ۲, ۳, ۵ می توانند تنها a, b, c اول عوامل که کنيد دقت

نوشت می توان .α ≤ β ≤ γ می کنيم فرض مسئله کليت از شدن کاسته بدون باشد. α, β, γ

β +min {α, γ} = γ +min {α, β} =⇒ β + α = γ + α =⇒ β = γ

جواب های معادله اين .α + β = ۶ داريم نيز ديگر طرف از

(α, β) = (۰, ۶), (۱, ۵), (۲, ۴), (۳, ۳)

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۶ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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دارد وجود a, b, c در ۲ توان های برای حالت ۳ اول جواب سه از کدام هر برای .(α ≤ β که آن جا (از دارد را
می شود مشخص يکتا طور به ديگر عدد ۲ دوی توان و باشد عدد سه از يک هر دوی توان می تواند α زيرا
دارد. وجود ۲ توان های برای متفاوت حالت ۱۰ مجموعا پس دارد. وجود حالت ۱ تنها چهارم جواب در اما
اصل طبق و دارد وجود حالت ۱۶ و ۱۳ ترتيب به ۵ و ۳ توان های برای که ببينيم می توانيم مشابه طور به
■ می شود. ۱۰ × ۱۳ × ۱۶ = ۲۰۸۰ با برابر حالات کل تعداد ضرب

و ۲ عرض ۳ طول به مستطيلی مکعب ميز، روی بر واحد، ضلع به مکعبی آجر ۱۲ چيدن با می خواهيم .۱۳
به گذاشت. جايش سر زيری، مکعب از قبل نمی توان را بالايی مکعب يک طبيعتاً بسازيم. واحد، ۲ ارتفاع
تفاوتی ما نظر از مکعب ها که باشيد داشته (توجه ساخت؟ را مستطيل مکعب اين می توان متفاوت روش چند

است.) مستطيل مکعب محل ۱۲ کردن پر ترتيب مسأله و ندارند
۷۴۸۴۴۰۰ (۵ ۹۲۴ (۴ ۳۲۴ (۳ ۱۴۴ (۲ ۳۶ (۱

است. درست ۵ گزينة پاسخ:
با را i شماره بالای جايگاه ۱ ≤ i ≤ ۶ برای و می کنيم شماره گذاری ۶ تا ۱ با را پايين رديف جايگاه های
دارد وجود هم سر پشت ۱۲ تا ۱ اعداد دادن قرار برای حالت چند که می شود تبديل اين به مسئله .i+ ۶
کل حالات نصف شرط هر ازای به تقارن طبق باشد. آمده i+ ۶ از قبل i ،۱ ≤ i ≤ ۶ هر برای که به طوری

با است برابر حالات تعداد پس می شود حذف
۱۲!
۲۶ = ۷۴۸۴۴۰۰.

■

دارند. مشترک ريشه ای زير دوی درجه معادلة سه می دانيم متمايزند. دو به دو اعدادی a, b, c .۱۴

ax۲ + bx+ c = ۰, bx۲ + cx+ a = ۰, cx۲ + ax+ b = ۰

است؟ چند مشترک ريشة آن مقدار
نمی شود. تعيين يک تا به طور (۵ ۱ (۴ −۱ (۳ ۱−√۵

۲ (۲ ۰ (۱

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
می آيد بدست هم با معادله سه کردن جمع با

(a+ b+ c)(x۲ + x+ ۱) = ۰

نوشت می توان حالا .a+ b+ c = ۰ می شود نتيجه ندارد حقيقی ريشه دوم پرانتز که آن جا از

۰ = ax۲ + bx− a− b = a(x− ۱)(x+ ۱) + b(x− ۱) = (x− ۱)(ax+ a+ b)

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۷ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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آن جا از و x = −a+b
b

يا x = ۱ می آيد بدست نيز دوم معادله از مشابه طور به .x = −a+b
a

يا x = ۱ پس
■ است. x = ۱ ممکن حالت تنها متمايزند a, b که

پخش جعبه تعدادی در را آن ها هستند. لکه دار مابقی و سالم آن ها عدد ۹۰۰ که داريم سيب عدد ۱۰۰۰ .۱۵
درصد چند حداکثر و حداقل در باشد. برابر ديگر جعبة با جعبه هر در سيب ها تعداد که به طوری می کنيم

است؟ سالم سيب ها اکثريت جعبه ها
۱۰۰ و ۹۰ (۵ ۱۰۰ و ۸۰ (۴ ۹۰ و ۸۰ (۳ ۱۰۰ و ۵۰ (۲ ۹۰ و ۵۰ (۱

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
جعبه ای هر است. سالم سيب ها اکثريت جعبه ها درصد ۱۰۰ در که است واضح باشيم داشته جعبه ۱ فقط اگر
باشد، سيب n دارای جعبه هر می کنيم فرض می ناميم. خراب را هستند لکه دار سيب هايش نصف حداقل که
داريم. خراب جعبه ۱۰۰

n
۲

حداکثر نتيجه در است نياز لکه دار سيب n
۲ حداقل جعبه هر کردن خراب برای آن گاه

حداکثر پس است ۱۰۰۰
n

جعبه ها تعداد ديگر طرف از
۱۰۰
n
۲

۱۰۰۰
n

= ۲۰٪

■ است. سالم سيب ها اکثريت جعبه ها ۸۰٪ در حداقل و است خراب جعبه ها

.[۱, ۲, . . . ,m] = ۱۳۹۵ × [۱, ۲, . . . , n] که داريم طبيعی اعداد از (m,n) مرتب زوج چند .۱۶
است.) ۱, ۲, . . . ,m اعداد مثبت مشترک مضرب کوچک ترين [۱, ۲, . . . ,m] نماد از (منظور

چهار (۵ سه (۴ دو (۳ يک (۲ صفر (۱

است. درست ۱ گزينة پاسخ:
ضرب حاصل با برابر N که کنيد دقت .M = [۱, ۲, . . . ,m] , N = [۱, ۲, . . . , n] می کنيم تعريف
باشيم داشته بايد ۹ | ۱۳۹۵ که آن جا است. از n مساوی يا کوچک تر اعداد اول عوامل از توان ها بزرگ ترين
تناقض که است N در ۲ عامل توان بزرگ ترين از بيش تر M در ۲ عامل توان بزرگ ترين پس .m > ۳n
■ ندارد. جوابی مسئله پس است.

صفحه يک توسط را واحد ضلع به منتظم شش ضلعی قاعدة با قائم منشور يک .۱۷
،۳ ،۲ برابر ترتيب به پايين قاعدة تا مقطع سطح اين رئوس فاصلة اگر زده ايم. برش

است؟ چقدر x+ y + z باشد، z و ۱۱ ،y ،x
۲۶ (۵ ۲۴ (۴ ۲۰ (۳ ۱۸ (۲ ۱۶ (۱

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
۱ سؤالات: ۲۰کد از ۸ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
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نوشت می توان ∠DAB = ∠ABC = ۹۰◦ که ABCD قائم الزاوية ذوزنقه در لم.

CD۲ = (AD −BC)۲ + AB۲.

خواننده! عهدة به اثبات.
پس هستند. مساوی و موازی رو به رو ضلع دو هر می شود ايجاد صفحه توسط که ضلعی ۶ در که کنيد دقت
از است. برابر آن ها قاعده های اختلاف لم طبق بگيريم نظر در را هم به رو به رو قائم الزاوية ذوزنقه های اگر

بگيريم نتيجه می توانيم نکته همين

y − ۱۱ = ۳ − ۲ =⇒ y = ۱۲

ديگر طرف از و

z − ۱۱ = ۳ − x =⇒ x+ z = ۱۴ =⇒ x+ y + z = ۲۶.

■

خالی بند، آقای اگر می شود؛ پخش به سرعت شايعه ها ساده لوحان شهر در .۱۸
منتقل ديگر نفر يک به را شايعه آن ابتدا کند پخش را شايعه ای بخواهد
از يکی در را شايعه که کسی هر و خالی بند آقای روز هر ادامه در می کند.
آنکه از پس می کند. منتقل جديدی فرد به را آن شنيده گذشته روزهای
چند گذشت، نفر ميليون يک مرز از شنيده اند را شايعه که افرادی تعداد

شنيده اند؟ خالی بند آقای از واسطه يک با يا مستقيماً را شايعه نفر
۵۲۴۲۸۸ (۵ ۵۰۰۰۰۰ (۴ ۱۰۲۴ (۳ ۲۱۰ (۲ ۲۰ (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
اين روز ۲۰ از بعد پس می شود برابر دو می دانند را شايعه که افرادی تعداد روز هر از بعد که است واضح
طی در است گفته او به را شايعه خالی بند آقای که i−امی نفر حالا می گذرد. نفر ميليون يک مرز از تعداد

با است برابر جواب نتيجه در است گفته ديگر نفر i− ۱ به روز ۲۰ اين

۲۰ + ۱۹ + · · ·+ ۱ = ۲۱۰.

■

کند؟ صدق زير معادلات دستگاه در که دارد وجود (x, y) حقيقی اعداد از مرتب زوج چند .۱۹x۲ − ۳xy + ۲y۲ + x− y = ۰
۲x۲ − ۲xy − ۳y۲ − ۲x+ ۵y = ۰

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۹ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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۶ (۵ ۵ (۴ ۴ (۳ ۳ (۲ ۲ (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
بنويسيم زير شکل به می توانيم را اول تساوی

۰ = (x− y)۲ + (x− y)− y(x− y) = (x− ۲y + ۱))(x− y)

می آيد به دست دوم تساوی در آن گذاردن با که x = y اول حالت دارد: وجود حالت دو پس

۰ = ۲x۲ − ۲x۲ − ۳x۲ − ۲x+ ۵x = −۳x۲ + ۳x =⇒ x = ۰, ۱

آن گذاردن با هم باز که x = ۲y − ۱ دوم حالت می رسيم. x = y = ۰ و x = y = ۱ جواب دو به پس
می آيد به دست دوم تساوی در

۰ = ۲(۲y − ۱)۲ − ۲(۲y − ۱)y − ۳y۲ − ۲(۲y − ۱) + ۵y = y۲ − ۵y + ۴ =⇒ y = ۱, y = ۴

وجود جواب سه حالت دو مجموع در نتيجه در می رسيم. x = ۷, y = ۴ و x = y = ۱ جواب دو به پس
■ دارد.

روبه رو شکل به محله ای خيابان کشی .۲۰
عمودی. خيابان ده و افقی خيابان سه است:
سرکشی تقاطع ها همة به می خواهد پليسی
شروع راست-بالا تقاطع از که به طوری کند

روش چند به کار اين برگردد. راست-بالا تقاطع به انتها در و کند عبور بار يک دقيقاً تقاطع هر از کند،
است؟ ممکن مختلف

۳۶ − ۳۵ (۵ ۲۴ (۴ ۲ × ۳۴ (۳ ۳۵ (۲ ۲۵ (۱

است. درست ۱ گزينة پاسخ:
می کنيم: نام گذاری زير شکل مانند را تقاطع چند

A

B

۱۲۳۴۵۶۷۸

انتخاب دو حرکت شروع برای .A به B نقطه از برگشت مسير يک و داريم B به A نقطه از رفت مسير يک
شوند طی متوالی به طور نمی توانند ميانی تقاطع سه هيچ می شويم متوجه بررسی کمی با آن از پس و داريم

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۰ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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کنيم مشخص اگر و شوند طی متوالی به طور بايد (۷, ۸) و (۵, ۶) ،(۳, ۴) ،(۱, ۲) تقاطع های جفت هم چنين
می شود. مشخص يکتا به طور مسير می شوند طی برگشت يا رفت مسير در تقاطع ها جفت اين از کدام هر

با می شود برابر حالات کل تعداد نتيجه در

۲ × ۲ × ۲ × ۲ × ۲ = ۲۵.

■

خيابان ۱۲ و تقاطع ۹ شامل روبه رو شکل مانند پهران نام به محله ای خيابان های .۲۱
خودرو ۹۰ محله اين در شب هر است.) خيابان يک تقاطع دو هر بين (مسير است.
تقاطع هر در دارند. قرار تقاطع ها در نه و خيابان ها داخل همگی که می شود پارک
پارک ظرفيت را تقاطع آن به متصل خيابان های در موجود خودروهای تعداد ميانگين
کدام است. ۶۶ برابر تقاطع، ۹ پارک ظرفيت مجموع که می دانيم می ناميم. تقاطع آن

است؟ درست حتماً زير گزاره های از يک
است. ديگر تقاطع های از بيشتر محله، مرکزی تقاطع پارک ظرفيت (۱

است. شده پارک خودرو ۶ دست کم است، واقع محله حاشية در که خيابان هايی از يک هر در (۲
است. شده پارک خودرو ۸ دست کم است، واقع محله حاشية در که خيابان هايی از يکی در (۳

است. شده پارک خودرو ۹ دستکم محله، مرکز به متصل خيابان های از يکی در (۴
.۴ و ۱ گزينه های (۵

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
ظرفيت مجموع اگر می ناميم. y را حاشيه ای خودروهای مجموع و x را محله مرکزی خودروهای مجموع
مرحله مرکزی خيابان هر خودروهای تعداد ضريب مجموع اين در تقارن طبق کنيم، حساب را تقاطع ها همه
نتيجه در می شود ۱

۲ + ۱
۳ = ۵

۶ با برابر حاشيه ای خيابان هر خودروهای تعداد ضريب و ۱
۳ + ۱

۴ = ۷
۱۲ با برابر

اين و x = ۳۶, y = ۵۴ می آيد به دست معادله حل با .x + y = ۹۰ ديگر طرف از و ۷
۱۲x + ۵

۶y = ۶۶
دارد وجود خيابان ۴ محله مرکز در می دانيم. شده پارک خودروهای تعداد به راجع ما که است چيزی همة
پس باشد شده پارک آن در خودرو ⌈۳۶

۴ ⌉ = ۹ حداقل که دارد وجود خيابانی کبوتری لانه اصل طبق پس
پس باشد شده پارک خودرو ۹ دقيقا خيابان ۴ اين از کدام هر در است ممکن اما است. صحيح ۴ گزينه
در شده پارک خودروهای مجموع می دانيم فقط ما زيرا نيست صحيح نيز ۲ گزينه نيست. صحيح ۳ گزينه
نهايت در باشد. نداشته وجود خودرويی هيچ آن خيابان های از يکی در است ممکن و است ۵۴ محله حاشيه
پارک خودرو ۲۷ چپ بالا تقاطع به متصل خيابان دو از يک هر در است ممکن زيرا می شود رد نيز ۱ گزينه
■ است. ۹ هم واره محله مرکزی تقاطع ظرفيت اما می شود ۲۷ تقاطع آن ظرفيت پس باشند شده

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۱ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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که دارد قرار دايره يک دور خانه ۱۰ ايران مردان قوی ترين مسابقة در .۲۲
وجود کيلوگرمی ۲۰۰ و . . . ،۲ ،۱ وزنه های همة از وزنه ۲۰۰ خانه هر در
۱ وزنة خانه آن از مسابقه شروع با دارد، قرار خانه ای در مردی ابتدا دارد.
خانه ۱ کرده حرکت ساعت عقربه های جهت در و برداشته را کيلوگرمی
را کيلوگرمی ۲ وزنة خانه آن از و داده قرار آنجا در را وزنه می رود، جلو به

کيلوگرمی ۳ وزنة آنجا از سپس می دهد، قرار آن در را وزنه و آمده (پادساعت گرد) عقب به خانه ۲ و برداشته
کيلوگرمی ۲۰۰ وزنة آنکه از پس می يابد. ادامه روند همين و می رود ساعت گرد جهت در خانه ۳ برداشته را

دارد؟ وجود وزنه کيلوگرم چند مجموعاً بود کرده شروع آنجا از را خود کار که خانه ای در کرد جابه جا را
۲۰۰۸۰ (۵ ۲۰۱۰۰ (۴ ۲۰۱۸۰ (۳ ۲۰۲۰۰ (۲ ۲۰۲۸۰ (۱

است. درست ۱ گزينة پاسخ:
۹ تا ۱ با به ترتيب ساعت عقربه های جهت در را ديگر خانه های و می دهيم نشان صفر با را ابتدايی خانه
۲i وزنه ۱ ≤ i ≤ ۱۰۰ هر برای گرفت نتيجه به سادگی می توان استقرا از استفاده با می کنيم. شماره گذاری
۱۰ پيمانه به را خانه ها (شماره می رود i خانه به ۱ − i خانه از ۲i− ۱ وزنه و می رود −i خانه به i خانه از
به ۱۰ | −i که آن جا از و ۱۰ | i اگر تنها و اگر است بوده صفر خانه در ۲i وزنه پس می گيريم). نظر در
اگر گرفت نتيجه و داد انجام را مشابهی استدلال می توان نيز فرد وزنه های برای برمی گردد. نيز صفر خانه
مجموع است. شده وارد صفر خانه به ۱۰ | i اگر و است شده خارج صفر خانه از ۲i− ۱ وزنه ۱۰ | ۱ − i

با است برابر دارد وجود خانه هر در کار ابتدای در که وزنه هايی

۱ + ۲ + · · ·+ ۲۰۰ = ۲۰۱۰۰.

می کنيم: محاسبه را شده اند وارد يا خارج صفر خانه از که وزنه هايی اختلاف حالا
۱۰∑
i=۱

(۲ × (۱۰i)− ۱)−
۹∑

i=۰
(۲ × (۱۰i+ ۱)− ۱) = ۱۹۹ − ۱ +

۹∑
i=۱

−۲ = ۱۸۰

■ .۲۰۲۸۰ با است برابر پاسخ پس

که به طوری باشند A از گذرنده دايرة دو به ترتيب ωc و ωb کنيد فرض است. مفروض ABC مثلث .۲۳
نقاط از کدام هر از باشند. مذکور دايرة دو برخورد محل A و N و باشند مماس BC بر C و B در به ترتيب
می کنيم. نام گذاری T را خط دو اين برخورد محل و می کنيم رسم روبه رويش ضلع با موازی خطی C و B
و E در دوم بار برای را ANB و ANC مثلث های محيطی دايره های به ترتيب TB و TC خطوط گيريم

است؟ کدام NF ×NE حاصل ،AN = ۶ و BC = ۸ اگر کنند. قطع F
۲۰۰ (۵ ۱۵۰ (۴ ۱۰۰ (۳ ۸۱ (۲ ۶۴ (۱

است. درست ۳ گزينة پاسخ:
۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۲ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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B C

N

A

T

E

F

M

نوشت می توان دايره دو به نسبت M قوت طبق می ناميم. M را BC و AN برخورد محل

MB۲ = MN ·MA = MC۲ =⇒ MB = MC

نقطه چهار و می گذرد M از هم AT پس است متوازی الاضلاع ACTB هم چنين است BC وسط M پس
نوشت می توان حالا دارند. قرار خط يک روی A,N,M, T

∠BFN = ∠BAN = ∠BAT = ∠CTN

نتيجه در ∠NET = ∠NTF آورد به دست می توان مشابه طور به
△

TNF ∼
△

TEN =⇒ NE

NT
=

NT

NF
=⇒ NE ×NF = NT ۲

داريم M قوت طبق هم باز کنيم. محاسبه را NT طول کافی ست پس

۱۶ = MB۲ = MN ·MA = MN(MN + ۶) =⇒ (MN − ۲)(MN + ۸) = ۰ =⇒ MN = ۲

می آيد به دست نهايت در

TN = TM + ۲ = AM + ۲ = AN + ۴ = ۱۰ =⇒ NE ×NF = NT ۲ = ۱۰۰.

■

،BE = ۲AE که بگيريد AB روی نقطه ای را E .∠ABC = ۶۰◦ داريم ABCD متوازی الاضلاع در .۲۴
باشند، عمود هم بر CE و BF اگر کنيد. فرض متوازی الاضلاع مرکز به نسبت E قرينة هم را F به علاوه

است؟ نزديک تر گزينه کدام به متوازی الاضلاع بزرگ تر ضلع به کوچک تر ضلع نسبت

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۳ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

۰/۶ (۵ ۰/۵ (۴ ۰/۴ (۳ ۰/۳ (۲ ۰/۲ (۱

است. درست ۵ گزينة پاسخ:
داريم بناميم M را BC وسط اگر ABC مثلث در لم.

AM۲ =
۱
۴
(۲AB۲ + ۲AC۲ −BC۲) .

قضيه طبق است. متوازی الاضلاع ABA′C که است واضح می ناميم. A′ را M به نسبت A قرينه اثبات.
نوشت می توان ABC مثلث در کسينوس ها

BC۲ = AB۲+AC۲−۲AB ·AC cos∠A =⇒ ۲AB ·AC cos∠A = AB۲+AC۲−BC۲ (۱)

می آيد به دست ABA′ مثلث در کسينوس ها قضيه از هم باز

A′A۲ = AB۲ + A′B۲ − ۲AB · A′B cos (۱۸۰◦ − ∠A)
(۱)
= AB۲ + AC۲ +

(
AB۲ + AC۲ −BC۲) = ۲AB۲ + ۲AC۲ −BC۲

□ می شود. نتيجه لم حکم A′A = ۲AM که آن جا از نهايتا و

B

C

A

D

E

F

M

می ناميم. M را متوازی الاضلاع مرکز و a = AB, b = BC می دهيم قرار می گرديم. باز اصلی مسئله به حالا
می شود نتيجه به سادگی فيثاغورس قضيه از استفاده با و BF ⊥ CE سوال فرض طبق

EF ۲ − FC۲ = BE۲ −BC۲ =⇒ ۴EM۲ − ۱
۹a

۲ =
۴
۹a

۲ − b۲ (۲)

نوشت می توان AEC مثلث در لم و ABC و EBC مثلث هاس در کسينوس ها قضيه طبق

EC۲ = BE۲ +BC۲ − ۲BC ·BE cos ۶۰◦ =
۴
۹a

۲ + b۲ − ۲
۳ab (۳)

AC۲ = AB۲ +BC۲ − ۲BC · AB cos ۶۰◦ = a۲ + b۲ − ab (۴)
(۳),(۴)
=⇒ ۴EM۲ = ۲AE۲ + ۲EC۲ − AC۲ =

۲
۹a

۲ +
۸
۹a

۲ + ۲b۲ − ۴
۳ab− a۲ − b۲ + ab

=
۱
۹a

۲ + b۲ − ۱
۳ab

(۲)
=⇒ b۲ − ۱

۳ab =
۴
۹a

۲ − b۲ =⇒ ۱۸
(
b

a

)۲
− ۳

(
b

a

)
− ۴ = ۰

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۴ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

■ . b
a
= ۰/۵۶۲۰۵ . . . که می شود نتيجه آخر معادله حل با

:a, b, c, d, e حقيقی اعداد تمام برای که به طوری بيابيد را k ثابت و حقيقی عدد بزرگ ترين .۲۵

(a− b)۲ + (b− c)۲ + (c− d)۲ + (d− e)۲ + (e− a)۲ ≥ k(b− d)۲

۵
۶ (۵ ۲ (۴ ۱

۶ (۳ ۰/۵ (۲ ۱ (۱

است. درست ۵ گزينة پاسخ:
تنها و اگر است نامنفی همواره دو درجه چندجمله ای يک که می کنيم استفاده نکته اين از راه حل تمام در
متغيرها از يکی حسب بر دو درجه عبارت يک صورت به را عبارت مرحله هر در باشد. نامثبت آن دلتای اگر
حسب بر و می بريم تساوی بزرگتر طرف به را عبارات همه می کنيم. استفاده شده گفته نکته از و می نويسيم

می نويسيم: c

۲c۲ − ۲c(b+ d) +
(۲a۲ + (۲ − k)b۲ + (۲ − k)d۲ + ۲e۲ − ۲ab− ۲de = ۲ea+ ۲kbd) ≥ ۰

می کنيم: محاسبه را دلتا و می کنيم نگاه بالا عبارت به c حسب بر حالا

⇐⇒ ۰ ≥ ∆c

۴ = −۴a۲ − (۳ − ۲k)b۲ − (۳ − ۲k)d۲ − ۴e۲ + ۴ab+ ۴de+ ۴ea− (۴k − ۲)bd

⇐⇒ ۴a۲ − ۴a(b+ e) +
(
(۳ − ۲k)b۲ + (۳ − ۲k)d۲ + ۴e۲ − ۴de+ (۴k − ۲)bd) ≥ ۰

⇐⇒ ۰ ≥ ∆a

۱۶ = −۳e۲ − (۲ − ۲k)b۲ − (۳ − ۲k)d۲ + ۴de− (۴k − ۲)bd+ ۲be

⇐⇒ ۳e۲ − ۲e(b+ ۲d) + (
(۲ − ۲k)b۲ + (۳ − ۲k)d۲ − (۴k − ۲)bd) ≥ ۰

⇐⇒ ۰ ≥ ∆e

۴ = −(۵ − ۶k)b۲ − (۵ − ۶k)d۲ + (۱۰ − ۱۲k)bd = −(۵ − ۶k)(b− d)۲

⇐⇒ k ≤ ۵
۶

■

نقطة يک دست کم از که نقاطی مجموعة ،r > ۰ حقيقی عدد و صفحه نقاط از A ناتهی زيرمجموعة برای .۲۶
(در هستند؟ درست زير گزاره های از تا چند می دهيم. نشان Ar با را دارند r مساوی يا کم تر فاصله ای A

هستند.) صفحه از زيرمجموعه هايی B و A و مثبت حقيقی اعداد s و r موارد همة

.(Ar)s = (As)r •

.B ⊂ Ar اگر تنها و اگر A ⊂ Br •

.A ⊂ B آن گاه At ⊂ Bt ،t > ۰ هر برای اگر •

.(A ∪B)r = Ar ∪Br •

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۵ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

.(A ∩B)r = Ar ∩Br داريم باشد ناتهی A ∩B اگر •

پنج (۵ چهار (۴ سه (۳ دو (۲ يک (۱

است. درست ۲ گزينة پاسخ:
فرض می کنيم. اثبات را ۴ و ۱ گزاره های سپس می دهيم ارائه نقض مثال ۵ و ۳ ،۲ گزاره های برای ابتدا
r با برابر a, b فاصله که باشد شده تشکيل b, c نقطه دو از B مجموعه و a نقطه يک از A مجموعه کنيد
رد برای نيست. درست ۲ گزاره پس c /∈ Ar اما A ⊂ Br که است واضح باشد. r از بيش تر a, c فاصله و
شده تشکيل a جز به صفحه نقاط تمام از B مجموعه و a نقطه يک از A مجموعه کنيد فرض ۳ گزاره کردن
مجموعه کنيد فرض ،۵ گزاره کردن رد برای نهايت در .A ̸⊂ B اما است برقرار شرط که است واضح باشد.
r از بيش تر b, c نقطه دو تا a فاصله که باشد شده تشکيل a, c نقطه دو از B مجموعه و a, b نقطه دو از A
.b ∈ Ar ∩Br اما b /∈ (A ∩B)r پس A ∩B = {a} که است واضح باشد. r با برابر b, c فاصله و باشد

آن فاصله پس باشد. تساوی چپ طرف از عضوی x کنيد فرض می رويم. ۴ گزاره اثبات سراغ به حالا
فرض مسئله کليت از شدن کاسته بدون است. r مساوی يا کوچک تر y مانند A ∪ B اعضای از يکی با
کرد اثبات می توان مشابه کاملا به طور .(A ∪B)r ⊆ Ar ∪ Br پس x ∈ Ar نتيجه در .y ∈ A می کنيم
فقط ۴ گزاره از استفاده با ،۱ گزاره اثبات برای برابرند. هم با مجموعه دو پس Ar ∪ Br ⊆ (A ∪B)r

به توپر دايره ای (Ar)s می دهيم نشان کنيم. اثبات a مانند عضو يک با A مجموعه برای را تساوی کافی ست
a از r+ s مساوی يا کوچک تر فاصله مجموعه نقاط همه مثلث نامساوی طبق است. r+ s شعاع و a مرکز
باشد. r+ s مساوی يا کوچک تر a از فاصله اش که باشيم داشته b مانند نقطه ای کنيد فرض هم چنين دارند.
اين صورت غير در می شود. نتيجه حکم و b ∈ Ar که است واضح باشد r مساوی يا کوچک تر فاصله اين اگر
يا کوچک تر c و b فاصله نتيجه در باشد r با برابر c و a فاصله که دارد وجود ab روی c مانند نقطه يک
■ می شود. نتيجه تقارن طبق حکم نهايتا و b ∈ (Ar)s پس است s مساوی

و می کند برخورد AC ضلع با D نقطة در BC ضلع عمودمنصف .∠B = ۲∠C داريم ABC مثلث در .۲۷
از خارج را است FD خط روی آن مرکز که دايره ای دارد. تقاطع AB ضلع با F نقطة در BD عمودمنصف
برابر نه ABC مثلث مساحت اگر شود. مماس BC ضلع امتداد و AC ضلع بر که می گيريم نظر در مثلث

می شود؟ چه قدر دايره شعاع ،FO = ۴ و باشد AFD مثلث مساحت
۲√۶ (۵ ۳√۲ (۴ ۳ −

√۲ (۳ ۳√۳ (۲ ۳ −
√۳ (۱

است. درست ۱ گزينة پاسخ:

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۶ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

A

B C

D
F

O

نوشت می توان .∠DBC = ∠C سوال فرض طبق .a = BC, b = AC می دهيم قرار

∠FDB = ∠FBD = ∠B − ∠DBC = ۲∠C − ∠DBC = ∠DBC

می آيد به دست تالس قضيه از .FD ∥ BC پس

FD

a
=

AD

b
=

√
SADF

SACB

=
۱
۳ =⇒ CD =

۲
۳b, FD =

۱
۳a (۱)

که است واضح
△

FDB ∼
△

DCB =⇒ BD

a
=

FD

CD

(۱)
=⇒ ۴

۹b
۲ =

۱
۳a

۲

پس است C راس خارجی نيم ساز روی O که کنيد دقت ديگر طرف از .b =
√۳
۲ a نتيجه در

∠DCO = ۱۸۰◦ − ∠OCB = ∠DOC =⇒ DO = DC

=⇒ ۴ = FO = FD +DO =
۱
۳a+DC =

۱
۳a+

۲
۳b =

√۳ + ۱
۳ a

=⇒ a = ۶
(√

۳ − ۱
)
, b = ۳

(
۳ −

√
۳
)

فاصله اين FO ∥ BC که آن جا از و است BC از O فاصله همان دايره شعاع که است واضح نهايت در
با است برابر فاصله اين فيثاغورس قضيه طبق است. BC از D فاصله √همان

CD۲ − ۱
۴a

۲ =

√
۴
۹b

۲ − ۱
۴a

۲ =

√
۳
(√

۳ − ۱
)۲

= ۳ −
√

۳.

■

.xy+yz+zx = ۱۲۳۲۱ و x+y+z = ۲۲۲ که گونه ای به باشند مثبت حقيقی اعداد x, y, z کنيد فرض .۲۸
است؟ چند A برای ممکن مقدار بيش ترين آن گاه A = min {xy, yz, zx} اگر

۱۳۶۹ (۵ ۱۶۰۲ (۴ ۲۴۱۲ (۳ ۴۱۰۷ (۲ ۵۴۷۶ (۱

است. درست ۵ گزينة پاسخ:
۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۷ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

آوريم به دست می توانيم شده داده مقادير طبق .A = xy پس z = max{x, y, z} می کنيم فرض

(x+ y + z)۲ = ۴(xy + yz + zx) =⇒ z۲ − ۲z(x+ y) + (x− y)۲ = ۰
=⇒ z = x+ y ±

√
(x+ y)۲ − (x− y)۲ = x+ y ± ۲√xy =

(√
x±√

y
)۲

باشيم داشته بايد است بيشتر x, y از z که آن جا از

z = x+ y + ۲√xy =⇒ ۲۲۲ = x+ y + z = ۲(x+ y +
√
xy) =⇒ x+ y +

√
xy = ۱۱۱

بنويسيم می توانيم حسابی-هندسی نامساوی طبق

۱۱۱ = x+ y +
√
xy ≥ ۲√xy +

√
xy = ۳√xy =⇒ xy ≤ ۱۳۶۹.

■ .z = ۱۴۸ و x = y = ۳۷ که می دهد رخ زمانی نيز تساوی حالت

داشته عضو يک از بيش گاه هر می گوييم، جمعی» «تقريباً را A مثل {۰, ۱, ۲, . . . , ۹۹} از زيرمجموعه ای .۲۹
A از عضوی نيز ۱۰۰ بر a + b + ۱ تقسيم باقی ماندة ،A از b و a متمايز عضو دو هر برای به علاوه و باشد

دارد؟ وجود جمعی تقريباً زيرمجموعة چند باشد.
۲۰۰ (۵ ۱۵۵ (۴ ۱۴۸ (۳ ۹۹ (۲ ۴۹ (۱

است. درست ۴ گزينة پاسخ:
تقريبا زيرمجموعة هر می کنيم ثابت ابتدا می دهيم. نشان x (mod ۱۰۰) با را ۱۰۰ بر x تقسيم باقی ماندة
زيرمجموعة يک عضو کوچک ترين و بزرگ ترين به ترتيب amin و amax کنيد فرض است. ۹۹ شامل جمعی

آن گاه amax ̸= ۹۹ اگر باشند. جمعی تقريبا

amax + amin + ۱ (mod ۱۰۰)

کرد بررسی می توان به راحتی .amax = ۹۹ پس است تناقض که amin از کم تر يا است amax از بيش تر يا
هستند: زير مجموعه های عضوی سه يا عضوی دو جمعی تقريبا زيرمجموعة های تنها که

{x, ۹۹} ∀۰ ≤ x ≤ ۹۸, {x, ۹۸ − x, ۹۹} ∀۰ ≤ x ≤ ۴۸

a۱ < a۲ < که باشيم داشته را {a۱, a۲, . . . , ak, ۹۹} جمعی تقريبا زيرمجموعة می کنيم فرض حالا
۲ ≤ i ≤ k − ۱ هر برای می آيد به دست به سادگی .k ≥ ۳ و · · · < ak < ۹۹

ai + a۱ + ۱ = ai+۱, ak + a۱ + ۱ = ۹۹.

می آيد به دست روابط اين همة طرف دو زدن جمع با

a۲ + (k − ۱)a۱ + (k − ۱) = ۹۹. (۱)

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۸ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

که است اين ممکن حالت تنها پس ۹۹ < a۲ + ak + ۱ < ۱۰۰ + a۲ که است واضح ديگر طرف از

a۲ + ak + ۱ = ۱۰۰ + a۱

می آيد به دست ak + a۱ + ۱ = ۹۹ تساوی از تساوی اين طرف دو کردن کم با و

a۱ − a۲ = −a۱ − ۱ (۱)
=⇒ (k + ۱)a۱ = ۹۹ − k =⇒ k + ۱ | ۱۰۰ , a۱ =

۱۰۰
k + ۱ − ۱

می شود. مشخص يکتا به طور مجموعه نيز اين صورت در و باشد ۱۰۰ از عاملی بايد مجموعه اعضای تعداد پس
عامل هفت ،۱۰۰ که آن جا از و هستند جمعی تقريبا آمده به دست مجموعه های همة که کرد بررسی می توان

با است برابر پاسخ دارد، ۳ از بزرگ تر

۹۹ + ۴۹ + ۷ = ۱۵۵.

■

D بين C و است P و B بين A که متقاطع اند دايره از خارج P نقطة در ،ω دايرة از CD و AB وترهای .۳۰
پاره خط وسط و H ′ و H به ترتيب را AB بر D و C از وارد عمودهای .AB = ۳AP می دانيم است. P و

است؟ چه قدر DM√
DH′ مقدار باشد، CM√

CH
=

√۳ اگر می ناميم. M را PB
√۳
۲ (۵ √۶ (۴ √۳ (۳ ۳√۳ (۲ ۲√۳ (۱

است. درست ۳ گزينة پاسخ:

P

A

B

C

D
M

N

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۱۹ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه



اول مرحلة آزمون راه حل های و سؤالات
کشور رياضی المپياد پنجمين و سی

که کنيد دقت . CM√
CH

= DM√
DH′ می دهيم نشان

CH

DH ′ =
SACB

SADB

=
AC · CB sin∠ACB

AD ·DB sin∠ADB
=

AC · CB

AD ·DB

کنيم ثابت کافی ست پس

CM۲

DM۲ =
AC · CB

AD ·DB
. (۱)

کنيد) عمود CD بر B و A از اثبات (برای داد نشان می توان
۱
۴ =

PA

PB
=

SCAD

SCBD

=
AC · AD sin∠CAD

BC ·BD sin∠CBD
=

AC · AD
BC ·BD

(۲)

کنيم ثابت بايد (۲) و (۱) روابط طرف دو ضرب با

AC۲

BD۲ =
CM۲

۴DM۲ =⇒ AC

BD
=

CM

۲DM

مثلث دو تشابه معادل حکم اثبات برای . AC
DN

= CM
DM

با می شود معادل حکم پس می ناميم N را BD وسط
که است واضح می دهيم. نشان را DNA و CAM

∠MND = ۱۸۰◦ − ∠CDB = ∠CAM

دهيم نشان کافی ست پس
AM

AC
=

MN

ND
⇐⇒ AP

AC
=

PD

BD

■ شد. ثابت حکم پس می آيد بدست PDB و PAC مثلث دو تشابه بنابر آخر رابطه

۱ سؤالات: ۲۰کد از ۲۰ ۷/۱۱/۱۳۹۵صفحة پنج شنبه
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 1سوال 
 دامنه توابع رادیکال با فرجه فرد، کل اعداد حقیقی و با فرجه زوج، اعداد حقیقی نامنفی است. در نتیجه کافی است داشته باشیم:

{
 
 

 
 

12
𝑥2 − 2𝑥 ≥ 0

−1+ √−1+√
12

𝑥2 − 2𝑥
3

≥ 0
 

 که با توجه به هر دو نامساوی داریم:

12
𝑥2 − 2𝑥 ≥ 4 ⇔

3− 𝑥2 + 2𝑥
𝑥2 − 2𝑥 ≥ 0 ⇔

(3− 𝑥)(𝑥 + 1)
𝑥(𝑥 − 2) ≥ 0 

(1,0−]پس در نتیجه دامنه تابع، مجموعه  ∪  باشد.عدد صحیح می 2است که شامل  [2,3)
 

 2سوال 

𝑎 ام برابر است با 𝑘 صورت جملهباشد در این 𝑑 و قدر نسبت دنباله 𝑎 کنیم جمله اول دنبالهفرض می + (𝑘 − 1)𝑑عدد 𝑎 را
𝑛 شوند پس در این حالتجملات دنباله گنگ میگیریم. واضح است که همه را گویا در نظر می𝑑  یک عدد گنگ و = است.  0

𝑘 کنیم. برای هررا عددی گنگ فرض می𝑑  را یک عدد گویا و𝑎 سپس > 𝑘)  مقدار1 − 1)𝑑عددی گنگ است پس 

 𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑 دهد تنها جمله اول دنباله گویا است پس در این حالتنیز گنگ است که نتیجه می 𝑛 = است. حالا فرض 1
𝑎 اقل دو عدد گویا مانندکنیم حدمی + (𝑘 − 1)𝑑 و 𝑎 + (𝑙 − 1)𝑑در دنباله وجود داشته باشد. داریم 

(𝑘 − 𝑙)𝑑 = (𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑) − (𝑎 + (𝑙 − 1)𝑑) ∈  ℚ 
𝑘−𝑙∈ℚ 
⇒     𝑑 ∈ ℚ 

𝑘−1∈ℚ
⇒    (𝑘 − 1)𝑑 ∈ ℚ ⟹ 𝑎 = (𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑) − (𝑘 − 1)𝑑 ∈ ℚ  

,𝑎 جا که ثابت کردیماز آن 𝑑 شود همه اعضای دنباله گویا هستند پسشوند نتیجه میهر دو گویا می 𝑛 و  1, 0فقط سه حالت
 .تواند داشته باشدرا می 1397

 

 3سوال 
 دانیممی

99… 9⏞  
97

× 66… 6⏞  
97

= (1 00… 0⏞  
97

− 1) × 66… 6⏞  
97

= 66… 6⏞  
97

00… 0⏞  
97

− 66… 6⏞  
97

 

= 66… 6⏞  
96

5 33… 3⏞  
96

4 

 است. 873که مجموع ارقام عدد حاصل، برابر 
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 4سوال 
زمان هم مسیری که هم این که امکان ندارد با توجه بههای نامطلوب کم کنیم. کاریهای کل را از کاشیکاریکافیست تعداد کاشی

های نامطلوب کاریاز سمت چپ جدول به سمت راست و هم مسیری از ضلع بالای جدول به ضلع پایین آن پدید آید، تعداد کاشی
نامطلوب نیز  هایکاریاست. برای محاسبه تعداد کاشیهایی است که از بالا به پایین مسیری ایجاد شدهکاریدو برابر تعداد کاشی

شود را محاسبه های نامطلوبی که به ترتیب یک مسیر، دو مسیر و سه مسیر از بالا به پایین ایجاد میکاریکافیست تعداد کاشی
 نماییم.

29 − 2(3 × (7 × 7) + 3 × 7+ 1) = 174 

 
 5سوال 

𝑎𝑏̅̅  عدد دو رقمی ̅ = 10𝑎 + 𝑏 داشته باشیمکند. طبق فرض سوال باید گیریم که در شرط سوال صدق میرا در نظر می 

𝑎|10𝑎 + 𝑏 و 𝑏|10𝑎 + 𝑏. جا کهاز آن 𝑎|10𝑎 شودپذیری نتیجه میطبق قضایای بخش 𝑎|𝑏  و به طور مشابه از
𝑏 کهطوریوجود دارد به 𝑘 آید عدد طبیعیبدست می 𝑎|𝑏 از رابطه𝑏|10𝑎 شودنتیجه می𝑏|𝑏 جا کهآن = 𝑘𝑎 و با قرار

𝑏 دانیممی 𝑘|10 در نتیجه 𝑘𝑎|10𝑎 آیدذیری دیگر بدست میپدادن این تساوی در رابطه بخش < 𝑘𝑎 پس10 < 10. 
𝑘 اگر = 𝑘 آید. اگرست میا  نیز به طور یکتا از روی 𝑏 حالت وجود دارد و 𝑎، 9 برای 1 = 2𝑎 باید داشته باشیم2 <

𝑘 الت دارد و در نهایت اگردو ح 𝑎پس   10 = 5𝑎م باید داشته باشی 5 < حالت دارد و پاسخ مسئله برابر تنها یک  𝑎 پس 10
+9است با  4+ 1 = 14. 
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 6سوال 

های سوال، کنیم. با توجه به فرضگذاری میها را ناممطابق شکل، کمان
 روابط زیر را داریم:

 

( )

( )

( )

( )

d b

e b

b d e

a b d

20 1
140 2

190 3
140 4

 

 
 همچنین واضح است که داریم:

( )a b c d e 360 5 

b، باید مقدار عبارت xبرای یافتن مقدار زاویه  c e .را بدست آوریم 
 

 ( داریم:4( و )5از تفاضل روابط )
( ) ( ) c e5 4 220 

 توان نتیجه گرفت:همچنین روابط زیر را می
( ) ( )

( ) ( )

d e

d e

3 1 2 210
3 2 2 330 

dسپس از مجموع این دو رابطه داریم:   e 180 . 

bآید:  بدست می b( مقدار 3اکنون از رابطه )  . پس داریم: 10

b c e
x

230 115
2 2

 

 
 7سوال 

𝑎7توان دید که به سادگی می = 6)بنابراین ما  .7
توان به دو طریق ها را میداریم که این 𝑎3و  𝑎1 ،𝑎2عدد  3حالت برای انتخاب  (3
ها توان آنبه دو طریق می هنیز به طور یکتا مشخص شده ک 𝑎6و  𝑎4 ،𝑎5عدد  3طبق شرایط سوال در جایگشت قرار داد. همچنین 

 شوند که جواب برابر است باجایگشت نیز پر می هایجایگاه را در جایگشت قرار داد. به طریق مشابه بقیه

((
6
3) × 2 × 2)

2

= 6400 
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 8 سوال

 ABMاند و در نتیجه مثلث ، ارتفاع و نیمساز بر هم منطبق شدهABMعمود است، در مثلث  BMبر  ADاز آنجا که نیمساز 

 باشد.می BMخط عمودمنصف پاره ADآید که خط الساقین است و همچنین بدست میمتساوی
 
 
 
 
 
 
 

 

و  S1ها را به ترتیب ، مساحت این مثلثMDEو  BDEهای چنین مثلثو هم AMEو  ABEهای نهشتی مثلثبا توجه به هم

S2 نامیم. چون میAM

CM

1
2

 های زیر را بدست آوریم:توانیم نسبت مساحتاست، می 

 

ADM ABM

CDM CBM

S SAM

CM S S

1
2 

 
 شود:کنیم. نتیجه میبازنویسی می S2و  S1ها را بر حسب اکنون مساحت این مثلث

( ) ABM
CDM ADM

CBM

SS
S S S S S S

S S S
1

1 2 1 2
1 2

22 2 2
2 4

1
2 

 پس داریم:
 

BMD ABC

ABC BMD

S S S

S S S S S
2

1 2 2

2
4 4 12 6 

 
 9سوال 

را  (2,4−]شود. پس در نتیجه مجموعه اعداد  4کمتر و یا بیشتر مساوی  2−تواند از نمی 𝑥با توجه به رشد سمت چپ معادله، 
 کنیم:بندی میبازه

1) 𝑥 ∈ [−2, −1)  ⇒ (−2)(𝑥 − 1) = −2𝑥  

 معادله جواب ندارد.
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2) 𝑥 ∈ [−1,0)  ⇒ (−1)(𝑥 − 1) = −2𝑥 ⇒ 𝑥 = −1 

 قبول است. 𝑥با توجه به بازه 

3) 𝑥 ∈ [0,1)  ⇒ (0)(𝑥 − 1) = 2𝑥 ⇒ 𝑥 = 0 

 قبول است. 𝑥با توجه به بازه 

4) 𝑥 ∈ [1,2)  ⇒ (1)(𝑥 − 1) = 2𝑥 ⇒ 𝑥 = −1 

 قبول نیست. 𝑥با توجه به بازه 

5) 𝑥 ∈ [2,3)  ⇒ (2)(𝑥 − 1) = 2𝑥  

 معادله جواب ندارد.

6) 𝑥 ∈ [3,4)  ⇒ (3)(𝑥 − 1) = 2𝑥 ⇒ 𝑥 = 3 

 قبول است. 𝑥با توجه به بازه 

 پس معادله اصلی دارای سه جواب حقیقی است.

 

 10سوال 
n برای = 𝑎1 عدد 5کنیم کنند. فرض میرا در نظر بگیریم که در شرایط سوال صدق می 9و  2،4،7توانیم اعداد می 4 <

𝑎2 < 𝑎3 < 𝑎4 < 𝑎5 توانیم فرض کنیمها عددی اول باشد. میدوی آنبهوجود داشته باشد که اختلاف دو 𝑎5  زوج است زیرا
 3حداقل 𝑎2 و𝑎5 کند. اختلافتغییر می𝑎5 کند اما زوجیتها تغییری نمیدوی آنبهجمع کنیم اختلاف دو 1اگر همه اعداد را با 

زوج باشد 𝑎3 نیز فرد است. اگر𝑎1 شد. به طور مشابهمی 2ها باید برابر با صورت اختلاف آنفرد است زیرا در غیر این𝑎2 است پس
𝑎5 شودنتیجه می − 𝑎3 = ن ندارد زیرا باشد اما این امکا 𝑎4 فقط یک عدد طبیعی وجود دارد و آن باید 𝑎3و𝑎5 پس بین2

یکسان است و مشابه قبل  𝑎3و  𝑎1 نیز فرد است. حالا دقت کنید که زوجیت𝑎3 شود. پسمی 1برابر با 𝑎4 و𝑎5 اختلاف
𝑛 توانیم به تناقض برسیم پسمی < 𝑛 و پاسخ مسئله 5 =  .است 4

 
 11سوال 

 نامیم.می« ایچندضلعی شبکه» چندضلعی که رئوس آن با مختصات صحیح باشند را 

 دهیم.نشان می iو تعداد نقاط درونی آن را با  bای را با تعداد نقاط با مختصات صحیح روی مرز )محیط( یک چندضلعی شبکه
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ای )محدب یا مقعر( ، مساحت چندضلعی شبکهقضیه پیکطبق 

bاز رابطه 
S i 1

2
 آید.بدست می 

نقطه روی مرز این  5در نتیجه با توجه به اینکه حداقل 
است،  7ای قرار دارد و مساحت آن نیز برابر چندضلعی شبکه

 داریم:

b
b

35 1
2 2

 

آید که   پس بدست می

( )
b

i S
3 111 7

2 2 2
 

 
نقطه درون این شکل  5های مساله، حداکثر با توجه به فرض

 قرار دارد.
ارائه کنیم که در شکل برای اطمینان از این پاسخ، باید مثالی 

 شود.مقابل، دیده می
 

 12سوال 
 زیر تقسیم کنیم.مانند دسته  383توانیم این اعداد رابه می

{765}, {1,764}, {2,763},… , {382,383} 

 یخواهد شد. همچنین تعداد 765ها برابر چرا که مجموع آن انتخاب کرد.توان که از یک دسته بیش از یک عضو نمیبدیهی است 
,𝑎2}دسته ای مانند  ها مربع کامل هستند.آن توان برداشت چرا که هر دو عضوها هیچ عضوی نمیدسته هستند که از آن 𝑏2}  را در

 نظر بگیرید که هر دو عضو آن مربع کامل باشد. داریم:

{
𝑎2 + 𝑏2 = 765

3|𝑎2 + 𝑏2 → 3|𝑎 , 3|𝑏 

′𝑎فرض کنید که 
2
=
𝑎2

𝑏′2و  9 =
𝑏2

𝑎′2. آنگاه خواهیم داشت که 9 + 𝑏′2 = ′𝑎). پس مقدار 85
2
, 𝑏′

2
تنها دو حالت مختلف  (

 برابر است با: هاخواهد داشت. پس تعداد جواب
383− 2 = 381 

 

 13سوال 
𝑎کنیم برای هر ثابت می ≤

1
0aکه  2  تابع ،f یک است و برای سایر مقادیر بهیکa یک نیست.بهیک 
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)وجود دارند که  yو  xیک نباشد. بنابراین بهیک fفرض کنید تابع  ) ( )f x f y  وx yتواند. اکنون دو حالت می 
 رخ دهد:

]حالت اول:  ] [ ]x yشود . در این حالت نتیجه میax ay  و چونx y پس 𝑎 = 0. 

]حالت دوم:  [] ]x y در این حالت .[ ] [ ]ax ay x y   از طرفی از آنجا که .𝑥 < [𝑥] + ]و  1 ]y y  داریم𝑥 −

𝑦 < [𝑥] − [𝑦] +  پس 1

𝑎 =
[𝑥] − [𝑦]

𝑥 − 𝑦
>

[𝑥] − [𝑦]

[𝑥] − [𝑦] + 1 = 1−
1

[𝑥] − [𝑦] + 1 

]حال چون  ]x  و[ ]y  اعداد صحیح هستند پس[ ] [ 1]x y  شودکه از آن نتیجه می 𝑎 >
1
2. 

𝑎پس اگر   ≤
1
𝑎و  2 ≠  یک است.بهیک fتواند رخ دهد و در نتیجه تابع هیچ یک از دو حالت فوق نمی 0

]حالت سوم:  [] ]x y.این حالت کاملًا مشابه حالت دوم است . 

 گیریم.یک نیست. در این قسمت نیز سه حالت در نظر میبهیک fتابع  aکنیم برای سایر مقادیر حال ثابت می

𝑎 حالت اول: = ). در این حالت 0 ) [ ]f x x  یک نیست.بهکه به وضوح یک 

1 حالت دوم: ≥ 𝑎 > 1
)𝑓 . در این حالت داریم2

1
𝑎
) = 1− [1

𝑎
] = 1 − 1 = )𝑓. پس 0

1
𝑎
) = 𝑓(0) یک بهو در نتیجه تابع یک

 نیست.

𝑎 حالت سوم: > −)𝑓. در این حالت داریم 1
1
𝑎
) = −1+ 1 = 0 = 𝑓(0) یک نیست.بهو در نتیجه تابع یک 

−}بنابراین مقادیر مطلوب سؤال عبارتند از 
5
5 , −

4
5 , −

3
5 , −

2
5 , −

1
5 ,

1
5 ,

2
 .7و در نتیجه جواب سؤال برابر است با  {5

 
 14سوال 

می تواند تعداد ارقام فراوانی داشته باشد، هر میزان  nمسئله به خاطر حالت های فراوان، مسئله ای پیچیده به نظر می آید! زیرا 
ع کوچک یا بزرگ باشد و ما باید همه حالت ها را تحلیل کنیم. در چنین مسائلی که حالت ها زیاد است و نمی دانیم از کجا شرو

کنیم، چگونه می توانیم به فرآیند کشف و حل نزدیک شویم و مانند یک کارآگاه مسئله را مجبور سازیم تا خود، رازهایش را برایمان 
 تدریجاً فاش کند؟!

پیشنهاد بنده همیشه یک چیز است: مثال زدن و بررسی حالات کوچک تر و ساده تر مسئله! استراتژی ای که به زعم بنده در درصد 
 گی از مسائل جواب می دهد: چه مسئله مرحله اول باشد، چه مسئله مرحله دوم و چه سؤال المپیاد جهانی!بزر
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 پس بیایید مثال های ساده تر را ابتدا بررسی کنیم:

)، تک رقمی باشد. در این صورت، nساده ترین حالت، زمانی است که  ) ( )S n P n n   پس𝑆(𝑛) + 𝑃(𝑛) = 2𝑛 ≠ 𝑛  و
 در این حالت جوابی وجود ندارد.

n، دورقمی باشد. در این صورت، اگر nحالت کمی پیچیده تر، زمانی است که  xy:پس ، 

 ( ) ( )S n P n x y xy     و𝑛 = 10𝑥 + 𝑦 

)در نتیجه رابطه  ) ( )S n P n n :معادل است با این رابطه 

𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 = 10𝑥 + 𝑦 ⇔ 𝑥𝑦 = 9𝑥 ⇔ 𝑦 = 9 

𝑥9̅̅پس دقیقا اعداد به فرم   تا عدد است. 9در بین اعداد دو رقمی جواب مسئله هستند که تعدادشان دقیقاً  ̅

nحال می رویم سراغ اعداد سه رقمی مثل  xyz : 

 ( )P n xyz و( )S n x y z    و𝑛 = 100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧 

)پس رابطه  ) ( )S n P n n  :به صورت زیر در می آید 

𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧 ⇔ 

      𝑥𝑦𝑧 = 99𝑥 + 9𝑦 

است! جمله  با دقت در نتیجه به دست آمده می توان فهمید که تساوی ذکر شده ایراد دارد، چون طرف راست بیشتر از طرف چپ
 . دقت کنید که خود این جمله به تنهایی از کل عبارت طرف چپ بزرگتر است؛ زیرا:99𝑥 مؤثر در این ادعا جمله بزرگتر است یعنی

99𝑥 > 𝑥𝑦𝑧 ⇔ 99 > 𝑦𝑧 

 هستند، پس: 9هر کدام حداکثر  zو  yو می دانیم 

𝑦𝑧 ≤ 9 × 9 = 81 < 99 

)پس تساوی ذکر شده و در نتیجه خاصیت  ) ( )S n P n n   برای یک عدد سه رقمیn  یک خاصیت تناقض آمیز است و جوابی
)خیلی بیشتر از  nندارد، چون  ) ( )S n P n .است 

آیا استدلالی مشابه برای اعداد با تعداد ارقام بیشتر کار می کند و می توان گفت رابطه مسئله برای اعداد حداقل سه رقمی، یک رابطه 
)خیلی بیشتر از  nتناقض آمیز است، چون  ) ( )S n P n رقمی را امتحان  است؟! سعی می کنیم مشابه روند استدلال اعداد سه

𝑛کنیم تا ببینیم تناقض را می توان حاصل کرد یا نه! برای این کار فرض کنید  = 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ رقمی طبیعی kیک عدد  ̅̅
𝑘 است که ≥  . داریم:3
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𝑛 = 10𝑘−1𝑎𝑘−1 +⋯+ 10𝑎1 + 𝑎0 

𝑆(𝑛) = 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2 +⋯+ 𝑎0 و  𝑃(𝑛) = 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑎0 

)پس رابطه  ) ( )S n P n n  :به صورت زیر در می آید 

𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑎0 + 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2 +⋯+ 𝑎0 = 10𝑘−1𝑎𝑘−1 +⋯+ 10𝑎1 + 𝑎0 

⇔ 

𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0 = (10𝑘−1 − 1)𝑎𝑘−1 + (10𝑘−2 − 1)𝑎𝑘−2 +⋯+ (10− 1)𝑎1 

10𝑘−1)مشابهاً به نظر می رسد که طرف راست از طرف چپ بیشتر است! حتی مانند قبل می توان گفت جمله  − 1)𝑎𝑘−1  از
 طرف راست بیشتر است، زیرا:

𝑎𝑘−2⋯𝑎0 ≤ 9 × 9 ×⋯× 9 = 9𝑘−1 < 10𝑘−1 − 1 

𝑘)چون  ≥  نامساوی بالا به راحتی ثابت می شود( 3

 پس داریم:

𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0 < (10𝑘−1 − 1)𝑎𝑘−1 

𝑎𝑘−1 رقمی است پسk)دقت کنید که چون عدد  ≠ 0) 

خیلی  nحداقل سه رقمی،  nپس کاملًا مشابه حالت سه رقمی ثابت می شود که طرف راست از چپ بیشتر است و در نتیجه برای 
)بیشتر از  ) ( )S n P n .مشاهده نمودید که در روند طی شده راز مسئله تدریجاً  است و در تساوی مورد نظر مسئله صدق نمی کند

 افشا شد و حالا همه چیز به طور کامل ثابت شده است!

 است.  9تا جواب دورقمی دارد و هیچ جواب متفاوتی با تعداد ارقام دیگر ندارد. در نتیجه پاسخ مسئله  9پس مسئله کلًا 

 

 15سوال 

𝑀𝐷قطع کند. با توجه به این که  𝐸 ۀرا در نقط 𝐶𝐷را امتداد دهید تا  𝐵𝑀خط   =
1
2𝐵𝐶شود که تالس نتیجه می ۀ، از قضی

𝐸𝐷 =
1
2𝐸𝐶  و𝐸𝑀 =

1
2𝐸𝐵محاطی داخلی مثلث  ۀمذکور دایر ۀ. چون دایر𝐵𝐶𝐸  است، داریم𝐵𝑃 =

1
2 (𝐵𝐶 + 𝐵𝐸 −

𝐶𝐸) از طرف دیگر، از فرض .𝑀𝑃 = 𝐵𝐶 شود که نتیجه می𝐵𝑃 =
1
2𝐵𝐸 − 𝐵𝐶 بنابراین . 

1
2 (𝐵𝐶 + 𝐵𝐸 − 𝐶𝐸) =

1
2𝐵𝐸 − 𝐵𝐶 

𝐶𝐸گیریم از این موضوع نتیجه می = 3𝐵𝐶  و در نتیجه𝐶𝐷 =
3
2𝐵𝐶. 
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 16سوال 
سازگار  4و2گویند که اما راست می 3گو باشد همه جز راست 4گوست. اگر دروغ 3گوست پس حداقل یک نفر دروغ 3و 2از بین 

گوست چون اگر راستگو باشد دو راستگو حداقل داریم پس هم دروغ 5گوست. پس راست 2گوست. پس نیز دروغ 4نیستند. پس 
گوست. پس هم راست 1راست گفته که تناقض است. پس  5گو داریم پس راست 1گو باشد دقیقا دروغ گفته است. اگر نفر اول دروغ

 گو و مجرم داریم.دروغ 3دقیقا 

 

 17سوال 
𝑥با توجه به اینکه  = 𝑥صحیح نیست. از طرفی از آنجا که  2ی نمودار نیست پس گزینه جزو دامنه 0 = 𝜋 ≈ جزو دامنه  3.14

𝑥برای  xxنیز صحیح نیستند. از طرفی تابع  4و  3ی هااست و مقدار تابع در آن مثبت است پس گزینه > تابعی صعودی است  1
 صحیح است. 5نیز صحیح نیست و در نتیجه گزینه  1ی ولی نمودار سؤال این طور نیست. پس گزینه

 
 18سوال 
𝐶̂ داریم  = 90− 𝐴̂ = 𝐴𝑁̂𝑀ۀ. بنابراین دو مثلث قائم الزاوی 𝐶𝑀𝑃  و𝑁𝑀𝐴 متشابه هستند. بنابراین 

𝐶𝑀

𝑀𝑃
=
𝑀𝑁

𝐴𝑀
   ⇒    𝐶𝑀. 𝐴𝑀 = 𝑀𝑁.𝑀𝑃 = 2𝑀𝑁2 

𝐴𝑂با فرض  = 𝐶𝑂 = 𝑥  و𝑂𝑀 = 𝑦 خواهیم داشت ،𝐶𝑀 = 𝑥 − 𝑦  و𝐴𝑀 = 𝑥 + 𝑦بنابراین . 

(𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦) = 2 ×𝑀𝑁2  ⇒   𝑥2 − 𝑦2 = 2𝑀𝑁2 

𝑦2داریم  𝑂𝑀𝑁فیثاغورث در مثلث  ۀاز طرف دیگر طبق قضی = 𝑂𝑀2 −𝑀𝑁2. پس طبق تساوی فوق داریم 

𝑥2 = 𝑦2 + 2𝑀𝑁2 = 𝑂𝑀2 +𝑀𝑁2 = 202 + 212 = 841 

𝑥بنابراین  = √841 = 𝐴𝐶و در نتیجه  29 = 2𝑥 = 58. 

 
 19سوال 

𝑎𝑛+1رابطه  =
𝑎𝑛2
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛معادل است با رابطه  
2 = 𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1  ؛ یعنی هر جمله از دنباله، میانگین هندسی جمله قبل و بعد از

خود است. این امر خود گزاره معروفی معادل با این است که دنباله، تصاعد هندسی باشد؛ زیرا رابطه را می توان تبدیل کرد به: 
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
=
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
(𝑛 ≥ 2) 

 پس کل روابط معادل است با:
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𝑎2
𝑎1
=
𝑎3
𝑎2
=
𝑎4
𝑎3
=. .. 

در جمله قبلی دنباله به دست آید که معادل با تصاعد  qبنامیم، هر جمله از حاصلضرب  qبه این معنی که اگر نسبت ثابت را 
 هندسی بودن دنباله است.

𝑎3دارد که  پس سوال در واقع این است که چند تصاعد هندسی نامتناهی در اعداد طبیعی وجود =  ؟ 54000

 دنباله ما به فرم زیر است:

𝑎1, 𝑎1𝑞, 𝑎1𝑞
2, . .. 

دقت کنید که 
1a  اما نمی توانیم در ابتدا مطمئن باشیم که ،q  در واقع !q  نسبت دو عدد طبیعی است پس می توان

rگفت برابر با کسری ساده شده مثل 

s
,𝑟است )  𝑠 ∈ ℕ, (𝑟, 𝑠) = n  ،𝑎1𝑞( حال توجه کنید که برای هر 1

𝑛 = 𝑎1 (
𝑟

𝑠
)
𝑛

 

 عددی طبیعی است؛ پس:

𝑠𝑛|𝑎𝑟𝑛

(𝑠𝑛, 𝑟𝑛) = 1} اقلیدس
⇒  𝑠𝑛|𝑎 

𝑠اگر  > nsبه اندازه کافی بزرگ  nآن گاه به ازای  1 a  پس ،ns  نمی تواندa  را عاد کند که تناقض است. پس𝑠 = و در  1
𝑎1𝑞. حال توجه کنید که qنتیجه 

2 = 𝑎3 = هم به صورت  𝑎1و  𝑞2|54000یک عدد طبیعی است که  qپس  54000

𝑎1به دست می آید ) qیکتا از روی  =
54000
𝑞2 و همه اعضای دنباله به طور یکتا از روی )𝑎1  وq  تعیین می شوند. هم چنین توجه

را از روی آن تعیین کنیم، آنگاه  𝑎1باشد و با توجه به رابطه ذکر شده  𝑞2|54000 عدد طبیعی دلخواهی با شرط qکنید که اگر 
چون 

1a  وq  طبیعی هستند، همه اعضای دنباله ای که از روی آن ها به صورت𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞
𝑛−1(𝑛 ∈ ℕ)  ،ساخته می شود

ون برای آن ها متفاوت باشد، چ qتعیین می شود و هر دو دنباله ای که مقدار  qطبیعی می شود. هر دنباله به صورت یکتا از روی 
با  qهم متفاوت می شود، با هم متمایز می شوند. پس تعداد دنباله های موردنظر مسئله برابر است با تعداد اعداد طبیعی  𝑎1مقدار 
 . 𝑞2|54000شرط 

54000حال توجه کنید که  = 24 × 33 × 𝑞؛ پس 53 = 2𝛼 × 3𝛽 × 5𝛾 :22 طوری که𝛼 × 32𝛽 × 52𝛾|24 × 33 × 53  

0در نتیجه:  ≤ 𝛼 ≤ 2 ،0 ≤ 𝛽 ≤ 0و  1 ≤ 𝛾 ≤  ، q. در نتیجه تعداد مقادیر ممکن برای  1

3 × 2 × 2 = 12 

 است.
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 20سوال 
𝑆تهی به هر زیر مجموعه نا ⊆ {1, … −1398مجموعه  زیر {1397, 𝑆 = {1398− 𝑥|𝑥 ∈ 𝑆} مجموعه کنیم. )زیررا جفت می

های هر دهند( میانگین میانگین های مجموعهدهند و بقیه دسته های دو تایی تشکیل میهای قرینه دسته های تکی تشکیل می
 شود.می 699شود. پس میانگین کل می 699دسته برابر 

 

 21سوال 
 کنیم.را به این صورت تعریف می yو  xمتغیرهای جدید 

x a b

y a b

 

 
  

 توانیم معادلات مسأله را به این صورت بازنویسی کنیم:اکنون می

{
𝑥3 = 2𝑦

3𝑦2 = 𝑥2 − 𝑦2 

𝑥2دهد ی دوم نتیجه میمعادله = 4𝑦2 دهدی اول نتیجه میکه از معادله 𝑥2 = 𝑥6 بنابر این .x  1−و  1و  0سه مقدار ممکن 
1و  0به ترتیب برابر است با  yرا دارد و مقادیر متناظر 

− و 2
1
2. 

,𝑎)بنابراین سه زوج مرتب  𝑏) و (0,0)آیند: به دست می(
3
4 ,

1
−) و (4

3
4 , −

1
4). 

 صحیح است. 4ی است و گزینه 3بنابراین جواب صحیح 

 

 22سوال 
بنامید. به طور  𝑊1محیطی آن را  ۀروبرو قائمه هستند. پس این چهارضلعی محاطی است. دایر دو زاویه 𝑃𝑌𝐶𝑍در چهارضلعی  

گیریم که بنامید. از متساوی الساقین بودن مثلث نتیجه می 𝑊2محیطی آن را  ۀنیز محاطی است و دایر 𝑃𝑋𝐵𝑍مشابه چهارضلعی 
𝐵̂ = 𝐶̂ = 𝑌𝑍̂𝑋. بنابراین 70 = 𝑌𝐶̂𝑍ۀ. در نتیجه زاوی 𝑌𝑍̂𝑋 ۀظلی برای دایر ۀیک زاوی 𝑊1  است و بنابراین𝑋𝑍 ۀدر نقط 𝑍 

گیریم در دو دایره نتیجه می 𝑃𝑍مماس است. حال با در نظر گرفتن کمان  𝑊2بر  𝑍 ۀدر نقط 𝑌𝑍مماس است. به طور مشابه  𝑊1بر 
𝑃𝑍̂𝑋 = 𝑃𝑌̂𝑍  و𝑃𝑋̂𝑍 = 𝑃𝑍̂𝑌 بنابراین دو مثلث .𝑃𝑋𝑍  و𝑃𝑍𝑌  متشابه هستند. پس خواهیم داشت 

𝑃𝑋

𝑃𝑍
=
𝑃𝑍

𝑃𝑌
 ⇒   𝑃𝑍2 = 𝑃𝑋. 𝑃𝑌 = 2 × 4 = 8 

𝑃𝑍بنابراین  = √8 = 2√2. 
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 23سوال 
 برای بررسی این مسئله، ابتدا باید شرایط مساوی شدن کد دو استاد را تحلیل کنیم.

m، کد یکسانی پیدا کنند. در این صورت  nو  mفرض کنید دو استاد با شماره های متفاوت  i  وn i (1 ≤ 𝑖 ≤ عامل  (4
اول مشترکی دارند مثل 

ip  توجه کنید بعضی از این اعداد(
ip ).می توانند برابر باشند 

𝑝𝑖|𝑚 + 𝑖
𝑝𝑖|𝑛 + 𝑖 

} → 𝑝𝑖|𝑚 − 𝑛 

mپس  n  مضرب𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3  و𝑝4  است. حال سؤال این جاست که حداقل چند تا از اعداد𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3  و𝑝4   متمایزند؟ برای
𝑚پاسخ این سؤال ابتدا دقت کنید که امکان ندارد که همه این اعداد برابر باشند چون  + 𝑚و  1 + نسبت به هم اولند و عامل  2

، فقط از دو مقدار تشکیل شده باشند، در این صورت چون هر دو عدد  𝑝4و  𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3اول مشترک ندارند. هم چنین اگر اعداد 
𝑝1متوالی نسبت به هم اولند پس  ≠ 𝑝2  و𝑝2 ≠ 𝑝3  پس𝑝1 = 𝑝3  و به طریق مشابه𝑝2 = 𝑝4: ؛ در نتیجه 

𝑝1|𝑚 + 1
𝑝1|𝑛 + 3 } → 𝑝1|2 → 𝑝1 = 2 

𝑝2|𝑚 + 2
𝑝2|𝑛 + 4 } → 𝑝2|2 → 𝑝2 = 2 

𝑝1که با   ≠ 𝑝2   در تضاد است. پس𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3  و𝑝4  حداقل شامل سه مقدار هستند و در نتیجهm n  مضرب حداقل سه عدد

pqr|است. پس  rو qو pاول متمایز مثل  m n  و در نتیجهm n pqr  و چونpqr برابر با حاصلضرب سه عدد اول
 متمایز است، داریم: 

𝑝𝑞𝑟 ≥ 5 × 3 × 2 = 30 

𝑚|و در نتیجه  − 𝑛| ≥ 30. 

استاد  30باشد، کد هیچ دو استادی برابر نمی شود و در نتیجه اگر دانشکده حداکثر  30پس اگر فاصله هر دو شماره از اساتید کمتر از
 داشته باشد، این اتفاق می افتد.

دقیقا  30تعداد مناسبی برای اساتید دانشکده است که خواسته مسأله را برآورده می کند؛ اما مسئله تمام نشده است! آیا  30بنابراین، 
ا دو استاد دانشکده استاد داشته باشد، آن گاه حتم 31حداکثر مقدار ممکن است؟ اگر نشان دهیم، در صورتی که دانشکده حداقل 

وجود دارند که می توانند کد برابر انتخاب کنند، کار تمام است! دقت کنید که طبق استدلال هی قبل می دانیم فاصله شماره آن دو 
ت. اس 31و  1استاد دو کد برابر پیدا کنیم استاد شماره  31باشد. پس تنها انتخاب ما اگر بخواهیم برای حداقل  30استاد باید حداقل 

 5و  4،3،2می تواند کد  1اگر نشان دهیم این دو استاد می توانند کد برابر انتخاب کنند، کار تمام است. توجه کنید که استاد شماره 
 30هم می تواند چنین کدی را انتخاب کند! پس واقعاً کار تمام است و پاسخ مسئله برابر با  31را انتخاب کند و اتفاقا استاد شماره 

 است.
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 24ل سوا

𝑎2ماکزیمم و مینیمم  bبرای هر  − 𝑎𝑏 + 𝑏2  0را به ازای ≤ 𝑎 ≤ به ترتیب  3
bM  و

bm نامیم.می 

ی دوم آن مثبت است. پس مقدار ماکزیمم آن روی هر بازه ی درجهیک تابع درجه دوم است که ضریب جمله aتابع فوق نسبت به 

𝑎ی در نقطه aی مقادیر دهد و مقدار مینیمم آن به ازای همهدر یکی از دو انتهای بازه رخ می =
𝑏

1دهد و چون رخ می 2 ≤

𝑏 ≤ 𝑚𝑏نیز هست. بنابراین  [0,3]ی پس این نقطه در بازه 2 =
3𝑏2

𝑀𝑏و  4 = max{𝑏
2, 9− 3𝑏 + 𝑏2}  که مجدداً از آنجا

1که  ≤ 𝑏 ≤ 𝑀𝑏 ، پس2 = 9− 3𝑏 + 𝑏2. 

 اکنون داریم

𝑀 = max
1≤𝑏≤2

𝑀𝑏 = max1≤𝑏≤2
(9− 3𝑏 + 𝑏2) = 7 

𝑚 = min
1≤𝑏≤2

𝑚𝑏 = min1≤𝑏≤2

3𝑏2

4 =
3
4 

𝑀)4پس  −𝑚) =  است. 25و در نتیجه جواب صحیح  25

 

 25سوال 

ها از نقطه پایین چپ به بالا راست از جدول زیر است که همواره بین دو خط هر تابع مطلوب در تناظر با یکی از کوتاهترین مسیر
𝑖ام به ستون   𝑖مورب مشخص شده بماند. )ارتفاعی که از ستون  + است(. روی هر نقطه مجاز تعداد مسیر های  𝑓(𝑖)رود ام می  1

 توانسته باشد.شده است که به صورت بازگشتی جمع نقاط مجازی است که گام قبل می ممکن رسیدن به آن نوشته
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 1سوال 
 دامنه توابع رادیکال با فرجه فرد، کل اعداد حقیقی و با فرجه زوج، اعداد حقیقی نامنفی است. در نتیجه کافی است داشته باشیم:

{
 
 

 
 

12
𝑥2 − 2𝑥 ≥ 0

−1+ √−1+√
12

𝑥2 − 2𝑥
3

≥ 0
 

 که با توجه به هر دو نامساوی داریم:

12
𝑥2 − 2𝑥 ≥ 4 ⇔

3− 𝑥2 + 2𝑥
𝑥2 − 2𝑥 ≥ 0 ⇔

(3− 𝑥)(𝑥 + 1)
𝑥(𝑥 − 2) ≥ 0 

(1,0−]پس در نتیجه دامنه تابع، مجموعه  ∪  باشد.عدد صحیح می 2است که شامل  [2,3)
 

 2سوال 

𝑎 ام برابر است با 𝑘 صورت جملهباشد در این 𝑑 و قدر نسبت دنباله 𝑎 کنیم جمله اول دنبالهفرض می + (𝑘 − 1)𝑑عدد 𝑎 را
𝑛 شوند پس در این حالتجملات دنباله گنگ میگیریم. واضح است که همه را گویا در نظر می𝑑  یک عدد گنگ و = است.  0

𝑘 کنیم. برای هررا عددی گنگ فرض می𝑑  را یک عدد گویا و𝑎 سپس > 𝑘)  مقدار1 − 1)𝑑عددی گنگ است پس 

 𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑 دهد تنها جمله اول دنباله گویا است پس در این حالتنیز گنگ است که نتیجه می 𝑛 = است. حالا فرض 1
𝑎 اقل دو عدد گویا مانندکنیم حدمی + (𝑘 − 1)𝑑 و 𝑎 + (𝑙 − 1)𝑑در دنباله وجود داشته باشد. داریم 

(𝑘 − 𝑙)𝑑 = (𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑) − (𝑎 + (𝑙 − 1)𝑑) ∈  ℚ 
𝑘−𝑙∈ℚ 
⇒     𝑑 ∈ ℚ 

𝑘−1∈ℚ
⇒    (𝑘 − 1)𝑑 ∈ ℚ ⟹ 𝑎 = (𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑) − (𝑘 − 1)𝑑 ∈ ℚ  

,𝑎 جا که ثابت کردیماز آن 𝑑 شود همه اعضای دنباله گویا هستند پسشوند نتیجه میهر دو گویا می 𝑛 و  1, 0فقط سه حالت
 .تواند داشته باشدرا می 1397

 

 3سوال 
 دانیممی

99… 9⏞  
97

× 66… 6⏞  
97

= (1 00… 0⏞  
97

− 1) × 66… 6⏞  
97

= 66… 6⏞  
97

00… 0⏞  
97

− 66… 6⏞  
97

 

= 66… 6⏞  
96

5 33… 3⏞  
96

4 

 است. 873که مجموع ارقام عدد حاصل، برابر 
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 4سوال 
زمان هم مسیری که هم این که امکان ندارد با توجه بههای نامطلوب کم کنیم. کاریهای کل را از کاشیکاریکافیست تعداد کاشی

های نامطلوب کاریاز سمت چپ جدول به سمت راست و هم مسیری از ضلع بالای جدول به ضلع پایین آن پدید آید، تعداد کاشی
نامطلوب نیز  هایکاریاست. برای محاسبه تعداد کاشیهایی است که از بالا به پایین مسیری ایجاد شدهکاریدو برابر تعداد کاشی

شود را محاسبه های نامطلوبی که به ترتیب یک مسیر، دو مسیر و سه مسیر از بالا به پایین ایجاد میکاریکافیست تعداد کاشی
 نماییم.

29 − 2(3 × (7 × 7) + 3 × 7+ 1) = 174 

 
 5سوال 

𝑎𝑏̅̅  عدد دو رقمی ̅ = 10𝑎 + 𝑏 داشته باشیمکند. طبق فرض سوال باید گیریم که در شرط سوال صدق میرا در نظر می 

𝑎|10𝑎 + 𝑏 و 𝑏|10𝑎 + 𝑏. جا کهاز آن 𝑎|10𝑎 شودپذیری نتیجه میطبق قضایای بخش 𝑎|𝑏  و به طور مشابه از
𝑏 کهطوریوجود دارد به 𝑘 آید عدد طبیعیبدست می 𝑎|𝑏 از رابطه𝑏|10𝑎 شودنتیجه می𝑏|𝑏 جا کهآن = 𝑘𝑎 و با قرار

𝑏 دانیممی 𝑘|10 در نتیجه 𝑘𝑎|10𝑎 آیدذیری دیگر بدست میپدادن این تساوی در رابطه بخش < 𝑘𝑎 پس10 < 10. 
𝑘 اگر = 𝑘 آید. اگرست میا  نیز به طور یکتا از روی 𝑏 حالت وجود دارد و 𝑎، 9 برای 1 = 2𝑎 باید داشته باشیم2 <

𝑘 الت دارد و در نهایت اگردو ح 𝑎پس   10 = 5𝑎م باید داشته باشی 5 < حالت دارد و پاسخ مسئله برابر تنها یک  𝑎 پس 10
+9است با  4+ 1 = 14. 
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 6سوال 

های سوال، کنیم. با توجه به فرضگذاری میها را ناممطابق شکل، کمان
 روابط زیر را داریم:

 

( )

( )

( )

( )

d b

e b

b d e

a b d

20 1
140 2

190 3
140 4

 

 
 همچنین واضح است که داریم:

( )a b c d e 360 5 

b، باید مقدار عبارت xبرای یافتن مقدار زاویه  c e .را بدست آوریم 
 

 ( داریم:4( و )5از تفاضل روابط )
( ) ( ) c e5 4 220 

 توان نتیجه گرفت:همچنین روابط زیر را می
( ) ( )

( ) ( )

d e

d e

3 1 2 210
3 2 2 330 

dسپس از مجموع این دو رابطه داریم:   e 180 . 

bآید:  بدست می b( مقدار 3اکنون از رابطه )  . پس داریم: 10

b c e
x

230 115
2 2

 

 
 7سوال 

𝑎7توان دید که به سادگی می = 6)بنابراین ما  .7
توان به دو طریق ها را میداریم که این 𝑎3و  𝑎1 ،𝑎2عدد  3حالت برای انتخاب  (3
ها توان آنبه دو طریق می هنیز به طور یکتا مشخص شده ک 𝑎6و  𝑎4 ،𝑎5عدد  3طبق شرایط سوال در جایگشت قرار داد. همچنین 

 شوند که جواب برابر است باجایگشت نیز پر می هایجایگاه را در جایگشت قرار داد. به طریق مشابه بقیه

((
6
3) × 2 × 2)

2

= 6400 
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 8 سوال

 ABMاند و در نتیجه مثلث ، ارتفاع و نیمساز بر هم منطبق شدهABMعمود است، در مثلث  BMبر  ADاز آنجا که نیمساز 

 باشد.می BMخط عمودمنصف پاره ADآید که خط الساقین است و همچنین بدست میمتساوی
 
 
 
 
 
 
 

 

و  S1ها را به ترتیب ، مساحت این مثلثMDEو  BDEهای چنین مثلثو هم AMEو  ABEهای نهشتی مثلثبا توجه به هم

S2 نامیم. چون میAM

CM

1
2

 های زیر را بدست آوریم:توانیم نسبت مساحتاست، می 

 

ADM ABM

CDM CBM

S SAM

CM S S

1
2 

 
 شود:کنیم. نتیجه میبازنویسی می S2و  S1ها را بر حسب اکنون مساحت این مثلث

( ) ABM
CDM ADM

CBM

SS
S S S S S S

S S S
1

1 2 1 2
1 2

22 2 2
2 4

1
2 

 پس داریم:
 

BMD ABC

ABC BMD

S S S

S S S S S
2

1 2 2

2
4 4 12 6 

 
 9سوال 

را  (2,4−]شود. پس در نتیجه مجموعه اعداد  4کمتر و یا بیشتر مساوی  2−تواند از نمی 𝑥با توجه به رشد سمت چپ معادله، 
 کنیم:بندی میبازه

1) 𝑥 ∈ [−2, −1)  ⇒ (−2)(𝑥 − 1) = −2𝑥  

 معادله جواب ندارد.
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2) 𝑥 ∈ [−1,0)  ⇒ (−1)(𝑥 − 1) = −2𝑥 ⇒ 𝑥 = −1 

 قبول است. 𝑥با توجه به بازه 

3) 𝑥 ∈ [0,1)  ⇒ (0)(𝑥 − 1) = 2𝑥 ⇒ 𝑥 = 0 

 قبول است. 𝑥با توجه به بازه 

4) 𝑥 ∈ [1,2)  ⇒ (1)(𝑥 − 1) = 2𝑥 ⇒ 𝑥 = −1 

 قبول نیست. 𝑥با توجه به بازه 

5) 𝑥 ∈ [2,3)  ⇒ (2)(𝑥 − 1) = 2𝑥  

 معادله جواب ندارد.

6) 𝑥 ∈ [3,4)  ⇒ (3)(𝑥 − 1) = 2𝑥 ⇒ 𝑥 = 3 

 قبول است. 𝑥با توجه به بازه 

 پس معادله اصلی دارای سه جواب حقیقی است.

 

 10سوال 
n برای = 𝑎1 عدد 5کنیم کنند. فرض میرا در نظر بگیریم که در شرایط سوال صدق می 9و  2،4،7توانیم اعداد می 4 <

𝑎2 < 𝑎3 < 𝑎4 < 𝑎5 توانیم فرض کنیمها عددی اول باشد. میدوی آنبهوجود داشته باشد که اختلاف دو 𝑎5  زوج است زیرا
 3حداقل 𝑎2 و𝑎5 کند. اختلافتغییر می𝑎5 کند اما زوجیتها تغییری نمیدوی آنبهجمع کنیم اختلاف دو 1اگر همه اعداد را با 

زوج باشد 𝑎3 نیز فرد است. اگر𝑎1 شد. به طور مشابهمی 2ها باید برابر با صورت اختلاف آنفرد است زیرا در غیر این𝑎2 است پس
𝑎5 شودنتیجه می − 𝑎3 = ن ندارد زیرا باشد اما این امکا 𝑎4 فقط یک عدد طبیعی وجود دارد و آن باید 𝑎3و𝑎5 پس بین2

یکسان است و مشابه قبل  𝑎3و  𝑎1 نیز فرد است. حالا دقت کنید که زوجیت𝑎3 شود. پسمی 1برابر با 𝑎4 و𝑎5 اختلاف
𝑛 توانیم به تناقض برسیم پسمی < 𝑛 و پاسخ مسئله 5 =  .است 4

 
 11سوال 

 نامیم.می« ایچندضلعی شبکه» چندضلعی که رئوس آن با مختصات صحیح باشند را 

 دهیم.نشان می iو تعداد نقاط درونی آن را با  bای را با تعداد نقاط با مختصات صحیح روی مرز )محیط( یک چندضلعی شبکه
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ای )محدب یا مقعر( ، مساحت چندضلعی شبکهقضیه پیکطبق 

bاز رابطه 
S i 1

2
 آید.بدست می 

نقطه روی مرز این  5در نتیجه با توجه به اینکه حداقل 
است،  7ای قرار دارد و مساحت آن نیز برابر چندضلعی شبکه

 داریم:

b
b

35 1
2 2

 

آید که   پس بدست می

( )
b

i S
3 111 7

2 2 2
 

 
نقطه درون این شکل  5های مساله، حداکثر با توجه به فرض

 قرار دارد.
ارائه کنیم که در شکل برای اطمینان از این پاسخ، باید مثالی 

 شود.مقابل، دیده می
 

 12سوال 
 زیر تقسیم کنیم.مانند دسته  383توانیم این اعداد رابه می

{765}, {1,764}, {2,763},… , {382,383} 

 یخواهد شد. همچنین تعداد 765ها برابر چرا که مجموع آن انتخاب کرد.توان که از یک دسته بیش از یک عضو نمیبدیهی است 
,𝑎2}دسته ای مانند  ها مربع کامل هستند.آن توان برداشت چرا که هر دو عضوها هیچ عضوی نمیدسته هستند که از آن 𝑏2}  را در

 نظر بگیرید که هر دو عضو آن مربع کامل باشد. داریم:

{
𝑎2 + 𝑏2 = 765

3|𝑎2 + 𝑏2 → 3|𝑎 , 3|𝑏 

′𝑎فرض کنید که 
2
=
𝑎2

𝑏′2و  9 =
𝑏2

𝑎′2. آنگاه خواهیم داشت که 9 + 𝑏′2 = ′𝑎). پس مقدار 85
2
, 𝑏′

2
تنها دو حالت مختلف  (

 برابر است با: هاخواهد داشت. پس تعداد جواب
383− 2 = 381 

 

 13سوال 
𝑎کنیم برای هر ثابت می ≤

1
0aکه  2  تابع ،f یک است و برای سایر مقادیر بهیکa یک نیست.بهیک 
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)وجود دارند که  yو  xیک نباشد. بنابراین بهیک fفرض کنید تابع  ) ( )f x f y  وx yتواند. اکنون دو حالت می 
 رخ دهد:

]حالت اول:  ] [ ]x yشود . در این حالت نتیجه میax ay  و چونx y پس 𝑎 = 0. 

]حالت دوم:  [] ]x y در این حالت .[ ] [ ]ax ay x y   از طرفی از آنجا که .𝑥 < [𝑥] + ]و  1 ]y y  داریم𝑥 −

𝑦 < [𝑥] − [𝑦] +  پس 1

𝑎 =
[𝑥] − [𝑦]

𝑥 − 𝑦
>

[𝑥] − [𝑦]

[𝑥] − [𝑦] + 1 = 1−
1

[𝑥] − [𝑦] + 1 

]حال چون  ]x  و[ ]y  اعداد صحیح هستند پس[ ] [ 1]x y  شودکه از آن نتیجه می 𝑎 >
1
2. 

𝑎پس اگر   ≤
1
𝑎و  2 ≠  یک است.بهیک fتواند رخ دهد و در نتیجه تابع هیچ یک از دو حالت فوق نمی 0

]حالت سوم:  [] ]x y.این حالت کاملًا مشابه حالت دوم است . 

 گیریم.یک نیست. در این قسمت نیز سه حالت در نظر میبهیک fتابع  aکنیم برای سایر مقادیر حال ثابت می

𝑎 حالت اول: = ). در این حالت 0 ) [ ]f x x  یک نیست.بهکه به وضوح یک 

1 حالت دوم: ≥ 𝑎 > 1
)𝑓 . در این حالت داریم2

1
𝑎
) = 1− [1

𝑎
] = 1 − 1 = )𝑓. پس 0

1
𝑎
) = 𝑓(0) یک بهو در نتیجه تابع یک

 نیست.

𝑎 حالت سوم: > −)𝑓. در این حالت داریم 1
1
𝑎
) = −1+ 1 = 0 = 𝑓(0) یک نیست.بهو در نتیجه تابع یک 

−}بنابراین مقادیر مطلوب سؤال عبارتند از 
5
5 , −

4
5 , −

3
5 , −

2
5 , −

1
5 ,

1
5 ,

2
 .7و در نتیجه جواب سؤال برابر است با  {5

 
 14سوال 

می تواند تعداد ارقام فراوانی داشته باشد، هر میزان  nمسئله به خاطر حالت های فراوان، مسئله ای پیچیده به نظر می آید! زیرا 
ع کوچک یا بزرگ باشد و ما باید همه حالت ها را تحلیل کنیم. در چنین مسائلی که حالت ها زیاد است و نمی دانیم از کجا شرو

کنیم، چگونه می توانیم به فرآیند کشف و حل نزدیک شویم و مانند یک کارآگاه مسئله را مجبور سازیم تا خود، رازهایش را برایمان 
 تدریجاً فاش کند؟!

پیشنهاد بنده همیشه یک چیز است: مثال زدن و بررسی حالات کوچک تر و ساده تر مسئله! استراتژی ای که به زعم بنده در درصد 
 گی از مسائل جواب می دهد: چه مسئله مرحله اول باشد، چه مسئله مرحله دوم و چه سؤال المپیاد جهانی!بزر
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 پس بیایید مثال های ساده تر را ابتدا بررسی کنیم:

)، تک رقمی باشد. در این صورت، nساده ترین حالت، زمانی است که  ) ( )S n P n n   پس𝑆(𝑛) + 𝑃(𝑛) = 2𝑛 ≠ 𝑛  و
 در این حالت جوابی وجود ندارد.

n، دورقمی باشد. در این صورت، اگر nحالت کمی پیچیده تر، زمانی است که  xy:پس ، 

 ( ) ( )S n P n x y xy     و𝑛 = 10𝑥 + 𝑦 

)در نتیجه رابطه  ) ( )S n P n n :معادل است با این رابطه 

𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 = 10𝑥 + 𝑦 ⇔ 𝑥𝑦 = 9𝑥 ⇔ 𝑦 = 9 

𝑥9̅̅پس دقیقا اعداد به فرم   تا عدد است. 9در بین اعداد دو رقمی جواب مسئله هستند که تعدادشان دقیقاً  ̅

nحال می رویم سراغ اعداد سه رقمی مثل  xyz : 

 ( )P n xyz و( )S n x y z    و𝑛 = 100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧 

)پس رابطه  ) ( )S n P n n  :به صورت زیر در می آید 

𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧 ⇔ 

      𝑥𝑦𝑧 = 99𝑥 + 9𝑦 

است! جمله  با دقت در نتیجه به دست آمده می توان فهمید که تساوی ذکر شده ایراد دارد، چون طرف راست بیشتر از طرف چپ
 . دقت کنید که خود این جمله به تنهایی از کل عبارت طرف چپ بزرگتر است؛ زیرا:99𝑥 مؤثر در این ادعا جمله بزرگتر است یعنی

99𝑥 > 𝑥𝑦𝑧 ⇔ 99 > 𝑦𝑧 

 هستند، پس: 9هر کدام حداکثر  zو  yو می دانیم 

𝑦𝑧 ≤ 9 × 9 = 81 < 99 

)پس تساوی ذکر شده و در نتیجه خاصیت  ) ( )S n P n n   برای یک عدد سه رقمیn  یک خاصیت تناقض آمیز است و جوابی
)خیلی بیشتر از  nندارد، چون  ) ( )S n P n .است 

آیا استدلالی مشابه برای اعداد با تعداد ارقام بیشتر کار می کند و می توان گفت رابطه مسئله برای اعداد حداقل سه رقمی، یک رابطه 
)خیلی بیشتر از  nتناقض آمیز است، چون  ) ( )S n P n رقمی را امتحان  است؟! سعی می کنیم مشابه روند استدلال اعداد سه

𝑛کنیم تا ببینیم تناقض را می توان حاصل کرد یا نه! برای این کار فرض کنید  = 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ رقمی طبیعی kیک عدد  ̅̅
𝑘 است که ≥  . داریم:3
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𝑛 = 10𝑘−1𝑎𝑘−1 +⋯+ 10𝑎1 + 𝑎0 

𝑆(𝑛) = 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2 +⋯+ 𝑎0 و  𝑃(𝑛) = 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑎0 

)پس رابطه  ) ( )S n P n n  :به صورت زیر در می آید 

𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑎0 + 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘−2 +⋯+ 𝑎0 = 10𝑘−1𝑎𝑘−1 +⋯+ 10𝑎1 + 𝑎0 

⇔ 

𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0 = (10𝑘−1 − 1)𝑎𝑘−1 + (10𝑘−2 − 1)𝑎𝑘−2 +⋯+ (10− 1)𝑎1 

10𝑘−1)مشابهاً به نظر می رسد که طرف راست از طرف چپ بیشتر است! حتی مانند قبل می توان گفت جمله  − 1)𝑎𝑘−1  از
 طرف راست بیشتر است، زیرا:

𝑎𝑘−2⋯𝑎0 ≤ 9 × 9 ×⋯× 9 = 9𝑘−1 < 10𝑘−1 − 1 

𝑘)چون  ≥  نامساوی بالا به راحتی ثابت می شود( 3

 پس داریم:

𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0 < (10𝑘−1 − 1)𝑎𝑘−1 

𝑎𝑘−1 رقمی است پسk)دقت کنید که چون عدد  ≠ 0) 

خیلی  nحداقل سه رقمی،  nپس کاملًا مشابه حالت سه رقمی ثابت می شود که طرف راست از چپ بیشتر است و در نتیجه برای 
)بیشتر از  ) ( )S n P n .مشاهده نمودید که در روند طی شده راز مسئله تدریجاً  است و در تساوی مورد نظر مسئله صدق نمی کند

 افشا شد و حالا همه چیز به طور کامل ثابت شده است!

 است.  9تا جواب دورقمی دارد و هیچ جواب متفاوتی با تعداد ارقام دیگر ندارد. در نتیجه پاسخ مسئله  9پس مسئله کلًا 

 

 15سوال 

𝑀𝐷قطع کند. با توجه به این که  𝐸 ۀرا در نقط 𝐶𝐷را امتداد دهید تا  𝐵𝑀خط   =
1
2𝐵𝐶شود که تالس نتیجه می ۀ، از قضی

𝐸𝐷 =
1
2𝐸𝐶  و𝐸𝑀 =

1
2𝐸𝐵محاطی داخلی مثلث  ۀمذکور دایر ۀ. چون دایر𝐵𝐶𝐸  است، داریم𝐵𝑃 =

1
2 (𝐵𝐶 + 𝐵𝐸 −

𝐶𝐸) از طرف دیگر، از فرض .𝑀𝑃 = 𝐵𝐶 شود که نتیجه می𝐵𝑃 =
1
2𝐵𝐸 − 𝐵𝐶 بنابراین . 

1
2 (𝐵𝐶 + 𝐵𝐸 − 𝐶𝐸) =

1
2𝐵𝐸 − 𝐵𝐶 

𝐶𝐸گیریم از این موضوع نتیجه می = 3𝐵𝐶  و در نتیجه𝐶𝐷 =
3
2𝐵𝐶. 
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 16سوال 
سازگار  4و2گویند که اما راست می 3گو باشد همه جز راست 4گوست. اگر دروغ 3گوست پس حداقل یک نفر دروغ 3و 2از بین 

گوست چون اگر راستگو باشد دو راستگو حداقل داریم پس هم دروغ 5گوست. پس راست 2گوست. پس نیز دروغ 4نیستند. پس 
گوست. پس هم راست 1راست گفته که تناقض است. پس  5گو داریم پس راست 1گو باشد دقیقا دروغ گفته است. اگر نفر اول دروغ

 گو و مجرم داریم.دروغ 3دقیقا 

 

 17سوال 
𝑥با توجه به اینکه  = 𝑥صحیح نیست. از طرفی از آنجا که  2ی نمودار نیست پس گزینه جزو دامنه 0 = 𝜋 ≈ جزو دامنه  3.14

𝑥برای  xxنیز صحیح نیستند. از طرفی تابع  4و  3ی هااست و مقدار تابع در آن مثبت است پس گزینه > تابعی صعودی است  1
 صحیح است. 5نیز صحیح نیست و در نتیجه گزینه  1ی ولی نمودار سؤال این طور نیست. پس گزینه

 
 18سوال 
𝐶̂ داریم  = 90− 𝐴̂ = 𝐴𝑁̂𝑀ۀ. بنابراین دو مثلث قائم الزاوی 𝐶𝑀𝑃  و𝑁𝑀𝐴 متشابه هستند. بنابراین 

𝐶𝑀

𝑀𝑃
=
𝑀𝑁

𝐴𝑀
   ⇒    𝐶𝑀. 𝐴𝑀 = 𝑀𝑁.𝑀𝑃 = 2𝑀𝑁2 

𝐴𝑂با فرض  = 𝐶𝑂 = 𝑥  و𝑂𝑀 = 𝑦 خواهیم داشت ،𝐶𝑀 = 𝑥 − 𝑦  و𝐴𝑀 = 𝑥 + 𝑦بنابراین . 

(𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦) = 2 ×𝑀𝑁2  ⇒   𝑥2 − 𝑦2 = 2𝑀𝑁2 

𝑦2داریم  𝑂𝑀𝑁فیثاغورث در مثلث  ۀاز طرف دیگر طبق قضی = 𝑂𝑀2 −𝑀𝑁2. پس طبق تساوی فوق داریم 

𝑥2 = 𝑦2 + 2𝑀𝑁2 = 𝑂𝑀2 +𝑀𝑁2 = 202 + 212 = 841 

𝑥بنابراین  = √841 = 𝐴𝐶و در نتیجه  29 = 2𝑥 = 58. 

 
 19سوال 

𝑎𝑛+1رابطه  =
𝑎𝑛2
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛معادل است با رابطه  
2 = 𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1  ؛ یعنی هر جمله از دنباله، میانگین هندسی جمله قبل و بعد از

خود است. این امر خود گزاره معروفی معادل با این است که دنباله، تصاعد هندسی باشد؛ زیرا رابطه را می توان تبدیل کرد به: 
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
=
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
(𝑛 ≥ 2) 

 پس کل روابط معادل است با:
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𝑎2
𝑎1
=
𝑎3
𝑎2
=
𝑎4
𝑎3
=. .. 

در جمله قبلی دنباله به دست آید که معادل با تصاعد  qبنامیم، هر جمله از حاصلضرب  qبه این معنی که اگر نسبت ثابت را 
 هندسی بودن دنباله است.

𝑎3دارد که  پس سوال در واقع این است که چند تصاعد هندسی نامتناهی در اعداد طبیعی وجود =  ؟ 54000

 دنباله ما به فرم زیر است:

𝑎1, 𝑎1𝑞, 𝑎1𝑞
2, . .. 

دقت کنید که 
1a  اما نمی توانیم در ابتدا مطمئن باشیم که ،q  در واقع !q  نسبت دو عدد طبیعی است پس می توان

rگفت برابر با کسری ساده شده مثل 

s
,𝑟است )  𝑠 ∈ ℕ, (𝑟, 𝑠) = n  ،𝑎1𝑞( حال توجه کنید که برای هر 1

𝑛 = 𝑎1 (
𝑟

𝑠
)
𝑛

 

 عددی طبیعی است؛ پس:

𝑠𝑛|𝑎𝑟𝑛

(𝑠𝑛, 𝑟𝑛) = 1} اقلیدس
⇒  𝑠𝑛|𝑎 

𝑠اگر  > nsبه اندازه کافی بزرگ  nآن گاه به ازای  1 a  پس ،ns  نمی تواندa  را عاد کند که تناقض است. پس𝑠 = و در  1
𝑎1𝑞. حال توجه کنید که qنتیجه 

2 = 𝑎3 = هم به صورت  𝑎1و  𝑞2|54000یک عدد طبیعی است که  qپس  54000

𝑎1به دست می آید ) qیکتا از روی  =
54000
𝑞2 و همه اعضای دنباله به طور یکتا از روی )𝑎1  وq  تعیین می شوند. هم چنین توجه

را از روی آن تعیین کنیم، آنگاه  𝑎1باشد و با توجه به رابطه ذکر شده  𝑞2|54000 عدد طبیعی دلخواهی با شرط qکنید که اگر 
چون 

1a  وq  طبیعی هستند، همه اعضای دنباله ای که از روی آن ها به صورت𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞
𝑛−1(𝑛 ∈ ℕ)  ،ساخته می شود

ون برای آن ها متفاوت باشد، چ qتعیین می شود و هر دو دنباله ای که مقدار  qطبیعی می شود. هر دنباله به صورت یکتا از روی 
با  qهم متفاوت می شود، با هم متمایز می شوند. پس تعداد دنباله های موردنظر مسئله برابر است با تعداد اعداد طبیعی  𝑎1مقدار 
 . 𝑞2|54000شرط 

54000حال توجه کنید که  = 24 × 33 × 𝑞؛ پس 53 = 2𝛼 × 3𝛽 × 5𝛾 :22 طوری که𝛼 × 32𝛽 × 52𝛾|24 × 33 × 53  

0در نتیجه:  ≤ 𝛼 ≤ 2 ،0 ≤ 𝛽 ≤ 0و  1 ≤ 𝛾 ≤  ، q. در نتیجه تعداد مقادیر ممکن برای  1

3 × 2 × 2 = 12 

 است.

 

  

mathysc.ir


 المپیاد ریاضیسی و هفتمین نامه تشریحی آزمون مرحله اول پاسخ

 کمیته علمی المپیاد ریاضی ایران
irathysc.m 

 20سوال 
𝑆تهی به هر زیر مجموعه نا ⊆ {1, … −1398مجموعه  زیر {1397, 𝑆 = {1398− 𝑥|𝑥 ∈ 𝑆} مجموعه کنیم. )زیررا جفت می

های هر دهند( میانگین میانگین های مجموعهدهند و بقیه دسته های دو تایی تشکیل میهای قرینه دسته های تکی تشکیل می
 شود.می 699شود. پس میانگین کل می 699دسته برابر 

 

 21سوال 
 کنیم.را به این صورت تعریف می yو  xمتغیرهای جدید 

x a b

y a b

 

 
  

 توانیم معادلات مسأله را به این صورت بازنویسی کنیم:اکنون می

{
𝑥3 = 2𝑦

3𝑦2 = 𝑥2 − 𝑦2 

𝑥2دهد ی دوم نتیجه میمعادله = 4𝑦2 دهدی اول نتیجه میکه از معادله 𝑥2 = 𝑥6 بنابر این .x  1−و  1و  0سه مقدار ممکن 
1و  0به ترتیب برابر است با  yرا دارد و مقادیر متناظر 

− و 2
1
2. 

,𝑎)بنابراین سه زوج مرتب  𝑏) و (0,0)آیند: به دست می(
3
4 ,

1
−) و (4

3
4 , −

1
4). 

 صحیح است. 4ی است و گزینه 3بنابراین جواب صحیح 

 

 22سوال 
بنامید. به طور  𝑊1محیطی آن را  ۀروبرو قائمه هستند. پس این چهارضلعی محاطی است. دایر دو زاویه 𝑃𝑌𝐶𝑍در چهارضلعی  

گیریم که بنامید. از متساوی الساقین بودن مثلث نتیجه می 𝑊2محیطی آن را  ۀنیز محاطی است و دایر 𝑃𝑋𝐵𝑍مشابه چهارضلعی 
𝐵̂ = 𝐶̂ = 𝑌𝑍̂𝑋. بنابراین 70 = 𝑌𝐶̂𝑍ۀ. در نتیجه زاوی 𝑌𝑍̂𝑋 ۀظلی برای دایر ۀیک زاوی 𝑊1  است و بنابراین𝑋𝑍 ۀدر نقط 𝑍 

گیریم در دو دایره نتیجه می 𝑃𝑍مماس است. حال با در نظر گرفتن کمان  𝑊2بر  𝑍 ۀدر نقط 𝑌𝑍مماس است. به طور مشابه  𝑊1بر 
𝑃𝑍̂𝑋 = 𝑃𝑌̂𝑍  و𝑃𝑋̂𝑍 = 𝑃𝑍̂𝑌 بنابراین دو مثلث .𝑃𝑋𝑍  و𝑃𝑍𝑌  متشابه هستند. پس خواهیم داشت 

𝑃𝑋

𝑃𝑍
=
𝑃𝑍

𝑃𝑌
 ⇒   𝑃𝑍2 = 𝑃𝑋. 𝑃𝑌 = 2 × 4 = 8 

𝑃𝑍بنابراین  = √8 = 2√2. 
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 23سوال 
 برای بررسی این مسئله، ابتدا باید شرایط مساوی شدن کد دو استاد را تحلیل کنیم.

m، کد یکسانی پیدا کنند. در این صورت  nو  mفرض کنید دو استاد با شماره های متفاوت  i  وn i (1 ≤ 𝑖 ≤ عامل  (4
اول مشترکی دارند مثل 

ip  توجه کنید بعضی از این اعداد(
ip ).می توانند برابر باشند 

𝑝𝑖|𝑚 + 𝑖
𝑝𝑖|𝑛 + 𝑖 

} → 𝑝𝑖|𝑚 − 𝑛 

mپس  n  مضرب𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3  و𝑝4  است. حال سؤال این جاست که حداقل چند تا از اعداد𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3  و𝑝4   متمایزند؟ برای
𝑚پاسخ این سؤال ابتدا دقت کنید که امکان ندارد که همه این اعداد برابر باشند چون  + 𝑚و  1 + نسبت به هم اولند و عامل  2

، فقط از دو مقدار تشکیل شده باشند، در این صورت چون هر دو عدد  𝑝4و  𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3اول مشترک ندارند. هم چنین اگر اعداد 
𝑝1متوالی نسبت به هم اولند پس  ≠ 𝑝2  و𝑝2 ≠ 𝑝3  پس𝑝1 = 𝑝3  و به طریق مشابه𝑝2 = 𝑝4: ؛ در نتیجه 

𝑝1|𝑚 + 1
𝑝1|𝑛 + 3 } → 𝑝1|2 → 𝑝1 = 2 

𝑝2|𝑚 + 2
𝑝2|𝑛 + 4 } → 𝑝2|2 → 𝑝2 = 2 

𝑝1که با   ≠ 𝑝2   در تضاد است. پس𝑝1 ،𝑝2 ،𝑝3  و𝑝4  حداقل شامل سه مقدار هستند و در نتیجهm n  مضرب حداقل سه عدد

pqr|است. پس  rو qو pاول متمایز مثل  m n  و در نتیجهm n pqr  و چونpqr برابر با حاصلضرب سه عدد اول
 متمایز است، داریم: 

𝑝𝑞𝑟 ≥ 5 × 3 × 2 = 30 

𝑚|و در نتیجه  − 𝑛| ≥ 30. 

استاد  30باشد، کد هیچ دو استادی برابر نمی شود و در نتیجه اگر دانشکده حداکثر  30پس اگر فاصله هر دو شماره از اساتید کمتر از
 داشته باشد، این اتفاق می افتد.

دقیقا  30تعداد مناسبی برای اساتید دانشکده است که خواسته مسأله را برآورده می کند؛ اما مسئله تمام نشده است! آیا  30بنابراین، 
ا دو استاد دانشکده استاد داشته باشد، آن گاه حتم 31حداکثر مقدار ممکن است؟ اگر نشان دهیم، در صورتی که دانشکده حداقل 

وجود دارند که می توانند کد برابر انتخاب کنند، کار تمام است! دقت کنید که طبق استدلال هی قبل می دانیم فاصله شماره آن دو 
ت. اس 31و  1استاد دو کد برابر پیدا کنیم استاد شماره  31باشد. پس تنها انتخاب ما اگر بخواهیم برای حداقل  30استاد باید حداقل 

 5و  4،3،2می تواند کد  1اگر نشان دهیم این دو استاد می توانند کد برابر انتخاب کنند، کار تمام است. توجه کنید که استاد شماره 
 30هم می تواند چنین کدی را انتخاب کند! پس واقعاً کار تمام است و پاسخ مسئله برابر با  31را انتخاب کند و اتفاقا استاد شماره 

 است.
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 24ل سوا

𝑎2ماکزیمم و مینیمم  bبرای هر  − 𝑎𝑏 + 𝑏2  0را به ازای ≤ 𝑎 ≤ به ترتیب  3
bM  و

bm نامیم.می 

ی دوم آن مثبت است. پس مقدار ماکزیمم آن روی هر بازه ی درجهیک تابع درجه دوم است که ضریب جمله aتابع فوق نسبت به 

𝑎ی در نقطه aی مقادیر دهد و مقدار مینیمم آن به ازای همهدر یکی از دو انتهای بازه رخ می =
𝑏

1دهد و چون رخ می 2 ≤

𝑏 ≤ 𝑚𝑏نیز هست. بنابراین  [0,3]ی پس این نقطه در بازه 2 =
3𝑏2

𝑀𝑏و  4 = max{𝑏
2, 9− 3𝑏 + 𝑏2}  که مجدداً از آنجا

1که  ≤ 𝑏 ≤ 𝑀𝑏 ، پس2 = 9− 3𝑏 + 𝑏2. 

 اکنون داریم

𝑀 = max
1≤𝑏≤2

𝑀𝑏 = max1≤𝑏≤2
(9− 3𝑏 + 𝑏2) = 7 

𝑚 = min
1≤𝑏≤2

𝑚𝑏 = min1≤𝑏≤2

3𝑏2

4 =
3
4 

𝑀)4پس  −𝑚) =  است. 25و در نتیجه جواب صحیح  25

 

 25سوال 

ها از نقطه پایین چپ به بالا راست از جدول زیر است که همواره بین دو خط هر تابع مطلوب در تناظر با یکی از کوتاهترین مسیر
𝑖ام به ستون   𝑖مورب مشخص شده بماند. )ارتفاعی که از ستون  + است(. روی هر نقطه مجاز تعداد مسیر های  𝑓(𝑖)رود ام می  1

 توانسته باشد.شده است که به صورت بازگشتی جمع نقاط مجازی است که گام قبل می ممکن رسیدن به آن نوشته
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