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 ٢٦/١١/١٣٩١زمان برگزاری:   ۱کد سؤالات: 

 

٦ از ١ ةصفح

پاسخ درست بـه   کوتاه است. و پاسخ یا نهيگز آزمون به دو شکل پنج نيا یها سؤالآموز عزيز،  دانش
پاسخ  ینمرة منفي دارد ول ١ یا نهيگز پاسخ غلط به هر سؤال پنج نمرة مثبت دارد. ٤هر دو نوع سؤال 

ل مشابه و شامل پنج نامه در مورد هر دو نوع سؤا پاسخ کوتاه نمرة منفي ندارد. پاسخ یها غلط به سؤال
 توانيد يک رقم از ارقام صفر تا نه را بنويسيد. مکان خالی است که در هر کدام می

است. شما بايد ارقام قسمت صحيح  ١٠٠٠٠٠تر از  و کمعددی نامنفی  ،کوتاه های پاسخ جواب سؤال
د شما بايد در مقابل بو ٧٣/٦٩٥٠نامه بنويسيد. به عنوان مثال اگر پاسخ سؤالی  آن را جداگانه در پاسخ

 نامه، چنين چيزی بنويسيد: شمارة سؤال در پاسخ

0  5  9  6    
ای شمارة گزينة درست را در مستطيل سمت راست بنويسيد. مثلاً اگر  گزينه پنج های در مورد سؤال

 بنويسيد:نامه، چنين چيزی  درست است بايد در مقابل شمارة سؤال در پاسخ ٣گزينة شمارة 

3          
هم ايرادی نـدارد  » 6«به شکل  ٦های بالا بنويسيد؛ حتی نوشتن رقم  يست کاملاً شبيه نمونهلازم ن

وجـه از   علاوه بـه هـيچ   ولی رقم صفر را کوچک و رقم پنج را بزرگ بنويسيد تا با هم اشتباه نشوند و به
ارقـام را داخـل    با رنگ سياه يا آبی، خوانا و پررنگ بنويسيد. هر يـک از  ارقام انگليسی استفاده نکنيد.

يک کادر بنويسيد. اگر از مداد استفاده کنيد، پاک کردن برايتان مقدور است ولی از مداد اتود، که اثـر  
 رنگ و نازک است، استفاده نکنيد. آن کم
 

ها به صورت  مأمور آمار، يک سرشماری در شکرستان انجام داده است. فراوانی نسبی تعداد خانواده .١
 زير است:

 
 
 

 کنند؟ نفری زندگی می ۲های  چند درصد از مردم، در خانواده

 ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ضای خانوادهتعداد اع
 ۲۰ ۱۰ ۳۰ ۳۰ ۱۰ درصد

 

aترين مقدار  کم .٢
b

2
 در مجموعة زير چند است؟ 

 ( , ) | , ,( )( ) ,a b a b a b ab b    1 1 0 
 
های آن تکرار نشده باشد  ز رقمکدام ا وجود دارد که هيچ ۴و  ۳، ۲، ۱عدد چهار رقمی با ارقام چند  .٣

 ؟پذير باشد (يا هر دو) بخش ٣يا  ٢و مجموع هر دو رقم متوالی آن بر 
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٦ از ٢ ةصفح

 
 BCو  ADو طول دو ساقِ  ۴برابر  ABطول ضلع  ABCDالساقين  در ذوزنقة متساوی .٤

محل برخورد دو قطر ذوزنقه باشد،  Eدرجه است. اگر  120نيز برابر  ABCاست. زاوية  ۲برابر 

BEنسبت 
DE

 برابر است با: 

۱ (2
2

 ۲ (3 1 ۳ (3
3

 ۴ (5
9

 ۵ (2
3

 

 
به ما  ۵*۵و  ۴*۴، ۳*۳، ۲*۲، ۱*۱تعدادی مُهر مربعی شکل با ابعاد  .٥

توانيم يک مُهر را آغشته به رنگ کرده و  در هر مرحله می داده شده است.
رو آن را رنگ کنيم به طوری که  روبه سپس با کوبيدن آن روی نقشة

کم چند بار بايد مُهر روی  تمامی سطح مهر درون نقشه قرار گيرد. دست
های کوچک يک  نقشه بکوبيم تا همة جای نقشه رنگ شود؟ (ضلع مربع

 واحد است.)

 

         
         
         
         
         
         
         
         
         

 
)چند زوج مرتب  .٦ , )x y کند؟ زير صدق می از اعداد حقيقی، در دستگاه معادلات 

x y xy

xy x y

     

2 2 30
11

 

 
کيلومتری از  256ای که ماهوارة اميد در ارتفاع  در لحظه .٧

دورترين نقطة روی ماهواره تا سطح زمين قرار داشته، فاصلة 
توانسته آن را ببيند چند کيلومتر بوده است؟  زمين که می
 کيلومتر در نظر بگيريد.) ۶۳۷۰ای به شعاع  (زمين را کره

 
 
)چند چهارتايی  .٨ , , , )a b c d ؟کنند های زير صدق می از اعداد طبيعی در رابطه 

, , , .b c d aa cd b da c ab d bc    
 نهايت ) بی٥ ٨) ٤ ٦) ٣ ٢) ٢ ١) ١
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٦ از ٣ ةصفح

توانيم آن  قرار دارد و در هر قدم می Sای ابتدا در خانة  رو، مهره در شکل روبه .٩
که از  جا کنيم، بدون اين های بالا، چپ و راست يک خانه جابه را در يکی از جهت

ای  رنگ شود. اگر بخواهيم از هيچ خانه های سياه جدول خارج شود يا وارد خانه
توان مهره را به خانة  ک مرتبه عبور نکنيم، به چند روش مختلف میبيش از ي

E رساند؟  

   E  
     
     
     
     
     
    S 

 
توان انتخاب کرد که ضرب هر دوتايی از  می ١٣٩١تا  ١حداکثر چند عدد از ميان اعداد طبيعی  .١٠

 ؟ها مربع کامل باشد آن
 

^شود:  به اين صورت تعريف می ^عمل  bو  aدو عدد طبيعی  برای .١١ ba b a عمل .  نيز
 شود به شکل زير تعريف می

( (( ^ )^ )^ ^ )a b a a a a    
aمرتبه ظاهر شده است. در اين صورت  a ،bراست،  که در عبارت سمت b :برابر است با 

۱ (
a

a
a



 ۲( ab ۳( aba ۴( baa
1 ۵ (abab 

 
 ABبر هم عمود هستند. اگر طول اضلاع  Cو رأس  Bهای نظير رأس  ، ميانهABCدر مثلث  .١٢
 چه قدر است؟ BC. طول ضلع باشد ۲۲و  ۱۹به ترتيب  ACو 
 

سلطان شکرستان در نظر دارد که يک  .١٣
شهر  ۵گردی بين شکرستان و  تور جهان

های شمالی،  ديگر برقرار کند: نمکستان
جنوبی، شرقی، غربی و پشتی! (در شکل، 
نمکستان پشتی، در پشت کره است!). هر 

شهر نزديکِ خود خط  ۴شهر تنها به 
توان توری  وايی دارد. به چند صورت میه

طراحی کرد که ابتدا و انتهای آن 
شکرستان باشد و از شهرهای ديگر دقيقاً 

  يک بار بگذرد؟

۱ (۱۶ ۲ (۲۰ ۳ (۳۲ ۴ (۴۰ ۵ (۴۸ 
 

 شکرستان

نمکستان 
 پشتی

 نمکستان شمالی

نمکستان 
 غربی

نمکستان 
 شرقی

 نمکستان جنوبی
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٦ از ٤ ةصفح

f:به تابع  .١٤   تابعی ،n ای  گوييم اگر برد آن مجموعه می مقداریn  عضوی باشد. اگر
f  وg  به ترتيبn  وm  مقداری باشند. توابعf g ،f g  وf g به ترتيب حداکثر ،

 ؟هستندچند مقداری 
۱ (mn ،mn  وmin( , )m n. ۲ (mn ،m n  وmax( , )m n. 
۳ (m n ،mn  وmn. ۴ (m n ،mn  وmn. 
۵ (max( , )m n ،mn  وmn.  
 
ABCD) ،Aالزاوية  در ذوزنقة قائم .١٥ D     90 ،(M  وسط ضلعBC  است. فرض

کند. اگر  قطع  Yو  Xرا در  ADخط  ، درونِ پاره MBو شعاع  Mکنيد دايره به مرکز 
AB  های  خط باشد. طول پاره rو  p ،qبه ترتيب  DAو  BC ،CDهای  خط و طول پاره 1

AX  وAY های کدام معادلة زير هستند؟ ريشه 
۱ (x px q 2 ۲ (x rx q 2 ۳ (x px q 2 
۴ (qx rx p 2 ۵ (px qx r 2  
 

,جمع صورت و مخرج چند تا از کسرهای  .١٦ , ,
1 2 90
90 90 90

 پذير  بخش ٣، بعد از ساده کردن بر

 ؟است
 

زندگی » چارزا«ای باکتری به نام  های يک شبکة مربعی نامتناهی، گونه در خانه .١٧
زمان زندگی کنند. بعد از يک  توانند هم ند. در هر خانه هر تعداد چارزا میک می

ساعت هر چارزا به چهار چارزا تقسيم شده و هرکدام به يکی از چهار خانة مجاور 
رود. اگر در ابتدا فقط يک چارزا وجود داشته باشد، بعد از شش ساعت چند  می

يک رأس مشترک دارد؟ (به طور  ای است که با خانة ابتدايی فقط چارزا در خانه
دقيقاً مثال پس از يک ساعت فقط در هر کدام از چهار خانة مجاور خانة آغازی، 

 خواهد داشت.) وجود چارزايک 

  

     
     
  

 
  

     
     

     
    
  

 
 

  
 

  
     

 
دوی اعضای آن،  ب دوبهچند زيرمجموعة چهار عضوی از اعداد حقيقی مثبت وجود دارد که ضر .١٨

برابر مجموعة  , , , , ,2 8 9 32 36  شود؟ 144
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 ٢٦/١١/١٣٩١زمان برگزاری:   ۱کد سؤالات: 

 

٦ از ٥ ةصفح

f:تابع  .١٩   گونه تعريف شده است که  اين( )f 1 nو برای  1  به  nاگر تجزية  1

krrعوامل اول به صورت 
kn p p 1

1  گاه  باشد، آن( ) kpp
kf n r r 1

1  کدام درست است؟ .
)ip ها اعداد اول متمايزند وir(.ها اعداد طبيعی هستند 
١ (f .پوشا است 
٢ (f ت.يک اس به يک 
 است. fعضو برد  abگاه  باشند، آن fعضو برد  bو  a) اگر ٣
)، nو  m) برای هر دو عدد طبيعی ٤ ) ( ) ( )f m f n f mn. 
)، nو  m) برای هر دو عدد طبيعی ٥ ) ( ) ( )f m f n f mn. 
 
چرخی به شعاع ده متر از مرکز به وسيلة محوری به زمين متصل  .٢٠

ای به  لهتواند آزادانه حول آن محور بچرخد. مي شده، طوری که می
 60طول ده متر به شکل مماس به چرخ متصل شده است. اگر چرخ 

 یاز رو لهيم نيکه ا يیها به مساحت نقطه نهيگز نيتر کينزدبچرخد، 
(شکل وضعيت (بر حسب متر مربع) کدام است؟  کند، یها عبور م آن

 دهد.) ميله در ابتدا، انتها و سه لحظة بينی را نشان می

۱ (٢٠ ۲ (٣٠ ۳ (٤٠ ۴ (٥٠ ۵ (٦٠ 
 
دنبالة  .٢١ na خواه  با دو عدد حقيقی دلa1  وa2 های بعدی آن از رابطة  شود و جمله شروع می

 max ,n n na a a   2 1 1 aآيند. اگر  میدست  به 1 100 ترين مقدار  ، بيش100

 چند است؟ a1ممکن برای 
 

3 یاحسان و حسام در جدول .٢٢ کنند. در اين بازی هر  بازی می مطابق شکل، با هم مهره 2
خالی جدول قرار دهد يا يکی از  های تواند يک مهره در يکی از خانه کس در نوبت خودش می

های موجود را به خانة سمت راستش يا خانة بالايش منتقل کند، البته اگر آن خانه  مهره
باشد. بازنده اولين کسی است که نتواند حرکتی انجام دهد. احسان برای شروع بازی در خالی 
 بازی را ببرد؟ شده، مهره را قرار دهد تا بتواند گذاری های شماره يک از خانه کدام

 
۱  
۲ ۳ 

 ۴ 

۱ (۱ ۲ (۲ ۳ (۳ ۴ (۴ 
 تواند طوری بازی کند که برنده شود. ) در هر کدام از اين چهار حالت، حسام می۵
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٦ از ٦ ةصفح

xبا شرط ، ١٠٠تر يا مساوی  های معادلة زير در اعداد طبيعی کوچک تعداد جواب .٢٣ y را بيابيد. 

( , ) [ , ].x y xy x y x y  2 2 
)منظور از  , )x yترين مقسوم عليه مشترک  ، بزرگx  وy  و منظور از[ , ]x y ترين مضرب  کوچک
 است. yو  xمشترک 

 
در يک چندضلعی که » ناجور«ز يک ضلعِ منظور ا .٢٤

کنند، ضلعی است که دو  ديگر را قطع نمی اضلاع آن يک
ضلعِ مجاورش در دو طرف خط شامل آن قرار دارند. 

 DEو  CDهای  رو تنها ضلع ضلعی روبه مثلاً در پنج
ثر چند ضلع ضلعی حداک ۱۳۹۱ناجور هستند. يک 

  تواند داشته باشد؟ ناجور می
 
 شود؟ دايره رسم شده است. سطح اين کره حداکثر به چند ناحيه تقسيم می ۴ای،  روی سطحِ کره .٢٥
۱ (۱۳ ۲ (۱۴ ۳ (۱۵ ۴ (۱۶  ۵ (۱۷ 
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  به نام او

  ۱۳۹۱المپياد رياضی کشور، سال  حل سؤالات مرحله اول سی و يکمين راه

 

  :شود گونه محاسبه می ال اينؤپس پاسخ س! کنند نفر زندگی می nنفری،  nی  ؛ توجه کنيد که در يک خانواده ۵: پاسخ  - ۱
ଶൈ۱۰

۲ൈ۱۰ା۳ൈ۳۰ା۴ൈ۳۰ା۵ൈ۱۰ା۶ൈ۲۰ ൌ
۲۰
۴۰۰ ൌ ٪۵	

  

ቀa؛  ۴: پاسخ  - ۲ ൅ ۱ቁ ቀb ൅ ۱ቁ ൌ ab ⇒ ab ൅ a ൅ b ൅ ۱ ൌ ab ⇒ a ൌ െቀb ൅ ۱ቁ پس اکنون داريم که  

ୟ۲

ୠ
ൌ

ቀୠା۱ቁ
۲

ୠ
ൌ ۲൅ b ൅

۱
ୠ

   

۲൅: نامساوی حسابی هندسی داريم استفاده ازبا و  b ൅
۱
ୠ
൒ ۲൅ ۲ටb ൈ

۱
ୠ
ൌ aو اين مقدار با قرار دادن  ۴ ൌ െ۲  و

b ൌ 	.آيد به دست می ۱

  

 .قرار گيرد ۲و  ۳اند کنار اعداد تو تنها می ۱عدد . قرار گيرد ۱تواند کنار عدد  تنها می ۳؛ توجه کنيد که عدد  ۲: پاسخ  - ۳
 ۴و  ۳با اين توضيحات اعداد  . قرار گيرد ۲تواند کنار عدد  تنها می ۴و عدد  قرار گيرد ۱و ۴ هایتواند کنار عدد تنها می ۲عدد 
اکنون با . گاه چهارم است گاه اول و ديگری در جای ها در جای رقم دوم يا سوم قرار گيرند، پس يکی از آنتوانند به عنوان  نمی

  .۴۲۱۳و  ۳۱۲۴ :در کل دو عدد خوب داريمفهميم که  اندکی بررسی می

	

الزاويه، ضلع  قائمجايی که در مثلث  از آن. ناميم می Yو  X به ترتيب را CDبر خط  Bو  A؛ عمود وارد از نقاط  ۵: پاسخ  - ۴
ی  طبق قضيه .است ۶ = ۱ + ۴ + ۱برابر  CDپس . هستند ۱برابر  DXو  CYپس  ،درجه نصف وتر است ۳۰ ی	مقابل به زاويه

୆୉دانيم  می تالس

ୈ୉
ൌ

୅୆

େୈ
شده برابر  پس مقدار خواسته 

۴
۶ ൌ

۲
	.است ۳
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تا است و پس از پوشانده شدن شکل،  ۲۰ها  تعداد اين گوشه. را در نظر بگيريد )نقاط قرمز(های تيز شکل ؛ گوشه ۹: پاسخ  - ۵

تا گوشه را بپوشاند،  ۴تواند  که می ۵×۵توجه کنيد که به جز مهر مربعی . شوند ها، توسط رئوس مهرها پوشانده می اين گوشه

ی  موجب رنگی شدن خانه ۵×۵يک بار مهر  ی بيش از همچنين استفاده. گوشه را بپوشانند ۲توانند  حداکثر می مهرهاديگر 

پس اگر ). در جدول داريم ۵*۵چون تنها يک راه برای قرار دادن يک مهر (گردد جديدی نمی n بار از مهرها استفاده کنيم  

از  پوشانده شدههای  تعداد گوشه ۴ ൅ ۲ሺn െ ۱ሻ پس  ،باشد ۲۰اين مقدار بايد حداقل . بيشتر نيست  n در . است ۹حداقل  

.مهر برای اين کار کافی نيز هست ۹بينيم که  شکل می 	

	

  

  

  

  

  

y؛ توجه کنيد که  ۴: پاسخ  - ۶ ് െ۱ گيريم که  زيرا در غير اين صورت با توجه به عبارت دوم نتيجه میെ۱ ൌ ۱۱  .

ቀx: اکنون با استفاده از عبارت دوم، داريم که ൅ ۱ቁ ቀy ൅ ۱ቁ ൌ ۱۲ ⇒ x ൌ
۱۲
୷ା۱ െ ۱ ൌ

۱۱ି୷
୷ା۱ گذاری  با جایx  در

  :عبارت اول داريم 

൭
۱۱െ y

y ൅ ۱
൱

۲

y ൅
۱۱െ y

y ൅ ۱
y۲ ൌ ۳۰ ⇒

۱۱െ y

y ൅ ۱
y ൭

۱۱ െ y

y ൅ ۱
൅ y൱ ൌ ۳۰ ⇒ ൭

۱۱െ y

y ൅ ۱
൱yቌ

۱۱൅ y۲

y ൅ ۱
ቍ ൌ ۳۰ 

⇒ ቀ۱۱െ yቁ ቀ۱۱൅ y۲ቁ y ൌ ۳۰ ቀy ൅ ۱ቁ
۲
⇒ ۱۲۱y െ ۱۱y۲ ൅ ۱۱y۳ െ y۴ ൌ ۳۰y۲ ൅ ۶۰y ൅ ۳۰ 

						⇒ y۴ െ ۱۱y۳ ൅ ۴۱y۲ െ ۶۱y ൅ ۳۰ ൌ ۰ 

	.جواب داريم ۴پس . است ۵ و ۳ ،۲ ،۱برابر  ای به دست آمده جملههای چند يشهر
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از صورت پس . شکل زير تفسير کرد مانندال را ؤتوان صورت س می؛  1824: پاسخ  - ۷
XC : که داريمال ؤس ൌ ۲۵۶	, OC ൌ OD ൌ را  XAال از ما طول ؤو س ۶۳۷۰

	:داريم ܺی  نقطهی قوت  طبق رابطه. خواهد می

 XA۲ ൌ XC. XD ൌ ۲۵۶ ൈ ቀ۲ ൈ ۶۳۷۰൅ ۲۵۶ቁ  پسXA ൌ ۱۸۲۴.  

  

. است برای مسئله يک جوابخود برابر يک باشد، تمام اعداد يک هستند و اين  dيا  cيا  bيا  a؛ اگر يکی از  ۲: پاسخ  - ۸
: رب سه رابطه داريمضاز . اند ۲تر مساوی  کنيم اين اعداد همگی بزرگ ها هستيم پس فرض می اکنون به دنبال ديگر جواب

aୠbୡcୢdୟ ൌ a۲b۲c۲d۲ خواهيم داشت هستند ۲تر مساوی  بزرگ چهار عدد مسئله ی ولی چون فرض کرديم همه :

aୠbୡcୢdୟ ൒ a۲b۲c۲d۲. اين نيز يک جواب . هستند ۲است و در نتيجه تمام اعداد  پس اکنون حالت تساوی رخ داده
  .جواب داريم ۲پس در کل . درست است

  

با شروع حرکت  را Eی  های رسيدن به خانه تعداد راهکنيم و روی هر خانه  شروع می بالايیهای سطر    از خانه؛  ۹۶۰: پاسخ  - ۹
را  يیهايی از سطر بالا ، خانهX ی خانه برایاگر . دهيم همين کار را برای سطرهای پايينی هم انجام می. نويسيم می از آن خانه

ی  با شروع حرکت از خود خانه(Eبه  Xاز  های رسيدن راه  تعداد ها رفت، طبق اصل جمع به آن Xاز  توان در نظر بگيريم که می
X ( به  آن خانههای بالايی  خانههای رسيدن از  مجموع تعداد راهبرابرE ۹۶۰آيد و جواب  پس شکل زير به دست می. است 

   .است

    :ܧ۱  ۱  ۱  
۳  ۳  ۳  ۳    
۱۲  ۱۲  ۱۲  ۱۲  ۱۲  
  ۴۸  ۴۸  ۴۸  ۴۸  
۴۸  ۴۸    ۹۶  ۹۶  
  ۲۴۰  ۲۴۰  ۲۴۰  ۲۴۰  
۹۶۰  ۹۶۰  ۹۶۰  ۹۶۰  ۹۶۰	ܵ:  
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a۱؛ فرض کنيد که  ۳۷: پاسخ  -۱۰ ൏ a۲ ൏ a۳ ൏ a۴ ൏ ⋯ ൏ ܽ୬  و  را هستندويژگی سوال را دااعدادی باشند که

a۱ فرض کنيد ൌ Xb۱
۲
 کهکنيد اکنون توجه . است) پذير نيست يعنی بر هيچ مربع کاملی بخش(عددی خالی از مربع Xکه  .

i	برای هر توان نتيجه گرفت که  میال ؤطبق ادعای س ൒ ۲ :a୧ ൌ X ൈ b୧
تر از ا و  ها اعداد متمايز بزرگb୧ و چون. ۲

ඌට۱۳۹۱ඐپس تعداد کل اعداد حداکثر  هستند ට۱۳۹۱تر مساوی  کوچک ൌ ۱عدد  ۳۷حال توجه کنيد که . است ۳۷
۲

و  

۲
۲

۳۷و ... و  
۲

  .است ۳۷پس جواب سوال  .کنند در شرايط سوال صدق می 

  

ሺx୷ሻ୸؛ کافی است توجه کنيد که  ۴: پاسخ  -۱۱ ൌ x୷ൈ୸ توان نشان داد که مقدار مورد نظر  پس به سادگی و با استقرا می

aୟبرابر 
ౘష۱

  .است 

  

نسبت  اب BGCو  MGNکنند، دو مثلث  قطع میها يکديگر را به نسبت يک به دو  ؛ با توجه به اين که ميانه ۱۳: پاسخ  -۱۲

MNيک به دو متشابه اند پس  ൌ ୆େ

  :داريم با استفاده از قضيه فيثاغورسحال . ۲

MC۲: داريم NBو  MCحال با جايگذاری مقادير  ൅ NB۲ ൌ ۱۱۲
൅ ൬

۱۹
۲ ൰

۲
ൌ

۴۸۴ା۳۶۱
۴ ൌ

۸۴۵
برابر  BC۲مقدار پس  ۴

۴
۵ ൈ

۸۴۵
۴ ൌ   .است ۱۳برابر  BCخواهد بود و بنابراين   ۱۶۹
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را حساب » نمکستان شمالی«به » شکرستان«رسيدن از  های تعداد راهها، »نمکستان« ؛ به علت تقارنِ ۳۲: پاسخ  -۱۳
های  راهتمام  رسيم که ساده به اين نتيجه می کاملاً  بندی با حالت. له خواهد بودأر اين عدد جواب مسکنيم و چهار براب می

  .حالت داريم ۳۲پس . نمايش داده شده در شکل زير هستند )دار جهت( راه ۸ دقيقاً موجود

  .) بندی را انجام داد که نمکستان پشتی شهر چندم سفر است، حالت اينتوان برحسب  می(

  

  

  

,a۱اعداد  fفرض کنيد برد  ؛ ۱: پاسخ  -۱۴ a۲, … , a୬   و بردg  اعدادb۱, b۲, … , b୬ جمع حداکثر  برد حاصل. باشند

a୧تواند اعداد  می ൅ b୨ሺi ൑ n, j ൑ mሻ  گونه باشد تواند اين حداکثر میباشد و مثال برای اين :f  تابعی است که به اعداد
	 ، xتابعی است که به عدد طبيعی  g. دهد ی اعداد صفر می دهد و به بقيه را اختصاص می nها به  آن ی مانده باقی ،طبيعی

nی مانده برابر باقی ቔ
୶

୬
ቕ در تقسيم بر m 	توان ديد که  به سادگی می .دهد ی اعداد صفر می دهد و به بقيه را اختصاص میmn 

  .عدد متمايز خواهيم داشت

a୧تواند اعداد  برد حاصل ضرب حداکثر می ൈ b୨ሺi ൑ n, j ൑ mሻ گونه باشد تواند اين باشد و مثال برای اين حداکثر می :f 
تابعی  g. دهد ی اعداد يک می دهد و به بقيه را اختصاص می nها به  آن ی مانده تابعی است که به اعداد طبيعی دو به توان باقی

ቔ ی مانده برابر باقیn	، دو به توان  xاست که به عدد طبيعی 
୶

୬
ቕ در تقسيم بر m 	ی اعداد يک  دهد و به بقيه را اختصاص می

  .عدد نيز متمايز اند mnتوان ديد که اين  به همان سادگی می. دهد می

fاست پس خروجی  عضوی f ، mتابع  برددر مورد ترکيب توابع چون   ∘ g نيز	حداکثر  m تابع از طرفی چون . عضو داردg 
fخروجی دارد پس  nحداکثر  ∘ g تواند بيش از  نيز نمیn حداکثر اعضای برد پس . خروجی داشته باشدminሼm, nሽ است .

 gچنين  هم. دهد را نسبت می ۱ی اعداد  خودشان و به بقيه nتا  ۱به اعداد  f: ين باشد که تواند ا برای اين حالت يک مثال می
توان ديد که اين مثال حداکثر ادعا شده را  به سادگی می .دده را نسبت می ۱ی اعداد  خودشان و به بقيه mتا  ۱به اعداد 

	.است ۱ی  پس جواب گزينه .دهد می 
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AX: قوت داريم  ی از رابطه؛  ۲: پاسخ  -۱۵ ൈ AY ൌ AB ൈ AT ൌ ۱ ൈ DC ൌ q  از طرفیAX ൌ YD پس :
AX ൅ AY ൌ AY ൅ YD ൌ AD ൌ r  و چونሺx െ AXሻሺx െ AYሻ ൌ x۲ െ ሺAX ൅ AYሻx ൅ AX ൈ AY  پس

x۲پاسخ سوال  െ rx ൅ q است.  

  

  

  

  

در صورت و مخرج کسر متفاوت باشد، بعد از ساده کردن دقيقاً يکی از  ۳اگر تعداد عوامل  دقت کنيد که ؛ ۳: پاسخ  -۱۶
پس تنها  .باشد بخشپذير ۳بر  تواند نمی ها در نتيجه حاصل جمع آنپذير است و ديگری نيست و  بخش ۳صورت و مخرج بر 

୬اين کسرها  بعد از ساده کردن به شکل . دارد ۳ها دو عامل  بايد کسرهايی را بررسی کنيم که صورت آن

بر  ݊آيد که  در می ۱۰

ويژگی مورد نظر را تغيير بخشپذير نيست  ۳ضرب صورت و مخرج کسر در عددی که بر دقت کنيد که . پذير نيست بخش ۳
2بينيم که تنها سه کسر  با بررسی اين کسرها می. بررسی شوند پس کافی است اين کسرها دهد نمی

10 ،=5 1
10 8=و  2 4

10 5 
  . است ۳پس پاسخ مسئله برابر . اين خاصيت را دارا هستند

  

. شود مبدأ به آن خانه نوشته می از nهای به طول  گشتتعداد  ،، روی هر خانهnتوجه کنيد که در مرحله ؛  ۳۰۰: پاسخ  -۱۷
های به  تعداد دنباله اين معادل شمارش. حساب کنيمرا ) ۱,۱(ی  های از مبدأ به خانه گشتپس برای حل سوال بايد تعداد 

Uاست که  Lو   ،D	U،Rاز حروف  ۶طول  ൌ D ൅ R	و	۱ ൌ L ൅ توجه . برابر شش است ها جمع آن به علاوه حاصل  و ۱
  . حالت داريم سهپس . گر بالا و راست و پايين و چپ هستند نمايش Lو   D	R،	U ، کنيد که حروف

L .۱حالت  ൌ ۰, R ൌ ۱, D ൌ ۲, U ൌ ها برابر  در اين حالت تعداد دنباله ۳
۶!

۰!۱!۲!۳! ൌ    .است ۶۰

L. ۲حالت  ൌ ۱, R ൌ ۲, D ൌ ۱, U ൌ ها برابر  در اين حالت تعداد دنباله ۲
۶!

۱!۲!۱!۲! ൌ   .است ۱۸۰

L .۳حالت  ൌ ۲, R ൌ ۳, D ൌ ۱, U ൌ ها برابر  در اين حالت تعداد دنباله ۰
۶!

۲!۳!۰!۱! ൌ   .است ۶۰

۶۰൅پس در کل   ۱۸۰ ൅ ۶۰ ൌ   .حالت داريم ۳۰۰
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pفرض کنيد اعداد ما ؛  ۲: پاسخ  -۱۸ ൏ ݍ ൏ ݎ ൏ pq: داريم. باشند ݏ ൏ ݎ݌ ൏ ,ݏ݌ ݎݍ ൏ ݏݍ ൏ پس دو حالت  ݏݎ
  :داريم

pq: ۱حالت   ൌ ۲, pr ൌ ۸, ps ൌ ۹, qr ൌ ۳۲, qs ൌ ۳۶, rs ൌ   : ين حالت با تقسيم روابط داريم کهدر ا ۱۴۴

pqو با توجه به اين که  ൌ pپس  ۲ ൌ
۱
۲ට۲ و در	نتيجه  q ൌ ۲ට۲  ، r ൌ ۸ට۲   وs ൌ ۹ට۲  .  

pq: ۲حالت  ൌ ۲, pr ൌ ۸, qr ൌ ۹, ps ൌ ۳۲, qs ൌ ۳۶, rs ൌ   :در اين حالت با تقسيم روابط داريم که ۱۴۴

pqو با توجه به اين که  ൌ pپس  ۲ ൌ
۴
q و در نتيجه  ۳ ൌ

۳
۲  ، r ൌ sو   ۶ ൌ ۲۴ .  

  .ها درست هستند و توجه کنيد که هر دوی اين جواب

  

  ؛ ۳  :پاسخ  -۱۹

p୧	از آنجايی که هميشه:  ۱ ی مثال نقض برای گزينه ൒ ۲	، f باشد ۲تواند  هيچ عددی نمی.  

f:  ۲ ی مثال نقض برای گزينه ቀ۳ቁ ൌ ۱ ൌ f ቀ۲ቁ . پسf يک به يک نيست.  

m:  ۴ ی مثال نقض برای گزينه ൌ ۴, n ൌ ۸ ⇒ f ቀ۴ቁ f ቀ۸ቁ ൌ ۴ ൈ ۹ ൌ ۳۶ ൐ ۲۵ ൌ f ቀ۳۲ቁ	  

m:  ۵ ی مثال نقض برای گزينه ൌ ۲, n ൌ ۲ ⇒ f ቀ۲ቁ f ቀ۲ቁ ൌ ۱ ൈ ۱ ൌ ۱ ൏ ۴ ൌ f ቀ۴ቁ	  

ست و اعداد ا r୧ ،p୧زيرا توان هر  تواند از يک عامل اول تنها يکی داشته باشد خروجی تابع نمی:  ۳ی  درستی گزينه دليل
به شکل  اعداد يعنیکنيم که اين شرط کافی نيز هست  ادعا می حال .بزرگتر مساوی دو هستند ،)ها p୧(اول

pଵ
୰భpଶ

୰మ … p୩
୰ౡ 	ቀr୧ ൒ ۲ቁ  فرض کنيد بخواهيم خروجی تابع عدد :اثبات ادعا .هستنددر برد دقيقا 

pଵ
୰భpଶ

୰మ … p୩
୰ౡ 	ቀr୧ ൒ ۲ቁ و  ۲از  نامنفیتوان به صورت جمع مضارب  را می ۲توجه کنيد که هر عدد بزرگتر مساوی . باشد

r୧پس فرض کنيد  نوشت ۳ ൌ ۲a୧ ൅ ۳b୧ . ۲اکنون توجه کنيد که خروجی تابع برای
୮భ
౗భ୮మ

౗మ…୮ౡ
౗ౡ

۳
୮భ
ౘభ୮మ

ౘమ…୮ౡ
ౘౡ

برابر  
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p୩
۲ୟభା۳ୠభ

pଶ
۲ୟమା۳ୠమ

… p୩
۲ୟౡା۳ୠౡ همچنين چون اعداد معرفی شده نسبت به . است که اين همان مقدار مورد نظر است

  .درست است ۳ی  اند، گزينه ضرب بسته

  

کند و در نهايت يک دور کامل  ميله هر بار مقدار ثابتی را جارو می درجه بچرخانيم، ۶۰بار  ۶اگر چرخ را ؛  ۴: پاسخ  -۲۰

 ۱۰۰ای به شعاع  درون اين دايره، دايره. ايجاد خواهد شد ۱۰۰ට۲ی بزرگی به شعاع  درجه چرخش، دايره ۳۶۰پس از . زند می
	پس مساحت جارو شده برابر .شود است که خود چرخ بوده و در نتيجه جارو نمی

درجه  ۶۰پس مساحت جارو شده پس از طی  .بار چرخش است ۶حال توجه کنيد که اين مساحت برای . است
۳۱۴
ست و ا ۶

  .است ۵۰عدد صحيح به اين مساحت  نزديکترين

  

a୬ା۲دانيم  می؛  ۵۲: پاسخ  -۲۱ ൌ max	ሼa୬ା۱ െ ۱	, a୬ ൅ ۱ሽ  پسa୬ ൑ a୬ା۲ െ با چند بار استفاده از اين . ۱
a۴: رابطه داريم ൑ a۶ െ ۱ ൑ a۸ െ ۲ ൑ ⋯ ൑ a۱۰۰ െ ۴۸ ൑ ۵۲ .a۴ ൌ max	ሼa۳ െ ۱, a۲ ൅ ۱ሽ  پسa۳ ൑ ۵۳ 

a୬و چون  ൑ a୬ା۲ െ a۱پس  ۱ ൑ a۳ െ ۱ ൑ حال . است ۵۲تر مساوی  پس ثابت کرديم که اولين عضو دنباله کم. ۵۲
a۲୬ା۱: آوريم برای اين کران بالا مثال می ൌ ۵۲ ൅ n  وa۲୬ ൌ ۵۱൅ n.  

  

اين الگوريتم را برای  اثبات ادعابرای . تواند بازی را ببرد کنيم که احسان هر گونه بازی کند حسام می ؛ ادعا می ۵: پاسخ  -۲۲
  ).توان نوعی تقليد دانست اين الگوريتم را می. (دهيم حسام ارايه می

ی  ای که کنار مهره ای را بالا برد، مهره کنار آن مهره قرار بده و اگر احسان مهره ای ای قرار داد، مهره اگر احسان مهره: الگوريتم 
پس . شوند خالی می پر و يا کاملاً يا کاملاً سطرهاحسام،  پس از هر حرکت الگوريتمبا اين . حرکت داده شده بود را بالا ببر

يک خانه از يک بايد و يا  تواند الگوريتم را اجرا کند که حسام می پر کند احسان در هنگام حرکتش يا بايد يک سطر را نيمه
تواند طبق الگوريتم حرکت خود را  و در اين حالت نيز حسام می بردب )به سطر تمام خالی بالايی(سطر پر را يک واحد بالا

بعدی  احسان، حسام يک حرکت تضمين شده دارد که وضعيت بازی را مناسب برای حرکات پس برای هر حرکت .انجام دهد
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! اين فرد حسام نيست پس احسان است. ماند شود پس در نهايت کسی بدون حرکت می چون بازی بالاخره تمام می. کند می
  .برد پس حسام بازی را می

 

	:پس داريم. گيريم می dبر  yو  xرا حاصل تقسيم  ′yو  ′x. گيريم می dرا برابر  yو   xم .م.ب؛  ۱۰: پاسخ  -۲۳

x۲ ൅ y۲

yو چون  ൒ x ⇒ yᇱ ൒ xᇱ  پسሺdxᇱ െ yᇱሻ ൌ ۰ ⇒ yᇱ ൌ dxᇱ  و چونx′  وy′ هستند، نتيجه  نسبت به هم اول
xᇱ گيريم می ൌ ۱	, yᇱ ൌ d. ها دقيقاً  پس جوابd وd۲  هستند ۱۰۰تا  ۱ی  ها در بازه تا از اين جواب ۱۰هستند که ها.	

	

» ناجور«ضلع  اين. ی داخلی داريم دو سر اين ضلع در چند ضلعی دو زاويه. يک ضلع را در نظر بگيريد؛  ۱۳۹۰  :پاسخ  -۲۴
در غير اين . درجه باشد ۱۸۰تر از   درجه و يکی از اين دو زاويه کم ۱۸۰تر از   است اگر و تنها اگر يکی از اين دو زاويه بيش
. ناجور داشت یِضلع۱۳۹۱توان  کنيم که نمی  ن ادعا میاکنو. گيرند  خط قرار می  صورت هر دو ضلع کناری در يک طرف پاره

فرد است اين موضوع  ۱۳۹۱درجه هستند و چون  ۱۸۰تر از   تر و بيش  کم زوايا يکی در ميان ناجور باشند، ها  عتمام ضلاگر  زيرا
  :را در زير مشاهده کنيد ۱۳۹۰مثال برای . امکان ندارد

	

۲کنيم حداکثر در  اضافه می م رااnُی  دايرههنگامی که ؛  ۱۴: پاسخ  -۲۵ ቀn െ ۱ቁ از . ها برخورد دارد نقطه با ديگر دايره
. کند اول دو ناحيه ايجاد می ی دايره پس .کند ها را زياد می ناحيه هايش کمانکنيم به تعداد  طرفی هر دايره که اضافه می

۲ی سوم حداکثر   دايره. کند  اضافه می ی جديد ی دوم دو ناحيه  دايره ൈ ۲ ൌ ی چهارم   دايره کند و  ايجاد میاضافه  ی  ناحيه ۴
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۲حداکثر  ൈ ۳ ൌ ۲൅پس در کل حداکثر  .کند ايجاد می ی جديد ناحيه ۶ ۲൅ ۴൅ ۶ ൌ توجه . خواهيم داشتناحيه  ۱۴
ناحيه  ۱۴سند و هيچ سه تايی در يک نقطه به هم نر که هر دوتايی متقاطع باشند دايره روی کره بگذاريم ۴کنيد هر گونه که 

	.خواهيم داشت
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