
ریاضی المپیاد دوره هشتمین اول مرحله�ی آزمون
کشور

١٣۶٩ ماه آذر برگزاری: زمان

١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان عباداله دکتر تألیف

تعریف زیر صورت به را Bn مجموعه�های باشند، دلخواه مجموعه�های . . . و An ،. . . ،A۲ ،A۱ اگر .١
می�کنیم.

Bn =


A۱ n =۱ اگر

An −
n−۱∪
i=۱

Ai n ⩾۲ اگر

.(n ̸= m) Bn ∩Bm =∅ کنید ثابت الف)

.
∞∪

n=۱
An =

∞∪
n=۱

Bn کنید ثابت ب)

رسم AB طول از کوچکتر شعاع به و A مرکز به دیگری دایرۀ می�گیریم. نظر در را (C ) دایرۀ از AB وتر .٢
عمودمنصف کنید ثابت کند، قطع P نقطۀ در را AB وتر و N و M نقاط در را (C ) دایرۀ تا می�کنیم

می�گذرد. ÙMB کمان وسط از BP

A

B

MN

P

(C)

شرط به است بخشپذیر k و . . . ،۲ ،۱ اعداد کلیۀ بر n! ،n ⩾ ۵ طبیعی عدد هر برای که دهید نشان .٣
]حداقل[ ۲n و n بین n ⩾۲ برای که (می�دانیم باشد. n از بزرگتر اول عدد کوچکترین k +۱ اینکه

دارد). وجود اول عدد یک

١



ریاضی المپیاد دوره هشتمین اول مرحله�ی آزمون
باشند: صادق زیر رابطه�های در که کنید تعیین را z و y ،x حقیقی اعداد همۀ .۴

x(۱+ y) = y(۱+ z) = z(۱+x)

می�کنند، وصل متناظر ارتفاعهای اوساط به را اضلاع اوساط که خطوطی مثلث، هر در کنید ثابت .۵
]همرسند[. متقاربند

کنید. ثابت چگونه؟ گرفت؟ نظر در را ]همرس[ متقارب خط سه هر ارتفاعها، جای به می�توان آیا

یک ثانیه هر که طوری به می�کند حرکت B نقطۀ سمت به A نقطۀ از متحرکی زیر شکل ۴×۴ شبکۀ در .۶
دیگری متحرک همچنین می�پیماید. برابر احتمال با چپ سمت به یا پایین سمت به را واحد مربع ضلع
بالا سمت به را واحد مربع ضلع یک ثانیه هر که طوری به است حرکت در A نقطۀ سمت به B نقطۀ از
احتمال نمایند، حرکت به شروع هم با متحرک دو هر اگر می�پیماید. برابر احتمال با راست سمت به یا

کنید. محاسبه را متحرک دو برخورد

A

B

کنید. تعیین را f (x) زیر تساوی از .٧

∀x ∈R− {−۱,۰,۱}, f

(
x −۱

x +۱

)
+ f

(
−۱

x

)
+ f

(
۱+x

۱−x

)
= x

،(۱⩽ k ⩽ n) k هر به�ازای و bi > ۰ ،a۱ ⩾ a۲ ⩾ · · ·⩾ an ⩾ ۰ اگر .٨

k∑
j=۱

a j ⩽
k∑

j=۱
b j

که کنید ثابت
n∑

i=۱
a۲

i ⩽
n∑

i=۱
b۲

i

٢ ٢از صفحه�ی
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کشور

١٣۶٩ ماه آذر برگزاری: زمان

١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان عباداله دکتر تألیف

داریم .m < n کنید فرض .١

Bn = An ∩ A′
۱∩ A′

۲∩ . . .∩ A′
m ∩ . . .∩ A′

n−۱

،x ∈
∞∪

n=۱
An اگر حال .

∞∪
n=۱

Bn ⊆
∞∪

n=۱
An نتیجه در و Bn ⊆ An ،Bm ∩Bn =∅ که است بدیهی

پس ،k =۱,۲, . . . ,n −۱ ،x ∈ A′
k پس ،x ∈ An که باشد طبیعی عدد کوچکترین n کنید فرض

بنابراین، و x ∈
∞∪

n=۱
Bn آنجا از .x ∈ Bn

∞∪
n=۱

An ⊆
∞∪

n=۱
Bn =⇒

∞∪
n=۱

Bn =
∞∪

n=۱
An

مثلث در حال می�گذرد. MB کمان وسط از که است. MP پاره�خط عمودمنصف M AP زاویۀ نیمساز .٢
M N B مثلث محیطی دایرۀ بر را یکدیگر MB ضلع منصف عمود و ∠M N B زاویه نیمساز M N B

MPB مثلث از MB و MP ضلع دو عمودمنصفهای پس است. MB قوس وسط که می�کنند، قطع
نقطه این از نیز BC سوم ضلع عمودمنصف نتیجه در می�کنند. قطع MB قوس وسط در را یکدیگر

می�گذرد.

است، مرکب j ،n < j < k +۱ هر برای حال . j | n! داریم j = ۱,۲, . . . ,n برای که است واضح .٣
عدد یک حداقل ۲n و n اعداد بین چون . j = ab که می�شوند یافت a,b ⩾ ۲ طبیعی اعداد یعنی
مشابه طریق به و j = ab > ۲n آنگاه b ⩾ ۲ چون ،a > n اگر ولی . j < ۲n پس دارد وجود اول
n و . . . ،٢ ،١ اعداد از مختلف عدد دو b و a آنگاه ،a ̸= b اگر حال .b ⩽ n و a ⩽ n پس ،b برای
، j = ab که باشند نداشته وجود b و a مانند متفاوتی عدد دو هیچ اگر اما . j = ab | n! پس هستند؛
.۴p ⩽ j < ۲n یعنی ، j = p۲ ⩾ ۴p آنگاه p ⩾ ۴ اگر است. اول p که j = p۲ صورت این در
اگر . j = p۲ | n! پس هستند. n و . . . ،٢ ،١ اعداد جزء ۲p هم و p هم یعنی .۲p < n پس
n پس نیست، اول عددی هیچ k +۱ و n بین چون .k +۱= ۱۱ نتیجه در و j = ۹ آنگاه p = ۳

پس n ⩾ ۵ چون و j = ۹ | ۸! و j = ۹ | ۷! صورت آن در که باشد ٨ یا ٧ به�صورت می�تواند فقط
اگر و j | n! ، j هر برای یعنی نیست امکانپذیر دیگری حالت بنابراین، .p > ۲ یعنی ،p۲ = j > ۵

است. واضح حکم n = k

١
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داریم .y ̸= −۱ کنیم فرض .z =−۱ و x =−۱ می�شود نتیجه باشد y =−۱ اگر .۴

x = y(۱+ z)

۱+ y
=⇒ y(۱+ z) = z

(
۱+ y(۱+ z)

۱+ y

)
=⇒ (y − z)(۱+ y + y z) = ۰

=⇒ y − z = ۰ یا ۱+ y + y z = ۰

.y(۱+ z) =−۱ داشت خواهیم ۱+ y + y z = ۰ اگر و x = y = z داریم ،y = z اگر

۱+ z = −۱

y
=⇒ z = −۱

y
−۱

می�شود نتیجه β ̸= ۰ و β ̸= −۱ ،β ∈R ،y =β فرض با که

۱+ x +βx = ۰=⇒ x = −۱

۱+β

y =β و x = −۱

۱+β
و z = −۱

β
−۱

.x = z = ۰ که می�شود ثابت سادگی به باشد، y = ۰ که صورتی در

شکل به توجه با .۵

A

B C
H1

H2

H3

M N

P

Q

R
S

QM

QN
= B H۱

H۱C

RN

RP
= AH۲

H۲B

SP

SM
= C H۳

H۳A

حاصلضربهای سوا قضیۀ بنابر متقاربند، ارتفاعها که این به توجه با و یکدیگر در تساوی طرفین ضرب با
همرسند. MR و PQ ،N S خطوط سوا قضیۀ عکس بنابر آنجا از و یک دوم طرف

و H۲ ،H۱ جای به است کافی بگیریم، نظر در همرس خط سه ارتفاعها جای به اگر کلی حالت در
کنیم. جایگزین مثلث، اضلاع با را سه�گانه خطوط تلاقی H۳محل

۴ ٢از صفحه�ی
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ممکن حرکتهای تعداد کنند. برخورد هم به می�توانند AB بر عمود قطر روی فقط متحرک دو این .۶
است. امکانپذیر زیر موارد به مساعد حالات است. ۲۵۶=۱۶×۱۶

کند. انتخاب را عمودی مرحلۀ چهار A و افقی متوالی مرحلۀ چهار B الف) �(
۴

۴

)
×

(
۴

۰

)
=۱

کند. انتخاب افقی مرحلۀ یک و عمودی مرحلۀ سه A و عمودی مرحلۀ یک و افقی مرحلۀ سه B ب) �(
۴

۱

)
×

(
۴

۳

)
=۱۶

کند. انتخاب افقی مرحلۀ دو و عمودی مرحلۀ دو A و عمودی مرحلۀ دو و افقی مرحلۀ دو B ج) �(
۴

۲

)
×

(
۴

۲

)
=۳۶

کند. انتخاب افقی مرحلۀ سه و عمودی مرحلۀ یک A و عمودی مرحلۀ سه و افقی مرحلۀ یک B د) �(
۴

۳

)
×

(
۴

۱

)
=۱۶

کند. انتخاب افقی را مرحله چهار هر A و عمودی را مرحله چهار هر B ه�) �(
۴

۰

)
×

(
۴

۴

)
=۱

پس

p = ۱+۱۶+۳۶+۱۶+۱

۲۵۶
= ۷۰

۲۵۶

آنجا از و ۱+x
۱−x =−۱

y ،−۱
x = y−۱

y+۱ و x = ۱+y
۱−y داریم y = x−۱

x+۱ فرض با .٧

f (y)+ f

(
y −۱

y +۱

)
+ f

(
−۱

y

)
= ۱+ y

۱− y
(۱)

آنجا از و x−۱
x+۱ =−۱

y و −۱
x = ۱+y

۱−y ،x = y−۱
y+۱ داریم y = ۱+x

۱−x فرض با

f

(
−۱

y

)
+ f

(
۱+ y

۱− y

)
+ f (y) = y −۱

y +۱
(۲)

آنجا از و ۱+x
۱−x = y−۱

y+۱ و x−۱
x+۱ = ۱+y

۱−y ،x =−۱
y داریم y =−۱

x فرض با و

f

(
۱+ y

۱− y

)
+ f (y)+ f

(
y −۱

y +۱

)
=−۱

y
(۳)

۴ ٣از صفحه�ی
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داریم (۳) و (۲) ،(۱) معادلات جمع با

۳ f (y)+۲ f

(
y −۱

y +۱

)
+۲ f

(
۱+ y

۱− y

)
+۲ f

(
−۱

y

)
= ۴y

۱− y۲
− ۱

y

=⇒۳ f (y)+۲y = ۵y۲−۱

y(۱− y۲)

=⇒ f (y) = ۲y۴+۳y۲−۱

۳y(۱− y۲)

دهیم قرار و b۱ ⩾ b۲ ⩾ · · ·⩾ bn > ۰ که کنیم فرض .٨

∀k ⩽ n, Sk =
k∑

i=۱
(bi −ai )

نتیجه در .bn −an = Sn −Sn−۱ و ... ،b۲−a۲ = S۲−S۱ ،b۱−a۱ = S۱ آنگاه

n∑
i=۱

(bi−ai )ai = S۱a۱+(S۲−S۱)a۲+·· ·+(Sn−Sn−۱)an

= S۱(a۱−a۲)+S۲(a۲−a۳)+·· ·+Sn−۱(an−۱−an)+Sn an

⩾ ۰

نتیجه در و
n∑

i=۱
(bi −ai )bi ⩾ ۰ شکل همین به .

∑n
i=۱ bi ai ⩾

∑n
i=۱ a۲

i یعنی

n∑
i=۱

b۲
i ⩾

n∑
i=۱

ai bi ⩾
n∑

i=۱
a۲

i

۴ ۴از صفحه�ی
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