
ریاضی المپیاد دوره ششمین اول مرحله�ی آزمون
کشور دانش�آموزان

١٣۶٧ ماه بهمن برگزاری: زمان

١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان عباداله دکتر تألیف

کثیرالجمله�ای صورت به را معادله دیگر ریشۀ دو آنگاه باشد x۳+x۲+۲x−۱= ۰ معادلۀ ریشۀ α اگر .١
آورید. به�دست α حسب بر گویا ضرایب با ]چندجمله�ای[

امتداد را C F و BE ،AD ارتفاعات هستند حاده آن زاویۀ سه هر که ABC مشخص غیر مثلث در .٢
s و ارتفاع بزرگترین طول h اگر کنند. قطع R و Q ،P در ترتیب به را مثلث محیطی دایرۀ تا می�دهیم

کنید ثابت باشد C R و BQ ،AP پاره�خطهای بین از پاره�خط کوچکترین طول
h

s
> ۱۳۶۷

۱۹۸۹

پوشا) و (یک�به�یک h دوسویی حقیقی تابع هرگاه گوییم وابسته را R ]روی[ بر g و f حقیقی تابع دو .٣
است). g و f توابع ترکیب f ◦ g ) h ◦ f = g ◦h که طوری به باشد داشته وجود R] ]روی

وابسته�اند. نیز φ و f آنگاه باشند وابسته نیز φ و g و وابسته g و f اگر دهید نشان الف)
g (x) = و f (x) = x۲تابع دو اینکه برای b و a حسب بر کافی و لازم شرط است مطلوب ب)

باشند. وابسته x۲−ax +b

هستند): ارقام q و p ،n ،m) کنید حل را زیر سیالۀ معادلۀ .۴

(m −۹)۲×m!+ (n −۸)۲×n!+۵۰×p !+۴۹×q ! =
√

mnpq

رابطۀ در و شده تعریف (۰< a < b)[a,b] بر f تابع کنید فرض .۵

∀x, y ∈ [a,b], x ̸= y ⇒| f (x)− f (y)| < |x − y |
کنید ثابت . f (a) = f (b) = ۰ داریم و کند؛ صدق

∀x, y ∈ [a,b], | f (x)− f (y)| < a +b

۲

و AB بر ترتیب به را C F و C E عمودهای C رأس از ،AC > BD که ABC D متوازی�الاضلاع در .۶
کنید ثابت می�کنیم. رسم AD

AB · AE + AD · AF = AC۲

١



المپیاد دوره ششمین اول مرحله�ی آزمون مسائل حل
کشور دانش�آموزان ریاضی

١٣۶٧ ماه بهمن برگزاری: زمان

١ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان عباداله دکتر تألیف

گویا اعداد روی P (x) پس (چرا؟) ندارد گویا ریشۀ P (x) = x۳ + x۲ −۲x −۱ = ۰ می�دانیم .١
تنها P (x) و باشد ٣ از کمتر درجۀ از دیگری چندجمله�ای ریشۀ نمی�تواند α یعنی نمی�شود. تجزیه
P (x−۱) = چندجمله�ایِ حال .P (α) = ۰ که گویاست اعداد روی تحویل�ناپذیر سوم درجۀ چندجمله�ای
،γ+۱ و β+۱ ،α+۱ از عبارتند P (x−۱) = ۰ ریشه�های می�گیریم. نظر در را x۳−۲x۲−x+۱

اما، هستند. P (x) = ۰ ریشه�های γ و β ،α که

β ·γ= ۱

α
, (β+۱)(γ+۱) =− ۱

α+۱

پس

β+γ= (β+۱)(γ+۱)−βγ−۱=− ۱

α+۱
− ۱

α
−۱

یعنی
β+γ= −α۲−۳α−۱

α(α+۱)

β ·γ= ۱

α

نتیجه، در

γ=−α+۱

α
, β=− ۱

α+۱

می�دهیم قرار حال

β=− ۱

α+۱
= Aα۲+Bα+C

داشت خواهیم می�کنیم، تعیین را C و B ،A ضرایب

Aα۳+ (A+B)α۲+ (B +C )α+C +۱= ۰

١



ریاضی المپیاد دوره ششمین اول مرحله�ی مسائل حل
می�آوریم به�دست اخیر رابطۀ در آن دادن قرار با که α۳ =۱+۲α−α۲ داریم

Bα۲+ (B +C +۲A)α+ (A+C +۱) = ۰

B = ۰

B +C +۲A = ۰

A+C +۱= ۰

=⇒ A =۱ و C =−۲

بنابراین،
β=α۲+ ۰×α−۲=α۲−۲

می�آید به�دست ،α+β+γ=−۱ چون و

γ=−۱−α−α۲+۲=−α۲−α+۱

پس است. محیطی دایرۀ روی اض�ع، از یک هر به نسبت ،H ارتفاع، سه تلاقی محل قرینۀ که می�دانیم .٢

AP

AD
=۱+ DP

AD
=۱+ HD

AD

نتیجه، در
AP

AD
+ BQ

BE
+ C R

C F
=۳+ HD

AD
+ HE

BE
+ HF

FC

1

1

A

B CD

EF

H

P

QR

اما،
HD

AD
+ HE

BE
+ HF

FC
= SB HC

S ABC
+ S AHC

S ABC
+ S AHB

S ABC
=۱

پس
AP

AD
+ BQ

BE
+ C R

C F
=۴

۵ ٢از صفحه�ی



ریاضی المپیاد دوره ششمین اول مرحله�ی مسائل حل

داریم (x, y, z ⩾ ۰) x+y+z
۳ ⩾ ۳px y z نامساوی به توجه با و

AP

AD
× BQ

BE
× C R

C F
⩽ ۶۴

۲۷

پس
s۳

h۳
⩽ ۶۴

۲۷
=⇒ h

s
⩾ ۳

۴
> ۱۳۶۷

۱۹۸۹

و h) g =ψ−۱ ◦φ◦ψ اگر پس . f = h−۱ ◦ g ◦h هرگاه وابسته�اند g و f که می�کنیم توجه الف) .٣
آنگاه هستند)، پوشا و یک�به�یک ψ

f = h−۱(ψ−۱φψ)h = (ψh)−۱φ(ψh)

وابسته�اند. نیز f و φ پس پوشاست. و یک�به�یک نیز ψh و
داریم h

(
f (x)

)= g
(
h(x)

)
تساوی از ب)

h(x۲) = h(x)۲−ah(x)+b (۱)

داشت خواهیم کنیم تبدیل −x به را x اگر

h(x۲) = h(−x)۲−ah(−x)+b (۲)

داشت خواهیم کنیم کم هم از را (۲) و (۱) تساوی دو اگر )حال
h(x)−h(−x)

)(
h(x)+h(−x)−a

)= ۰

صفر، غیر xهر برای بنابراین، h(x)−h(−x)؛ ̸= ۰ ،x ̸= ۰ هر برای پس است یک�به�یک h چون
در و h(x۰) = a

۲ که طوری به است موجود x۰ پس پوشاست تابعی h چون .h(x)+h(−x)−a = ۰
پس است یک�به�یک تابعی h چون و نمی�کند). ایجاد ما برای مشکلی x۰ = ۰) h(−x۰) = a

۲ نتیجه،
تساوی در حال .h(۰) = a

۲ یعنی x۰ = ۰

h(x۲) = h(x)۲−ah(x)+b

داشت خواهیم می�گذاریم، صفر x جای به

a

۲
= a۲

۴
− a۲

۲
+b

یعنی
a۲+۲a =۴b

پوشای و یک�به�یک تابع برای که می�کنیم توجه زیرا است کافی شرط این

h(x) = x + a

۲

.h ◦ f = g ◦h داشت خواهیم

۵ ٣از صفحه�ی



ریاضی المپیاد دوره ششمین اول مرحله�ی مسائل حل

بنابراین، mnpq√⌋؛ ⌋⩽۹۹ می�دانیم .۴

(m −۹)۲×m!+ (n −۸)۲×n!+۵۰×p !+۴۹×q !⩽۹۹

پس است. ٩٩ ،۵۰×p !+۴۹×q ! مقدار کمترین پس است یک q ! و p ! مقدار حداقل

(m −۹)۲×m!+ (n −۸)۲×n! = ۰

(m −۹)۲×m! = ۰=⇒ m =۹

(n −۸)۲×n! = ۰=⇒ n =۸

و

۵۰×p !+۴۹×q !⩽۹۹ (۱)

پس .q ! =۱ و p ! =۱ که می�شود نتیجه نامساوی این }از
p = ۰

p =۱
و

{
q = ۰

q =۱

بنابراین، می�کند. صدق (۱) رابطۀ در q =۱ و p = ۰ جواب تنها

mnpq =۹۹۲ =۹۸۰۱

داریم ،y = b یا y = a و دلخواه x اگر است. واضح حکم باشد x = y اگر .۵{∣∣ f (x)− f (a)
∣∣< |x −a| = x −a < x∣∣ f (x)− f (b)
∣∣< |x −b| = b −x

پس

∣∣ f (x)
∣∣< b

۲
< a +b

۲

∣∣ f (x)− f (b)
∣∣< a +b

۲

∣∣ f (x)− f (a)
∣∣< a +b

۲

می�شود)، ثابت حکم اینصورت غیر (در |x − y | > a+b
۲ کنیم فرض است کافی ،x, y ∈ (a,b) اگر و

∣∣داریم f (x)− f (y)
∣∣⩽ ∣∣ f (x)

∣∣+ ∣∣ f (y)
∣∣

< x + (b − y)

= b − (y −x)

پس ،x < y کرد فرض می�توان

| f (x)− f (y)| < b − a +b

۲
= b −a

۲
< b +a

۲

۵ ۴از صفحه�ی



ریاضی المپیاد دوره ششمین اول مرحله�ی مسائل حل

A

B C

D

E

F

I

M

N
O

.۶

مرکز با دایرۀ به نسبت A نقطۀ قوت یعنی P A
M ) داریم است) M مرکزش (که BC قطر به دایره�ای در

(M

P A
M = AB · AE = AM۲− BC۲

۴

داریم است) N مرکزش (که C D قطر به دایره�ای در

P A
N = AD · AF = AN۲− C D۲

۴

جمع را بالا رابطه�های طرفین می�گیریم. AC و BD تقاطع محل را O و AC و M N تقاطع محل را I

می�کنیم.

AB · AE + AD · AF

= (AM۲+ AN۲)− ۱

۴
(BC۲+C D۲)

= ۱

۲
M N۲+۲AI۲− ۱

۴

(
۱

۲
BD۲+۲CO۲

)
= ۱

۲

(
۱

۲
BD

)۲
+۲

(
۳

۴
AC

)۲
− ۱

۸
BD۲− ۱

۲

(
۱

۲
AC

)۲
= ۱

۸
BD۲+ ۱۸

۱۶
AC۲− ۱

۸
BD۲− ۱

۸
AC۲

= ۹

۸
AC۲− ۱

۸
AC۲

پس
AB · AE + AD · AF = AC۲

۵ ۵از صفحه�ی
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