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 95ها                                                                                  تابستان راهنمایی تمارین نامساوی

1. (1 + x + y)2  ≤ (1 + 𝑦𝑧 + xz)(1 +
y

z
+
x

z
) 

2. 𝛴(𝑎 +
1

𝑏
)2 ≥

(∑𝑎+∑
1

𝑏
)
2

3
 

3. 𝑎𝑏2+𝑏𝑐2

2
≥ 𝑏√𝑐 

𝑎کمک بگیرید  از حالت تساوی .4 ≤ 𝑎2 +
1

4
 ,   𝑏 ≤ 𝑏2 +

1

4
 ,   𝑎𝑏 ≤

𝑎2+𝑏2

2
∶ (𝑎 = 𝑏 =

1

2
) 

5. √
2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
. 𝑐 ≤ √

𝑎+𝑏

2
. 𝑐 

6.                9 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)  ,   𝑎2 + 2√𝑎 ≥ 3𝑎 

7. 2𝑎3 + 1 ≥ 3𝑎2 

8. 𝑎𝑏𝑐 (𝑎 + 𝑏) (𝑎 + 𝑐) (𝑏 + 𝑐)  =  (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐) (𝑏𝑐 + 𝑏𝑎)(𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) 

2دو طرف را با  .9 (𝛴
𝑥𝑖

1+𝑥𝑖
هندسی  حسابی کمک بگیرید و از نامساویجمع کنید و از حالت تساوی  (

 استفاده کنید.

10. 𝛴
𝑎

𝑏2+𝑐
= 𝛴

𝑎2

𝑎𝑏2+𝑎𝑐
≥

(𝛴𝑎)2

𝛴𝑎𝑏+𝛴𝑎𝑏2
 

11. Σ
a4

b2+c2
≥

(Σa2)2

2Σa2
 

12. (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2  ≤  (𝑥2 + 𝑦 + 1)(1 + 𝑦 + 𝑧2) 

 از این نامساوی استفاده کنید: .13

(𝛴𝑎2 + 𝛴𝑎𝑏)2 ≤ (𝛴(𝑎 + 𝑐)2(𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2)) (𝛴
𝑎2

𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2
) 

𝑦𝑖تعریف کنید  .14 =
1

𝑥𝑖
 

15. 𝑛 = 2 ×
3

2
×…×

𝑛

(𝑛−1)
  

16. 𝑎𝑛  +  𝑏𝑛  ≥  𝑎𝑏 (𝑎𝑛−2 + 𝑏𝑛−2) 

17. 𝑘𝑎𝑘+1 + 𝑐𝑘+1  ≥  (𝑘 + 1) 𝑎𝑘 𝑐 
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18. √
abc

(a+b+d)2(c+e+f)

3
≤

1

3
(

1

a+b+d
+

b

a+b+d
+

c

c+e+d
) 

19. LHS = ((a + b)2 − c2)(c2 − (a − b)2)  

Σسعی کنید مقدار عبارت  .20 (2x2 +
8

x4
 را بیابید. (

,aاگر  .21 b, c :حقیقی و مثبت باشند، داریم 

 (a + b)(b + c)(a + c) ≥
8

9
(Σa)(Σab) 

 همچنین:

 x2 + xy + y2 =
3(x+y)2

4
+
(x−y)2

4
 

 استفاده کنید: زیرهای از نابرابری .22

{
 

  
1

𝑎𝑏𝑐
≥

3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)2
                  

1

𝑎2
+
1

𝑏2
+
1

𝑐2
≥
1

𝑎𝑏
+
1

𝑎𝑐
+
1

𝑏𝑐

 

23. 𝛴𝑎4 − 4𝑎𝑏𝑐𝑑 ≥ 2 (
𝑎+𝑐

2
)
4

+ 2(
𝑏+𝑑

2
)
4

− 4(
𝑎+𝑐

2
)
2

(
𝑎+𝑐

2
)
2

 

24. 1

√𝑎3+𝑏
≤

1

√2 √𝑎3𝑏
4 

 کمک بگیرید. شوراز نامساوی  .25

2𝑎𝑏𝑐 دانیممی .26 + 1 ≥ 3√𝑎2𝑏2𝑐2
 از نامساوی شور کمک بگیرید. و سپس 3

27. (𝑎𝑏 + 1)(
𝑎

𝑏
+ 1) ≥ (𝑎 + 1)2 

28. (𝑎 + 𝑏3 + 𝑐2) (𝑎 +
1

𝑏
+ 1) ≥ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 

 : T2 طبق .29

4(a − b)2

(a + b + c)
≤
(a − b)2

b
+
(b − c)2

c
+
(c − a)2

a
 

Si تعریف کنید .30 = a1 +⋯+ ai  در نتیجهSi+1 − Si = ai+1 

p(y):  ارز است بانامساوی هم .31 =  y2 + (
1

x
) y + (x2 +

1

x2
−√3) 

1)∏ثابت کنید  .32 − a) = ∏(1 + a) :و تعریف کنید 
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1 + d

1 − d
= t,    

1 + c

1 − c
= z,   

1 + a

1 − a
= x,   

1 + b

1 − b
= y 

nنیز درست است. برای اثبات حکم برای  𝑛درست باشد، برای اعداد کمتر از  𝑛اگر حکم برای  .33 =

2k گونه عمل کنید: این𝑠𝑘 ≥ 𝑡𝑘 ≥ 𝑠𝑘−1 ≥ 𝑡𝑘−1 ≥ ⋯ ≥ 𝑠1 ≥ 𝑡1  سپس به .𝑠𝑖  و به  1+ها𝑡𝑖  را  1−ها

 کمک بگیرید. استقرانسبت دهید و از 

 از اتحاد لاگرانژ استفاده کنید: .35

(∑𝑎𝑖
2𝑛)(∑

1

𝑎𝑖
2𝑛
) = 𝑛2 + ∑ (

𝑎𝑖
𝑛

𝑎𝑗
𝑛
−
𝑎𝑗
𝑛

𝑎𝑖
𝑛
)2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

 تحاد لاگرانژ استفاده کنید:از ا .36

∑𝑎𝑖
3∑𝑎𝑖 = (∑𝑎𝑖

2)
2

+ ∑ (√𝑎𝑖3𝑎𝑗 −√𝑎𝑗3𝑎𝑖)
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

𝑟3:  تعریف کنید .37 = 𝑎𝑏𝑐 که  𝑐 =
𝑧𝑟

𝑥
, 𝑏 =

𝑦𝑟

𝑧
, 𝑎 =

𝑥𝑟

𝑦
 

38. ∑
𝑎𝑖

𝑎𝑖+1
2+1

  ∑ 𝑎𝑖
2(𝑎𝑖+1

2 + 1) ≥ (∑𝑎𝑖√𝑎𝑖)
2

 

𝑎تعریف کنید  .39 − 𝑐 = 𝑥 + 𝑦, 𝑏 − 𝑐 = 𝑦, 𝑎 − 𝑏 = 𝑥, 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 

40.  

√
𝑥𝑦

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)
= √

𝑥

𝑥 + 𝑧
.

𝑦(𝑥 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)
≤
1

2
(

𝑥

𝑥 + 𝑧
+

𝑦(𝑥 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)
) 

𝑛از حالت  .41 =  بدست آورید. 𝑛سعی کنید اتحادی مشابه برای  3

𝑎𝑖 𝑎𝑖+1∑ دو حالت کنید. .42 ≥ 𝑛  یا∑𝑎𝑖 𝑎𝑖+1 ≤ 𝑛 
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 ساده :

1 .x, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

1 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧

(1 + 𝑥 + 𝑦)2
+

1 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑦

(1 + 𝑦 + 𝑧)2
+

1 + 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧

(1 + 𝑥 + 𝑧)2
≥ 1 

2 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+  و𝑎𝑏𝑐 =  ثابت کنید: 1

(𝑎 +
1

𝑏
)

2

+ (𝑏 +
1

𝑐
)

2

+ (𝑐 +
1

𝑎
)

2

≥ 3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1) 

3 .a, b, c ∈ ℝ+  وabc =  ثابت کنید: 1

a(b2 − √b) + b(c2 − √c) + c(a2 − √a) ≥ 0 

4 .a, b, c ∈ ℝ  6و ≥ 9a2 + 8ab + 7b2 :ثابت کنید 

7a + 5b + 12ab ≤ 9 

5 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+  وa + b + c =  :ثابت کنید 1

√
1

𝑎 + 𝑏
+ √

1

𝑏 + 𝑐
+ √

1

𝑎 + 𝑐
≤

1

√2𝑎𝑏𝑐
 

6 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+  و𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  :ثابت کنید 3

√𝑎 + √𝑏 + √𝑐 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 

7 .𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ+  و∑
1

1+𝑎3 = 2𝑐𝑦𝑐 ثابت کنید: 

∑
1 − 𝑎

1 − 𝑎 + 𝑎2
≥ 0 

8 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+  وab + ac + bc =  :ثابت کنید 3

1

𝑎𝑏𝑐
+

4

(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑐)
≥

3

2
 

 

9 .𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+  و𝑥1 × 𝑥2 × … × 𝑥𝑛=1 ثابت کنید: 

𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≥
2

1 + 𝑥1
+ ⋯ +

2

1 + 𝑥𝑛
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 باشد:می شوارتز ی از نامساوی کوشیفرم دیگر 2T: نامساوی 2Tنامساوی 

,𝑏1اگر  … , 𝑏𝑛 ∈ ℝ+و 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ  گاه داریم:آن 

𝑎1
2

𝑏1
+ ⋯ +

𝑎𝑛
2

𝑏𝑛
≥

(𝑎1, … , 𝑎𝑛)2

𝑏1, … , 𝑏𝑛
 

10 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+  و a + b + c =  :ثابت کنید3

𝑎

𝑏2 + 𝑐
+

𝑏

𝑐2 + 𝑎
+

𝑐

𝑎2 + 𝑏
≥

9

4
 

11 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ ثابت کنید: 

𝑎6

𝑏2 + 𝑐2
+

𝑏6

𝑎2 + 𝑐2
+

𝑐6

𝑎2 + 𝑏2
≥

𝑎𝑏𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

2
 

 متوسط :

12 .𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+  و𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ثابت کنید: 

1

𝑥2 + 𝑦 + 1
+

1

𝑦2 + 𝑧 + 1
+

1

𝑧2 + 𝑥 + 1
≤ 1 

13 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+ :ثابت کنید 

𝑎2

𝑏2 + 𝑏𝑎 + 𝑎2
+

𝑏2

𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2
+

𝑐2

𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2
≥ 1 

14 .𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+  و𝑥1 × 𝑥2 × … × 𝑥𝑛=1 :ثابت کنید 

1

𝑥1(𝑥1 + 1)
+

1

𝑥2(𝑥2 + 1)
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛(𝑥𝑛 + 1)
≥

𝑛

2
 

15 .𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+  و𝑎2 × 𝑎3 × … × 𝑎𝑛 = 𝑛دانیم و می 1 ≥  ثابت کنید: 3

(𝑎2 + 1)2(𝑎3 + 1)3 … (𝑎𝑛 + 1)𝑛 > 𝑛𝑛 

 

16 .a, b, c ∈ ℝ+  وabc =  :ثابت کنید 1

a + b

a7 + b7 + c
+

b + c

b7 + c7 + a
+

a + c

a7 + c7 + b
≤ 2 

17 .a1, … , an ∈ ℝ+  وa1
1 + 2a2

3 + ⋯ + nan
n+1 ≤  :ثابت کنید 1

2𝑎1 + 3𝑎2
2 + ⋯ + (𝑛 + 1)𝑎𝑛

𝑛 < 3 
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18 .a, b, c, d, e, f ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

√
abc

a + b + d

3

+ √
def

c + e + f

3

< √(a + b + d)(c + e + f)
3  

19 .a, b, c ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

(a + b + c)(a + b − c)(b + c − a)(a + c − b) ≤ (a2 + b2)2 

,xی اعداد حقیقی مانند . همه20 y, z ای که:را بیابید به گونه 

x2 + y2 + z2 ≤ 6 + min {x2 −
8

x4
, y2 −

8

y4
, z2 −

8

z4
} 

21 .𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

(x + y + z)2(xy + yz + xz)2 ≤ 3(y2 + yz + z2)(z2 + zx + x2)(x2 + xy + y2) 

22 .a, b, c ∈ ℝ+  وa + b + c =  :ثابت کنید 3

1

a2
+

1

b2
+

1

c2
≥ a2 + b2 + c2 

23 .a, b, c, d ∈ ℝ+  وa + b + c + d =  ثابت کنید: 2

a4 + b4 + c4 + d4 − 4abcd ≥ 2(a − b)(c − d) 

24 .a, b, c ∈ ℝ+  1و

a
+

1

b
+

1

c
=  کنید:ثابت   3

1

√a3 + b
+

1

√b3 + c
+

1

√c3 + a
≤

3

√2
 

25 .a, b, c >  ثابت کنید: 0

(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2) ≥ 9(ab + ac + bc) 

26 .a, b, c ≥  :ثابت کنید 0

2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) ≤ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏𝑐 + 1 

27 .𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ+  و𝑎𝑏𝑐𝑑 =  :ثابت کنید 1

1

(𝑎 + 1)2
+

1

(𝑏 + 1)2
+

1

(𝑐 + 1)2
+

1

(𝑑 + 1)2
≥ 1 

28 .𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+  و𝑎𝑏𝑐 ≥ 6√3 +  :ثابت کنید 10

𝑏

𝑎 + 𝑏3 + 𝑐2
+

𝑐

𝑏 + 𝑐3 + 𝑎2
+

𝑎

𝑐 + 𝑎3 + 𝑏2
≤

1

2
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29 .a, b, c ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

a + b + c +
4(a − b)2

a + b + c
≤

a2

b
+

b2

c
+

c2

a
 

,a1. فرض کنید 30 … , an ∈ ℝ  1و برای هر ≤ k ≤ n دانیممی a1 + ⋯ + ak ≤ k 

 ثابت کنید:

𝑎1

1
+

𝑎2

2
+ ⋯ +

𝑎𝑛

𝑛
≤ 1 +

1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
 

31 .𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  و𝑥 ≠  ثابت کنید:  0

𝑥2 + 𝑦2 +
1

𝑥2
+

𝑦

𝑥
≥ √3 

32 .|𝑎|, |𝑏|, |𝑐|, |𝑑| > 𝑎و  1 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑑𝑐𝑎 + 𝑎𝑏𝑑 =  ثابت کنید: 0

1

1 − 𝑎
+

1

1 − 𝑏
+

1

1 − 𝑐
+

1

1 − 𝑑
< 0 

33 .𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+  ثابت کنید𝑎1, … , 𝑎𝑛 1}ی عضو بعد مجموعه,  وجود دارند به طوری که: {1−

𝑎1𝑥1
2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛

2 ≥ (𝑎1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛)2 

34 .𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+  2و برای هر ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 دانیممی  :𝑎𝑘 ≥ 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑘−1 :ثابت کنید 

𝑎1

𝑎2
+

𝑎2

𝑎3
+ ⋯ +

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
≤

𝑛

2
 

 

 

35 .𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+  و∑ 𝑎𝑖
−2𝑛 = 1𝑛

𝑖=1 :ثابت کنید 

(∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑛

𝑖=1

) − 𝑛2 ∑ (
𝑎𝑖

𝑎𝑗
−

𝑎𝑗

𝑎𝑖
)2 ≥ 𝑛2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

36 .𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑘 ∈ ℝ+ :به طوری که 

1) 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 3𝑘 

2) 𝑎1
2 + ⋯ + 𝑎𝑛

2 = 3𝑘2  

3)𝑎1
3 + ⋯ + 𝑎𝑛

3 > 3𝑘3 + 𝑘  

 ها وجود دارند که اختلاف آنها از یک بزرگتر است. 𝑎𝑖ثابت کنید دو تا از 
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 سخت :

37 .a, b, c ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

1

√abc
3

+
1

√abc
3 + 1

≤
1

a +
1
b

+ 1
+

1

b +
1
c + 1

+
1

c +
1
a + 1

 

38 .a1, … , an ∈ ℝ+  وa1 + ⋯ + an =  ثابت کنید: 1

a1

a2
2 + 1

+
a2

a3
2 + 1

+ ⋯ +
an

a1
2 + 1

≥
4

5
(a√a1 + ⋯ + an√an) 

39 .a, b, c ∈ ℝ باشند. ثابت کنید:و متمایز می 

∑
(𝑏 − 𝑐)4

(𝑎 − 𝑐)2(𝑎 − 𝑏)2
≥

33

2
𝑐𝑦𝑐

 

40. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+ :ثابت کنید 

√
𝑥

𝑥 + 𝑦
+ √

𝑦

𝑦 + 𝑧
+ √

𝑧

𝑧 + 𝑥
≤

3

√2
 

41 .𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+  و𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛+1و  1 = 𝑥1 :ثابت کنید 

∑
1

1 + 𝑥𝑖 + 𝑥𝑖𝑥𝑖+1
≥ 1

𝑛

𝑖=1

 

 

42 .𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+  و𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1و  1 = 𝑎1 :ثابت کنید 

(∑ 𝑎𝑖𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

) (∑
𝑎𝑖

𝑎𝑖+1
2 + 𝑎𝑖+1

) ≥
𝑛

𝑛 + 1
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